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Vorrede. 



Wen n ich meiner Arbeit einige "VVorle vornnselze, so gesdiielil dicfs 
blofs in der Absicht, darzulegen, wie dieselbe enLslauden ist Während 
überhaupt in ähnlichen Fällen eine solche Darlegung mir wnnschenswerth 
scheint, finde ich insbesondere för mich eine Art von Wohlbehagen in 
dem Gedanken, dafs hernach AUea, was die Persönlichkeit des Verfassers 
betrifft, .tbgeniaclit ist, oder wenigstens vom Verfasser als abgemacht an- 
gesehen werden kann. 

So wie för meine »EntwicUnngen," so liegt auch für meine neue 
Schrift, sn der jene gewissermalsen die Vorstudien sind, die Veranlassung 
darin, dafs ich zufällig mir enlgegentrdende, parliculäre Resultate auf ei- 
gene Art aulTafste. und diese Audassungsart zu allgemeinen Methoden mir 
ausbildete. £s hat Herr Poucelet in Crelle's Journal, so viel ich weifs 
scimt, den Satz gegeben, dal» eine Curve dritter -Ordnäng ihre Asympto- 
ten in solchen drei Popcten schneidet, die in gerader Linie liegen. Dieser 
Salz fiel mir gleich /u Anfang auf. als ich im Sommer 18.32 meine Auf- 
merksamkeit auf die Curven ludiercr Ordnungen richtete. Ich erkannte 
sogleich, dafs derselbe, in die Sprache der Aualysis übertragen, anders 
nichts hielse, als dals es im Allgemeinen möglich sei, eine Cunre der 'drit- 
ten Ordnung durch eine Gleichung von der Form: pqr fts ssO; danu« 
stellen. Es lag mh, den Nerv dieser Möglichkeit in der Anzahl der neun 
Constanten, Avelrhe auch diese Form implirife enthrdt, zu erl)Iickeii ; hiernach 
neue Fornieu zu bilden und die neuen Formen geometrisch zu deuten. Aus 
dieser eben so einfachen als fhichtharen Bemerkung entfaltete sich die hier 
vorliegende neue Gestaltung der analjrtischen Geometrie, deren Eigeniböm?. 
lichkeit imd deren Stärke in dem vollständigsten Parallelismus nrischen 
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geometrischen und analytischen Formen, oder, um mich bestimmter aus- 
zudrücken, in dem Umstände beruht, dafs wir, durch das Zusammenrük- 
ken, das Zosaminenwaclisen gleichsam, von Constraction und analytischer 
D.irbtellung, dahin gelangen, über die grofsartigen Betrachtungsweisen der 
Analysis geltiptoii 7ai ki'imien, ohnn irf^pud einen der unersetzlichen Vo^ 
theile, welche die unmittelbare Anschauung gewährt, aufzugeben. 

Früher schon habe ich mit einer Art von Vorliebe eine Theorie ent- 
wickelt, nach welcher man alle SiUe der linearen Georöelrie fgiornkHe de 
la regle), vermin« Ist Symbole, welche lineare Fiuiclionen bedeuten, und un- 
beslimniler Coefiicieiilen , beweisen kann. Jet/t lasse ich in den Gleichun- 
gen der Curven solche Functionen in Evidenz treten: ein neuer Schritt, 
von dessen Bedeutung das Ganse mein« Arbdl Zeagnib ablegt Den li- 
nearen Fonctionen entsprechen solche gerade Linien, welche m. der Curve 
in einer vollkonimm hrslimmlen, und nur mit der Form der Gleichung 
wechselnden, Bezieliung sieben. Eine Curve dritter Ordnung ist durch 
vier solche gerade Linien und einen unbestimmten Coeiiicienteo, der auch 
durch die Annahme eines Ptinctes der Gnrve vdnkomihen ersetst werden 
kann, bestimmL Zunächst knftpfoi nch an jede solche Beslinunnng ein- 
lache Construclionen der Curven, und dann (liefst aus der gegenseitigen 
Lage der vier geraden Linien einerseits, und der Annahme des Punctes 
andrerseits, fiir solche Curven ein natürliches Eintheiiungs-Princip. Wean 
wir, som Beispiel, hei der oben schon erwähnten Form stdien blähen, 
so sind drei der fraglidien Linien die drei Asymptoten^ nnd di« vierte ist 
diejenige, welche durch die drei Durchschnitlspuncte der Curve mit den 
Asymptoten geht. Ist aufserdeni norli iipond ein Punct der Curve gege- 
ben, so stellt sich sogleich eine Cunstructiun heraus, nach welcher belie- 
big viele Pnncte derselben sich gans auf dieselbe einfache Weise ergeben, 
als die Pnncte einer Hyperbel, wenn die beiden Asymptoten und ein be- 
liebiger Punct gegeben sind. Bei dieser Conslruclion tritt der Fall, dafs 
die Curve einen Doppelpnnrt hat, auf ausgezeichnete Weise hervor, und 
weiterhin ergibt sich, dals die grülsle dem Asymjjtolen - Dreiecke ein- 
geschriebene Ellipse der geometrische Ort für Rüdikehrpuncte ist, nnd 
dals isolirte PuDCte innerhalb, Dnrchschnittspnncte zweier reellen Zweige 
aufserhalb dieser Ellipse liegen. Hiermit ist eine Einlhcilung der Curven 
dritter Ordnung in 219 Arien gegeben: eine Eintheilung, die ohne die 
Kennlnils jener Lage des Rückkehrpunctes und der dadurch bestiinnilen 
Lage der vierten gegebenen geraden Linie, gegen die drei Asymptoten, 
keinen Grand und Boden hat. Newton hat in seiner Aafsahlung Fälle 
ubersehen. Euler sagt mit Recht, ihr fehle das j^ntheilangs^Princip. JEr 
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selbst umgehl die Schwierigkeit, indem er hlofs die >>nlur der imendli- 
chen Zweige beriicksichligl. Wo Euler 16 Geschlechter zählt, stellt Cra« 
mer deren 14 auf. B'Alembert zieht liieraus Schlüsse gegeu das Eu- 
ler'sche Eintheilungs-Princip, und behauptet mit Grund, das Willkühr- 
liche sei auch hier keineswegcs ausgeschlossen. 

Das Fremdartige, welches die Annahme der Coordinaten- A\en in die 
analytische Darstellung bringt, i.st fiir uns verscinvunden ; und doch ist 
wiederum, sei es um die gegenseitige Lage verschiedener Curvcn zu be- 
stimmen, sei es zum Behuf absoluter Gröfsen - Bestinmiung, auf solche 
Axen unmittelbar Alles bezogen, sobald wir die verschiedenen linearen 
Functionen als Functionen zweier derselben, die wir l)ellebig auswählen 
können, betrachten, und dann die beiden geraden Linien, die diesen ent' 
sprechen, für die Coordinaten- Axen nehmen. Belege hierzu liefern na- 
mentlich der 2., 4. und 6. Paragraph <les drillen Ahschnitles. Es wird uns 
zum Beispiel leicht, die Annäherung der Curven an ihre Asymptoten zu 
messen und zu vergleichen, und die verschiedenen krummlinigen .Asym- 
ptoten characteristisch hervortreten zu lassen. Indem Gramer tlie Defi- 
nition dieser letztern ausdrücklich an die willkührlichc Annahme der Co- 
ordinaten- Axen knüpfl. nimmt er diesen Asymptoten ihre selbslständige 
Existenz; ich verstehe Euler nicht, wenn er *) willkiihrlichen Constinien 
particuläre Werthe beilegt, und dann inmicr nur von einer, statt von 
unendlich vielen parabolischen Asymptoten spricht, und diese eine nicht 
einmal diejenige ist, die allciu in einer ausgezeichneten, einer innigem Be- 
ziehung zur Curve stehL 

In meiner Arheit iitulet man auch die Grundzüge einer neuen Theo- 
rie der singulären Puncte, die darauf, tiafs man eine Curve. einmal als 
von einem Puncte beschrieben, das andere Mal als von einer geraden Li- 
nie umhüllt, sich vorstellen kann, als einer Fundamental-Unterscheidung 
beruht. Der Uebergang von der einen Vorslellungsweise zu der andern 
ist ein discontinuirlichcr. In der zweiten entgehen uns zum Bei.S[»iel die 
conjugirten Puncte der Curven; die Pol.ire einer solchen Curve hat eine 
zugeordnete isolirte gerade Linie, deren Spur wir ganz verlieren, wenn wir 
uns, um die Curve darzustellen, gewüiinlicher Coordinaten bedienen. Der 
Begriff der Tangente ist in den beiden Vorstellungsweisen ein, dem We- 
sen nach, ganz verschiedener. Hiermit steht eine Schwierigkeil in Betreff 
der Reduction, welche die Ordnung der Polar- Curve in gewissen Fällen 
erleidet, in Verbindung: eine Schwierigkeil, an der bisher alle Erklärungs- 



■) Inlrotlitclio ad Anal^in m/tuilomm. T. II. rop. VII. §, 17.0. 



VI Vorrede. 

Versuche gesK:}ieilPii sind. Ich gehe diese Erkl.-iriing vollstiiiulig, uinl glaube 
in derselben <lic volle Bestätigung zu finden, dals die Theorie iler siiigu- 
lüren Puncle die, mau als fertig anzusehen geneigt hl, aus einem neuen 
Gesidttapuncte behandelt werdra mii& Ich gebe unter andeita das un- 
niiUelbare analytische Criterium rar Unterschddung der drei Hauptarten 
von Doppelpuncten in dem Zeichen des Aasdrucks: (rt — s'), wobei r, s 
und t, der geuöhnlic!ioii Hczcichiiuiig gemäfs, die drni zweiten partiellen 
Diilerential-Coeiiicientea der Function, die, gleich Null gesetzt, die bezüg- 
liche Gnrve darstellt, bedeuten. Vor Altem aber findet man neue und fatt 
die ersten Untersuchungen öber Wendungsponcte, deren Betrachtung mir 
zu den subtilsten» welche die Geometrie bietet,' zu gehören scheint. Ich 
gebe ihre nligpmeiiie Conslruclion, und bestimme nanionllich ihre Anzahl 
bei algebraischen Curven. Die Curven der di*illeu Ordnung haben im All- 
gemdnen nenn Wendnngipuncte; und unter diesen immer drd reelle . 
und sechs imaginäre. Die Discnssion hierüber knOpft sich an Gleichungen^ 
deren Grad zu hoch ansteigt, als dafs wir .uif <1eni Wege der blofsen Eli- 
mination zu einem licsullalc komnirn küiiiilcn; die uiiinitlelbare An- 
schauung muls wenigstens einen neuen, uoch verwegnem Flug nehmen, 
als bisher, um das zu ergreifen, was in allen Fällen imaginär ist und ima> 
ginär bleibt Unsere Methode f&hrt hier leicht zum Ziele; ja unmittelbar 
sogar erkennen wir in der Form: pqr+fts' = 0, die Nolhwendigkeit der 
obigen Bcbatiptuiig, dafs eine Curve dritter Ordimng neun Wcndungs- 
puncte bat, und von dicsrn immer sechs imaginär sind (iit24). Die Exi- 
stenz imaginärer Wendungspuncte habe ich zuerst aus dem Umstände er- 
sdilossen, dafs eine Curve >der dritten Ordnung mit einem conjugirten 
Puncte ihre drei reellen Wendungspuncte beibehält, wahrend, wenn zwei 
reelle Zweige einer solchen Curve sich schnt-idcti . nur noch ein einziger 
reeller cnduugspuuct übrig biabL Ich habe hiernach gezeigt, dals ein 

Dopjjclpunct Im Allgemeinen sedis, und insbesondere dn Eückkdirpuiict 
acht Wendungspuncte in sich aufnimmL 

An die Spitze meiner Arbeit habe ich die Worte: „System der ana- . 
Ivtiscben Gconielrie" gestellt, imd niicli hiernarb zu dem erhoben, was 
mir, als ich die \ orrede zum zweiten Bande meiner Eutwickluiigen schrieb, 
vorersl norh unemHchbar dünkte. Mur wenige Bemerkuiq^ fiber diesen 
Pnnct seien mir hier noch gestattet 

Ich hnl)e schon in einer andern Beziehung oben I)emerkt, dafs die Ii-, 
neareii Fuiiciionen, wie sie bei unserer Behandlinig in den Gleichungen der 
Curven erscheinen, ganz den Characlcr von Coordinalen haben. Jede der- 
selben erhält für einen gegebenen Pnnct einoi bestimmten Werth, dar sich 
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• ^geometrisch, durcli die Vermlllelung der bezuglichen geraden Linie, leicht • 
conslruireu läl'sl. Dtirrli irgend zwo! clcrselben ist die Lrige des Puncles 
bestimmt. Diese Benicrkuug legt uns uali, den BegriiT der Coordinaten 

in emeitem. and, statt der beiden gcwöhnlicben Parallel- Coordinaten» be- 

• liebige Functionen derselben als Coordinaten zu betrachten und »elbststäo- 
dig fOr sich zu construireni hiemach aber insbesondere und vorzugsweise 
diejenigen Coordin.iien- Systeme zu beslinimen, in welchen die Gleichung 
der geraden Linie vom ersten Grade itlcibt. Durch Hülfe von acht unbe- 
stimmten Constanten gelangen -wir dahin, diese Systeme nicht blob «u vm«- 
yieUSltigai sondern alle su umfassen. EiAe und dieselbe Gleichung 
zwischen zwei so bestimmten Coordinaten enthält hiernach nicht blofs einen 
einzigen Salz, sondern alle niögllcljrn S;ilzp, die aus einem derselben durch 
lineare Umformungen sich ergeben; wobei wir zugleich das Unendlichweit- 
rücken von geraden Linien in der analytischen Form dadurch, dafs die 
bezüglichen linearen Functionen auf blolse Conslante sich redudren, Ter* 
folgen körnicn. 

Die Theorie der Trniisversalon Irilt uns als ein Corollarium der allge- 
meinsten Coordinaten Beslinauung entgegen, und als solche habe ich sie 
in gröfster Einfachheit dargestellt Der allgemeine BegrilT der Coordinaten 
schlierst ferner die verschiedenen Uel)ertragangs-Principe in sich ein. £s 
haben diese ;>l)er eine solche Wichligkeil, d.ifs man sie auch an mid für 
sich zu betrachten nöthig finden \vii(l, und d.izu wird uns hier der ein- . 
fachsle Algorithmus geboten. Ich uciiuie in der Darstellung derselben die 
Idee auf, welche Herrn Möbius angehört; und nach welcher man rieh 
denict, dals zwei (wenn wir wollen, zusammenfallende) Ebenen aus Punclao 
bestehen, und die Puncte der beiden Ebenen auf bestimmte Weise sich ■ 
entsprechen, wonach denn auch jerle Figur, die man aus Puncten der ei- 
nen Ebene bilden kann, in der andern eine eulsprechende lindet. Das 
Entsprechen der Puncte (ein Begriff, der von allem philosophisch Vagen 
frei erh.ilten werden mufs) drücken wir dadurch aus, dafs wir zwei sich 
entsprechenden Punclcn plciche Coordinaten- Wcrlhe in zwei verschiede- 
nen Svslemcn zuschreiben. Von Linien -Coordinaten will ich hier nicht 
reden, .luch nicht von dem Entsprechen zwischen Puncten und geraden 
Linien. Ich bemerke nur, dafs man auch für die Theorie der Recii»roct- 
tat neue Ge.sichLspuncle in meiner Arbeit flndeL 

Ich l)ca1)sichligle anfangs, blofs die Tlieorie der Curvcn drilter Ord- 
nung, dem Drucke zu übergeben. Zu diesem Ende war der gegenwärtige 

*) Vtr^ neiM An«l7t.-{eoractriaeke BotwieklBBsea. Zweiter Baad. Yemde, & IX. 
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drille Abschnitt schon im Sommer 1S33 ausgearbeitet. Jetzt erscheint er^ 
zugleich mit den später hinzugekommenen beiden ersten Ahschiiillen, nach- 
dem er seihst noch eine Ueberarbeitang erfahren hat, und deshalb, iu Be- 
riehung auf die Darstellung, voUendeter ab diese sich darstellen mag. Die 
Curven dritter Glassc sind, weil ich tod ihren manDigfaltigen Formen 
keine An.scliauung gehen kormte, nur kurz berührt worden. Der Typus 
für die Behandlung der Curven höherer Ordnung liegt grörstcnlheils schon 
in dem dritten Abschnitte; nur einen subtilen Punct habe ich ohne Erör- 
terung lassen mössen: die Theorie der gemeinschaftlichen Tangenten an 
Ewei Zweige derselben Ciu-ve, weil diese bei den Gurren der drillen Ord- 
nung noch keine Anwendung fiiidel. F.h icli mich g;i?iz von der analyti- 
schen Geometrie abwende, gedenke ich noch, der IJelrachtung der allye- 
lueineu Gesetze, welchen die algebraischen Cui veu überhaupt unterworfen 
t&ad, *one besondere Sdirift su widmen. 

Halle/ im November, 1834. 



Digitized by Google 



Uebersicht des Inhalts. 



Ueber aUgemeine CoorffawiWi» li# i llt i rtjui ng. ^ 

Pmcf- CW«iHMfM. ■■itfuMMig' dl» i^dU i S^tm» fe i w x r And- 

Coordinaten 1 • 

Gcwwlutlidw Caor^tcB 1. Vewll|MiAiiwn feig Bcgriai»,,MJ«Hi » & Sull« der' 
teUoi Tifdld-CsorduialeB swü bdklii« PmetSnaai diHdhä «ititlilBi flwwBIiüit Qoadra''''^ ' 

ct^in iTiM T Fiinf ti..ii. 11 2 — 6. nrvtltnmung »11« niöglirlirn Cotirdinalcn-Suteiue, !n wddion JÄt 
GlcJchung cinrr gi radi'n l.uiic rom erilcn Gradi' ist. Jctlcs 5<»U-)jrs 8^»l<'ni sicli durch jcdcj 

aadcre Tcnnittdit acht Ciuutaolca bettiinrorn. Die Coiutnmion der b«tiica Coordinjlrn cincfPoi» 
CM» klaf/L kicr «ob dk«i falten (OMkn Linea and twö wartwitci i Cw B^i wmn ikt 'Wir btaäai 
■ach *Mi dra Coorffinala eine* Putlat «jpnchen, darcn jeier 

(prtckt; ijtdaan l .llr Tili irlumgeD, in Beiulmiig auf liii- Jrei CoorJj'njIfn, lioiiu iim. Siait 

nnicr Co«flidait(D kMincn wir audi, der SytaatUtia we|m, dr^i nrlaiim, indcn wir dnca ab ba- 
mWt timiiiHt 4— —* dttdk HS YWkä II I iiiii i ImAumiSt 



auf die dra le*Mn (enden Linien (eftUicB Perpcndlhd^ CoMdSmten dioe* Poncle*. 
7—9. Die Iiciilco rnruUntrn Cocflincolcn kann ciitc iilcntiiclie GlcicKttne rertrotcn. Be- '" 
Iraditunf mul Cotutnii liini rfririlncr Fälle. Pul cin(r {rradcn Linie und Polare cinca PunUU, in 
Beaielüuaf ,*nf dn |<;ficliaicf Dreieck. 10— 1& Wir küaacn die «UiaBcin« GDardimten>BcetamM|t 
tndi vM ;Ser «erMka LUtn dbldtatt» mtAm: J7n.1& VSO», k wMkm die GonrdinHen.B^ "Y ,'-^1 

»t(n>nn;n^ M tv.i^^t. 19 rj. 20. ^Jt^^inricr- CI.t.^. itin Cüor<linatni - Syrtcmm , von welchen je i^vri »it-h *• 
(rgnucilig (liirrli ti'clit J^nitante l>utiiun>cn. Jede der beiden Coordinatcn cinca Pimctu cntiprichl '. 
einer (anaen linearen Fnnclioa, ond^ilae (camctriaclic Comlructiaa hängt Tun einer fietten gerade^ 
ciaM« Mihwi i idto e n CudUamm ab. 21— aSu Wir ktenen ancfa '*mi belieb^ lieka 

PunelM ^rceben,' Inden wir jede neue CMidiiial« Ai gunt ISneatc Fnnedem der . -^ 'A-- '^'-V^ 

beiden übrigen beirarliim. *26, I in.i k i ri ä n- (iiMirdinitm ein« Piinriei, Dir Verwandlung dirirlbtn ^"f ' *' i"^, > 

ia reella kann onendlicb o&, auf gleich einfache Weiae feKbeben. Invokalioa toq gcradco Li- '^'^ / \^ 
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2. CoordineUen 

iMiiai-Coordbtatm 
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fcgeiwcilii durch acht Coiuunis. Den beulen CootdinaMn ciocr (eiwicB LäM iwipiwhfn dm Ii-' 
■am VWdoM«, waA de dai Andi diii faie Putte and nrci eomumie Co«AieS(MM t u i liuim. Drei 

Coordliutcn einer gcridrn I.inJr. Für ilirsc Irmiiin wir in^^l■■^'l^tl(■rr die ruo ilrn JriJ fnirn Pinirfin 
auf die gerade Linie gdalllcii Perpendikel iielinx ii. 44 u. 45- Krveliiinj der beiden unbeiliuiiuliu Cocf- 
rKiiiiiru dnreh eine idcalitclK GIcicliiing. PartKuUirc Fäll«. 46 — 50. B<»titnmung eine* Sjttmi 
üacurtr Urnen- Cg«rdinal« iuA vier litflc Panclc 61. Dia Aonlogie xwiidica Ponct- und linit^ 
Ci i i i i Ju auii l>8tt da »nf. wo da» P nw O g db « A m mim m iIwIi fcfwwtnlL W— 64. Inacinlr« LUm> 
Goordin:)ti n. W i w dcnelbcu !a ltdl», btolHWMaiiw PtaMMn dar«Nei «nJ MPdM Alt« 

FteliculÄre Batimmungcn. U — 62. 
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Tkc«rie dar Tramvarialea tn CoraQatfnin der all(an«fae 
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finiläL Vereinfarkung der mcüitclien Kclilioncn, Eine Situation« - Axe ia mit iwri Situatlont- 
aaesdlldi vreil (erückt. H2ii.(l3. Parallele Venriiicbiing und Drclnaa| twcier affinen Sj- 
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daa aadeni eaupredien. 97. Reeiproeitll; « rntipiidil jadiM Po^li jede* der beiden Syilcme 
LUe dw micn, und «ngckl«. WUUkte AlnnUnMM. M und Polwi. 

RrlaliriDrn. 97 — 101. Miiirl|iiiii'"t< ;\vilrr nripH.kiii .Sv«lrjiu-- Jidini Punrte cnt*pre- 
diCB MI Allgenieinen in di-4i beiden S\»t(-intu zwi-j ri!r>rliu tlnic ger.idr l.intrn .lU Polaren, nacb 
«cLkUicber Lagen - \rndrrung dc4 einen Sjtienu gegen da* andcie dtrkcn «irii die beiden Polaren 
jede» Anetca. 97—102. Zweite Art. die KM^rocitk danurtcllcn, tesrOndct mt dte VaeiMian 
dar CiiwiliBWB Allgentcim CmMlroetiaa der Ptele nnd Pblim dnrdi die ▼cmhlelnnf swcier dA 
doppelt bcrülircndir KrjcUrlmillc. Dir iI'>|i|h1u- Conur« Innn ein n i II. r luul im itn. ri r m Im. Der 
«ine Fall vcrtauacbt «kb mal dem andeni, wenn man cinei der beiden äjpateiuc umwende«. Einer 
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vicipaocia|es OtniUuoa cobpridit eine Wunder« Art Ton Bic^lBfilll Wenn wir «aDC* der bci- 
den SjMcme felidrif *«mickcB toi »atiiigcii6ll« UDWoiden, >o cncMt «> 
4m UIm «idi ikffalt lieiilifwliw Du H«c^p««iiii Unct atMlami, «■ 
^ ItSk 



Die Carven zweiter Ordnung und zweiter Classe. 

^ L JMMMtiM Jtt tt^ipüntfiMii Cb feftm y At jnMÜtBii CVvmIm mAcAm mm{ iw 

«H/«* . 84 



DfT .illjT» mt in( ti i'clmn;; InfsC \'icU im All^rrurltun oiiif 5<>l< Im: Frinu gi titn, in \M.li-licr das 
Prodort twcirr liiwarcr FiUirluincii und uuc cumlAUtc Grufac vorlioinmcn. Dicic Furm i»af> In ci- 
HOB Uch«ffui|(GI*i «rafl'lie, imcBdlkh gntt madaiir C—i lMU M iwlimiiMil «M, 

104- IM. 



§. % SWii Ar CWwB awaüv O i dhi n y «mI t/mtUw Cbum 87 

Geonttnadbe DoiMUDg der um{{tT(irtutt:n Glcictiung bri ^t-r^4 Iii' 4lrjirr Biisitnauun^ der vcrSndtT- 
lidm GrtbcB. AtjnifHr»*-- UjrpcrbcL EiUpM. Parabel. 107—111. SpccicU« fcamtriidi« 
Dmmi« Jcr GtätlnHii; pf-f-p ^ 0. 11««. 118. UaattnclkM Fon-Antoa« dkMr GWd»«. 

Zn,7 oi iln. t. Durdiiu, i« r. Winli l - Bi udiuogm. M<trüclie neUltoa. Srn'nirtnVlic Fomi drr 
Glcicliurif;. Gliiilic iiigriirilin Ic Durcluiieucr, Die Quadrat -Summe sweicr liclitbig.r tiigi<iriinr- 
ttr Dimhiiirtscr ül cufwtaat. CoiulHMcr laluik miucliriebcocr PwaUdogramur. 1)1.- (Ju.iJrat- 
dcr Pk«jMi«Dai «weür Ulkbiicr n«««nlnciar DwtfaMHCr 'ut «mmmm 114-121. Be- 
der Fonn pq-4-pr* a 0. Ctoneliüdw lUmkiM. KS— ISA. ÜBBÜtldhate Ponn- 
Amilrninj niroric d<:r I'nic uml Piilarin In Bfticliiing auf rillen grgcln.-Den Ki^il«liiiiil. Dri-J 
' ■igUlnliiiU Pole uimI Polaren. Di« Punde einer geraden Linie ordocn lich paamvcitc so iumid- 
■WB, die Poln« da «Smb durdi ika «ndm pkn OaKdk irk di« |(mka Linieii, wdi^ «.^ 
diiriL einen grgrlx'ncn Pune« uth Irgrn laMMt *i(l> pMrweM M M i i II IWM MwA m b , dalf der Pol « 
der einen jcdunul auf drr andim VirgL Mcrkwfirdiftr Fall, daft fie baidcB Ltnien {edes Paaret' 
auf einander «enlrcrlit iiilun. AlMlann gilnn ilunli ilfii j< (.-ebenen Punrt uotnjliili viele inugi- ^, 
aira T4MI|tBMI. £>» wie'MX Puoct licifat Brennpnnct (Note). Fan», ia der ein Breauppwl - ^c' 

S«idem tritt. IToMrad^ac dir ditS K«|«lMlaAib Eioe EIBpM iind f^tpoM hnI ralb^^.»' 

und twii imnsInJre nrenii|iiin(lo. F.liir Pirjbtl li.it nur einen Brcnnpunrl. Dirr<-ltii< 125—181. 
^ Bctraclttiuif der allgcuietoeu Form in der \ urauueuung Ton I. i n ! e n - Coordinaten, 132. Deutung 
'.^ and Diaemwaa der Form: uv-i-fi = 0. Die Parabel iat dadurch rJuractcriuit, dafi lie nnrndp ~ 



■ > 



Beb weit cnirrrnle gerado UnSan iMcflict. jPuni« in welcher did* bcrrwtntt. Eina JUßShe imi 
'WinkdL-Beiirhungm, all DenMRg dIcMr Wmmi SHT«! lÄ- FOTm-Acndannc'&r UtmA GlA-*' 



dumg. Mc4rli.-l.r Url.illiinrn. I5m iiti]i:inrtc. 137 — 138. Z«ei Formen, In wrlehen ein einicincr 
; HiurMMHinctiiiiil di« beiden Jürconpui^ctc in ETidnia IrcUa. 140 ■. 141. Allgrracine Bemerlmag 
^ iair dia IhS^ fmiäkimt, lk -miÜki db ^etjwto^t^. E ijpMdMi fc tt «iwi "K r g rl»eln > iW Ba «u ein- 
ander «teilen. 142. ^pMHfdirlie EntwieUaagea. MViwiita'* Satt «aa aDMchtidtea«? .^Rmk. 
Shu mm uniJcliridwBcn DrciecL Mdriacttc B el aBoa cB Ia Beaiebnng aof Poljgaac 149— 14S. 
Die Sätse von Patcal laiil Briancboa.-UÄ ^S^t^ md aUgemeine analjtiicbc Tangenten -Theo- 



-VT 
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Kigdjclkaille. 147. Ijilllll im in IfurlillMilMl ffhaduMBlal - Sm 



Brittrr Absclwltt. 

Die Curvea drilter Ordnung. . 



§. 1. DincHSgion der 

imdtriicheH CMifien 128 



Wir küanai «Ka ilt(Mlliiim ChHwn tat AQ|MMtMn auf jede Ponn Iwingen, die oeon 
«MbkÜDp'^r CoiMtinle cnAlll, uol &n Combam dank die unprüngliclKii brtlintnica. lo den 

den) Kül. n, wn «IImi- Cniiit.inli-n- RvMinimung uncndL'cLe Wcttlic (ibl, luüucn wir die Fami 
x; in den bcModon FäUch, wo die ConManMn «nbctlnnail bhölMB, ktaaut dicw 

DuCanion der untergconlD€tcn FSlIc, und der ihnen rntjprrchrndm Formrn mit wrnijcr alt neun 
150 — 160. I^Iclilcr« Dtlrrrticht dt-r seclu Tu-xrliicdracn Fälle, durch Kiiiliihnnn von 
für linrarr Kiinriionrn iIlt iir^piüni^lirlicn %'crjirKln-|lchcn GvdllCn» Itt* 
diacr «cdu Völle tfu iitr imprüiiglidNii Glcidtaa^ 162. 




§. 9m GeometrUche Btfdeuhmg der veradUHinMii Falle der aVffemelnen (SeitAmg, 
Attfmploten. Maafn der Anniiherunf^ an diexMen. OxmliniHle Ant/mpfnfen, 
Hjfptrbolisdie und parabidiacAe Att/mplolen. Allgemeine lüintheUuMg der Vur- 



i*Ir «Im Obn« drinv Ordauac imdk dfe GWcbaif: py+/« bs dinidha« fai 

tSe durch vier gerade Limen und einen unlirttimraten CocnWicnlea, od«, tUM dSeMi lelaacr>i durch 
einen PiiDct ihrcj Unifangcj bnliminL 163. Aijmptoten. Die Cunre M&oeidct ihre drei Atjmplalea 
anf einer gcrixlm Linie (S) Ifti. L^ge dtr Clirvc (cjcn ihre Atjrinplolen «od die Linie S. IWl 
MmiücIw BclalioDca. 10& Wi* dia wnchi ed e n en Wcithe voa/i dea Tcnchicdcncii Amulimen tiaaa 
P M i I m dar Cane eam in nhen . 167. Dia Garte aAerl lidt cwiefiwh |cd«r Aq i *» f m « fiber )ed» 

fieimc liiniu.1. Die Ordnung ilrr AnM.'iltcrtiDg <trigl, wenn die Linie S im AtJBiploie parillcl 
Im. IfiSu. 169. Fall, dali die Cune ilrei oiriilireDde Aiymplolrn lul. 170. Die beiden Zwri(« 
dttr Ga^a ftilmil ddk einer gcwi^mlielM'n As^mpUMe auf mlf egcn ^cjieuirr , einer oinjlirendeo 

AqnpMa «af dtmifcOi Seile. 171. Maid* der AnaShemg der Cure m ihi« htpagMUik, 172. 
F8r CtaP*M, «cldhe dieidhen Aijrmptolen mtd dieselbe' Ilnie S haben, i«t dieae* MaaTi dem Cnct 

ficienien » prii|>or(ion.-.l. In Peil. Ipiii' .■inl" ilit iln i \ei .dii, .l. ri. ii , n I.i >I.i. \ ■ rli lliriir» 

der Aimöhcnug von vnMtingn. l<3u. 174, Wenn die Curtc eine otrulircndc Aijioptule Ual, 
io lat flu« A wi hu a m «■ die ketde* abn|«n htjmfumm dleadfae. ITS. B«ai!iB«Hi| dea abaol» 
Irn TtXaiim der Annähcrnnf an iedc der drei AaynpMCD. ITC Hyperbeln, welche die Gort« 
auf ihren Ajjnnpiolen rierfranriig ojeulircn. Die gemeinuineB Mittelpuncte der drei Gnippca aol- 
eher Ujperbefai liegen anf den drei Atnnptolen in f.i l oh r IJoie. 177«. 178. Bciliinniung der drei 
fltadpaacläi aanlirendcn llypethcbi. 179. BoUachtuof de* Faliaa iweicr inugiiOrcr AaymptolcB. 
VmaSMallNH« Fofm-AeBder«gi( der allgaaeSaca GIctHimii. Aaympiotcnpunct DveSbcha Ub. 

lerM-heidunR. Dl. Linie .S kmn eine hrllehipe Lj)ii Ijjhm, (J. r reellen A.yraplnic parallel nnd no- 
cndlidi wdl liefen, IfiO — Ib4. Gurren mit par abol ix Lcn Asynjptutcn. l'ebergiiig*fall, indem 
um AljnpMMI «Miidlich weit (arückt «ind. ISS. Jede Cum hat uneiidlieli viele parabaliKhe 

«• «b^ dank UfiUä «iMr «tnbeetiinMi CaaataMoi,. in ihm Gkidnii( in Evident 
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bnBCm Iflao«*. 18S— IM. ümer fietn wumMA vidcn im om in < 

mllnTidr. 190. ri'-Miiiiltrfr F.ill, ilif^ nifilrirK dli- .T.l!ini;;r- rtni- n^riiürcndt! Min!, iimi Jic OrJ- 
nuuf der AiUMht-ruikg an <Jlc nNmlii i-mic |kaniboUvrti<: fctrif;t 191. AUgtiuejiK lii aj-i luiig ulict 
Osculaüim ro UDcndlirlu-r Kntfn mjng. Analvgtv swuchen livpt^H>uJi.trtHT iiutl {i.it-;il»uliii Ikt ()>rii|j|. 
IMB. in« Liga der G«rve gc^cn ihn A «JWf WM. 193. Bortioimuag dar UnlnuBf «kr AnaSho- 
na| 4St «cn(lüedeaaHigi:n pirabnUwlKa Acympiaioi. XllgcineHie BcmctfaBc. IM. Keuf iui> 

lUioio. }&5. Fall zweier piralli liTi \^Mll|lr»l> n. B< /i< liuii<; drwclhrn lu dem aUKi'mciDrD 
FalW. 196 u. 197. Unuifiianlucter Fall, dal» die oitltt )>vaUi-le AsjinpWe com oacuJireiMle iu, 
IM* OitowH der AnllNfm« dfe kMm fmMkm AMyrnfUHn .teilt dudnrek aiAL lM. Dil 
beiden ptrilMoi Aiymplirten tmd mll adtx iii»|iii^r. 199. Sic kflimcii HiummealaUca. Dadisdl 
linkt die Ordnuag der Anuiilicnuig au diucUicu. 200. Haapitiil.i<ion drr (criit tcncliiciicaca 
Fille. 201. F»U *cm!eubi-p*raboliir)icr A>)iuplo(rn. rm-ndlicli Tititi tolihi-r Atymplnlcn, 
Uatar dietea «iltD OlCialirciidc. In cwcn untcifcocdactca F«lle Mcifl die Ofdnnuf der OscalalÜM. 
SOIl Ordnang der Aanttcrang m die » eieel i itdea ea iCBumiit-penbalSMlMii Ai j mp M eii. Tei^ 

■^eKl,Tld.- üiiiii rUrij;.-!!. 'KVi L.i^c drr CiinL- (,M K, ti i!,,.' \-,.. ri|i l. ri' •2(11. Rr. .jMlul .lInn. 205. 
— Die 'i'rideut-Curvc mit ciacr grradlmigrii uiul p.i[.iLi4iliM Iil-ji A>\rii].Iijien. Ui«iriiii»^ der .\u- 
lljlunill(. SM. Ajulugim. 207. — Cu bist de P.ir.)(ii' I. '208. — IrlH-rtirliilirUe Zuvain 

Img im ■•nnickB «cncUcdeaca FIUc 209. BeeDcHnut|eB fibcr £cm £tMlMuluii(. 210L 



g. S. Mtgtmatme gtarnttriteht CmärweHm db> Cmvm dHMar IMh^ . . . . 166 

Uerlcitniif cinrr rrftrn Cotulrwiinn m< drr Furra drr allfeniciliai Glcirlinng, nadi wcMicr 
.lidi, wcua die drei .Xs^nipl'ricn, die Linie S und irgcud ein Punrt der Cunc ge(elH'n tind. belle- ^ 
Üf viefe nun fttan« di rti lhi n ergaben, gant dem analog, wie nun nrur Punclc rinrr Hyperbel er- - 
lilh« Kenn mw «inen fmct dmelbca and Sktf beiden AijropMtca kcml. 211. . Fall |N»mUclcr 
AipaptMc«. tl2L Pdl der odtiidMa PteabcL CbanwtctliliKbe Etgenaehaft derielbeii. Fal 
imacinänr \^>rn|iin!. n '2 1 ( ^ < > jUgeiDcincmf der obigen 0.iutnn im.m , \v.w|iii<-li lic auf aOt 
Fülle, mit .\n>iuliim' il. t l '.>llrs i< tnieMbi-parabolueiMr A»)n>pl<'Uii , anwrmlli.nr wird. '215— 218L 
BdrMblnng die»-» Fallr«. '219. Ilrrleilung dner «weilen allgemeinen CniulnirtiaiB ud DlKil». 
' HM dcndbcn. 820 — 223. AltieoKincr Gcsidiupunct IBr dicee ConU n Mlio n en. 224. 

^ 4U MiUdpuncle. D»ppo!ftinirlf: Durrli*ehmU»puHrlf xinirr raofli— ISw el ge der 

Cwrve, cotijiiffirlc l'itticie. HiirkA-f/irputicte. I}urrlime.tser 177 

\V<iiin die drei A>^aiplu(en und die Linie Ü gegeben und, bängt die Nalur der Cune allein 

lar derjenigen Chorden einer MlcWn Comi wcicba dnrcli den Diirclueltmu einer AaympMMc and 
dar Linie S geben , tat eine Hyperbel. Die drri Hj-pcrbebi, die nun auf dir.<e Art erliäll, urlaacidm 
lidl in, denjclbcn dnü Putielen: ilm M i 1 1 1- Ipunrtcn der dirre. In Jcdi-tn Mittelpunete Ualbirctt 
lidt fefcnaeilig drei QuMdco. 2'26 — 2^8. <jcbl die Gir«c durcb einen Miiielpuncl, an i«t dieecr 
cinDoppeIpnnct Sin MdebcrPanei Inn alw eine dicifaeiia Lage haben. 229. BetiiiBmani der 

Lsiie S, xvfnn (!ir lir» i und .-ni.-r «K r <!ii l A|itlr!|.nni'S cc^.-h. ii finjM- B.-tliin* « 

'miulg iit linear, die uiiig* Itciiilt- \ (jni «Irith ii (iiadi'. (it ..iiii ii i.i lu- C.oii.rnH tion fl. i- l.iitie 

'23L Coiulnaeiion der Gurte, wenn ein Doppripunct und die dn-i .\..\iii|tUili-n grgi-bin iinil '23*2. 
Mlliei« Fonctioncn-Bniiinmung lur dt* ibifcndca Xmwirllunfen. 23S. Panicqlire Fälle. Di^ U- 
ai* S iit einer Aty-raptnie parallel; alidaiai üigl ein Miiu-Ipuuet uneadltdi weit 234. Be«liiBnma| 
der beiden übrigen Miih Vni rrt. .Sie llonen ini.%uiii:ii «i-nlm und /.nvinniii iilallrn. Im lililrm 
Falle lind die uiumiuenlallenden itliHclpanclC ra-einial und die Linie ü atiiunal ao weil von der, 

dieter IJaic panlldc^ Aigpiftala «Hftmt» ab «an dcM DarAMkiitt der Mdca SkrifM. Seclic . 
. r««|»« OMMhidaMt. U». WaBB dU LU« S aMadlicliiNii Ii«. Uit der ciniii 
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mil dem Sclincrpuacte dea Aijmpiotoi-DfcSedhs mmiMlf SM. FlUe, in denen ein Miitcl|«ncl 
«itk uomiitrlbir baMiaiM. 937. VtH, 4h Um 8 Amk 4n Dun h i il i ni tt iwder Atipa' 
ptoicn grht, r> (lUt ein 9ITn<il|MnMt Öl dSeMO DürdMclBllt tS0. I^ill, dab die drei Aj^ptatea 
in ilriiL« lUi n Piiii'ii <i<li s< Inn idrn, 239. BctTlclilung du allgrimiarn FaIU. Dir gcoHK-'liisclK: Ort 
für swci xuMiDnicaI>Uca<lc Miuclfinctc iit die p&ÜMc Elliptc, die «ich dem A^nptoica-Drciocke 
AiAiAf ISb. M*. Die aMi M!teV«M« •ia' dm* ■^eatdiMa Ptik fai BoicfaMf aiir dine 

ElIrpM-, T). r Sc!nv« rpi;rirt <ltT Jn-i Mit'tlpiiTirlr Ul ru.-Iri<-|i diT SHi\viTp4jnrt der drei narcli- 

.uliiuiii|«ni> *U:t iltirw mit ilu-i-ii .V^wuptutcn. «1^ liciiiiitiuuuf tw'cicr ^llurlpunde durch eine 
Cnnsti ii> linn lirt (wcilPD Gtulcj , wciiD di'c dnü AsjnnpKMcn und der drille MiiirlpuDct {cijcbca 
aind. '243. Wenn die Curve «tnoi Rftriikthrp— et hil, m li^ er Mif der oWcca (rObleo EUqiia. 
Ein CM>[atirler PwMt Ktfi inneilMlb, ein DwdiwIuiiBip— et ■ mhii ledhB Zwei|c mAaVA do^ 

*ctb<^M. 'iil Killfiutr clni.r I>l^.nmllu ufilli'nil« r MkUlpMMtti 6(ltf die Currc diinli il< nu 1- 

bcu Punct, <a i>t dieser ein Wcudimfi^unct itö, Be(liMBH|| driMT — » tn kefebchuiuc, welche 

4Hdi die die! MiiielF«Mii «dH». M-MS. DhcMiiM dw beMMdom File, dib die LU» 8 

CID CT AtvmpKMe panllel iit und uocadlich ireSt UcfU 2SA, — Fall Snaginircr A«jni|itolai. SSL 
Zur Be(linin>un( der drei Miuelpuuctc erhalten wir hier nvr ivrei reelle KcgekchBiuc 252 o. 258. 
Cunttruction dir IJiiie S, wenn ein Milii'l|>uiict |;<'i;<'brn iiit. '1^1. Der gcotuculidie Ort (ur SW(( 
anMmmcBfiJIcnda Miuc^panda nnd ISir IlücUclupuucte itt eine HjiKfhcL licbtttrifiiiif und Hodi> 
ficMkiB MlMsa- ItadMe. n» «L mi DiiniaiiiD der |»ril(«limi FSHe. Die Urie S dar facl. 

In AiTnifMotc parallel. Serlltf^irbc Ullti-r^rbt-idimg. Dir I.iiiir .S lic^,) i:rt<'r>äl.i It wric. SR« .Die 
fjnie S |t*'lil durrli din jVA>iiipl4*lcnpui»oi. '2.^H. Wrmi der .\^3iiipluuupiiti4 1 auf der recUctt Asyn. 
pluic lic.t, SU Ui der Ort für die R&(lkelir|iunrtr ein Sjrtlem ron iwei geraden Lünien, die in dem. 
«cUwn «ich lehncidco. Wem die Cnrre duftb dicien UmrluchaiaipHM (da, a« i»l ■^wtt'H c!a 
VfliidiMiunnH t 2S9. — Cvrvta nh paraboliteiien Aiimpiolen. Beadnanmg (kr Iwiden iftil- 

tllj T1 rtt. Di i!< r V r' r srlitr<li nt II f'.'itlr. '260 ii '261. \\'rtui ilic owulirt ndi' pcir^loliw In 

yMe «Ml hülierer Ordnung I<l, u> |ibt C4 Dur einen Miucl|Hiacl. '.£62. Der gcoaivIrisclM: Ort (üi 

Atjrniplatm gleich lal, «ich aber nach e"Miegenttirtllfr Bi ftWim VflhCL CM*ja|ilte Pvnrtr liegen in. 
nerlialb, Durduehniltiipanete reeller Zweige auTieiUlb dendbcB. MS ■.981. -~ Miltelpuncte der 
Curten mit >< m i r n bi - parabo I i s c b rn .\tMiiplotcn. 265, Definilion der Durclimei«er. Ihre 
filcickuBg. 266. Die DnrrlinwawT einer Cunre diilier Ordnoif unhüllca den ^iiher heatiMMea 
Ort der BacUehrpnele. Sie gehen, wtno dfe di« geraflin^ea, reellen «der im^aifrca A ijniptotg i 

m H. nurlbfn l'imrtf lirli jtrblti idrii, .ille durrli dirvrn Punet. 267. KoIb\vrudi^:l^^ if dir ,, f UrMiltnV. 
2tt8. l'.-ill parabuliMlur XvMiiiiiodn. '269. Diu Durcbraciter einer Cur»c luii paralUlui .\j_iiTiiplo- 
<cn leluicidcn aScb in dem» Ihi ii i'iinrir. 270. Die Durrbmewr der Currcn mit temSeuhnpaiabol!- 
a^ea Asymptoten sind parallel. 271. Die Dnrchmesacr der Trideat'Ciwe aind iinirr ■nindir «d 
der geradlinigen Aniuptoir parallel. 9TS. Die DnrAmeiMr der cnbiMiieB Parahd iallcn alle tntam. 

liiril. '27'!, /. 11 1: r II Iii n . I • Dmi i lim ■ , i . ^^.tlll ili.. CnrM. ilnl ^1 i.>illiiilf:i \ .\ nifit. ii. n Int, so 
fihl CS ein ciiuigi * Ciar solclKr DurehnKstcr, Diese sind die .\s}mploten der Cur«e der RücUebr- 

fOMtt, ml alio imaginär oder ltdil je aadidem die AajnfMiUa icr Gnm dritter QiAmg alle 
die! ledl oder aw« dericUwi SoMtSrir aSid. 974«.S7». 



§. ft. AiffiMhlimg der rtrwhtedenen Arten der Curven dritter Ordntmg .... 

Die itencfaicdcnen Grappcn von Carvcn diittcr Ordnung beatimmcn (ich dnrdi die (iftMtitifii 
Llfi der drti leradUmg«« AiynytalCB» die in «HcricotilMMB •PSOca dnrtli lamBdUge «olreMi 

gegrn »-tn-^ridi r und t.n der Liule S. In jeder Gruppe bcstjnimrn *irh die eintelnrn Arien 
dl dm^ citlkeu dei uiU>esiiiiimten Cucflicienleu /t, uder nach der Laige des, doiseihen vertreten- 
»I hdicbigcn Puir«» der Cunc. ]n> GaniM ergehen lick 919 wiiwiiicdiw) AiUa. 9791 Bf 
Ober dieae EiiidieiluB(. 277. . 
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Ordnung, deren drei \^MM[iiMti 's j;r>i.-n liivl, t\t rinr pi-r.nle T.Inic, rnrHliiifiion <]i r*. Iben. '286. 
W'mn wir den üiireliieitnilliwinkrl gleich Null pelzen , so erballcn vir die Kllij>-te tler Uiickkrlir^ 
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n«c üurcluchnhltWHlU. ZugcordiKd: Uunluuuser cuujugirtcr Piincte. 2tt7 u. 2bti. Uc« (eone*. 
«tildw Ort aoldwr Oappdpincle, in welchen eine Tangente eine «cfilMBe BidMat^ b«!, ul «Im 
I dar EH^ der RadikefaqpoMte. SMl lUtqpSMlaiion. 290. BeinHitnng de« Fallea ima. 
' Ai|nipl«icn. 991. Fan parabolMdier-AayinplBteH, 292. Fall (cmicnbi-parnboUirber A^rm- 
— Die Cwrven i inrr brliebigrn Ordnung liabru im Aligeniciuea W endungtpuncte. 
; dmcr Puocte. 294. Fall «ine* DejipclpaBcIct. 295. Gr&nal^ der Tanfcnicn. 0er 
KirianMBfdbIkiMMer in einem Wendangipiinue Sit onendliih (veb. 2M. ^mhAAuag der Be- 

itimmung der V\Vndung«punc(e. Ansljtljrber llülf^tju. Eine Curve n OnlniMit; li.^t M'i^uuei- 
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Erster Abischnitt. 
.^JOeber allgemeine. Coordinaten- Bestimmung. 



S- 1 

PiUMi«CMrüliaten. BesUmmnng aller ningUdieK tfywttm» 
linearer JPnncl-C^oordliiateii* 

1. Indem i*ir, aaf die gewOtmliclie Weise, dord Ae Oleicfaiiig 

r(^.^) = 0 (1) 

eioe Cuire danlelleo, betracblcn nir x uud j als TcrSoderliche GrOfsen, welche für eiDeo 
besHma rt en Puoct beelknnte Weithe eilielf e». Diese Wetlke werden dnch lUire nveicr 
festen, all gegeben bntrnriilricn. Roradcn I.iiiiin, der Coordinalcn- Aien, für alle Puiiclc 
auf eine g)elclilBlliuge \Vci»e coastruirt. Wir legen nemlicb zu diesem Ende durch den 
bezflgUdiai Pnnct eine gerade Liide nach )eder der beiden geg ebenen geraden Linien pe> 
rallcl mit der jedesmaligen nntlcm, und diese beiden becr.in/dMi ppr.iden Linien nennen 
wir die {»eidai Coordinaten des Punctes. Alsdann können wir auch umgekehrt, wenn 
swei Coordloaten gegdben sind, denjenigen VnM cons tn iiren, weldicni sie angeboren, und 
eudlirh auch, wenn, wie oben, blofs eine Gleichung zvisihen den beiden Coordiimten ge- 
geben ist, and diese letztem, indem sie durch jene Gleichung noch nicht bestimmt sind, 
als Terflndalidw Grtlse» angeeeben werden < dne iMige Ankin«Bd«rlblge von Pwictea: 
den geomelriscbcB Ott« VOD dem wir Mgeik« dab «r dmA dte gcge b e ae Gleichng diife» 
stellt werde. 

9. Wenn wir 

q = p = V'fj.O, (2) 

setzen, indem wir durch ^ und tf> beliebige Functionen bezeichnen, so sind q und p toIU 
kommen bestimmt, sobald y und x es sind. Jedem gegebenen Puncte entsprechen also 
auch bcstiontte Werthe von q und p. Um diese Wcrthc auf die einfachste Weise geo-. 
metrisch zu cons(ruirc% wollla wir nns deijcnigen beiden Curren bedienen, wekbe durch 
die Gleicbungeo 

y(j»i)«0» fi,(j,t)»0, (8) 

1 
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dai^MtelU werden, und diese Curven, wie oben die Coordinaten- Axen, als gegeben bo- 
tmliteii. FOr )edeD PuncI, welclier auf der ersten dieser beiden Curven liegt, ist der Werth 
von q, für jedoii P<incl, M i-ldicr auf der iwcilon Curve \\c^\ , der Wcrili von p j;leich 
Mull. Für irgend einen gegebenen i'unct läfsl sieb )ede der beiden veränderlichen Urt^ 
fiaB q und p, ao lange ^ und rf> ganze, in Beiiekinttg auf j oder x elgelvraiMlM^ FoDCtlo- 
nen von irgend beliebigen Graden hp7rirhncn, >il<s rin , mit einer eomtttllcn GrOfse multi- 
plicirtes ProducI von Segmenten geometrisch darstellen. Diese Segpcnle liegen auf den- 
«elbea oder anf nrei ▼eracMedenea, dnreh den fragjikhen Pmict {rfienden, gMnden Li» 
nien, zwischen diesem Pmirte und den Doidiaclinittipanetcn mit den boideD durch die 
letzten Gleichungen dargestellten Curven. 

Denken wir ona nenlich etwa dw erat«' der vontelienden beiden Gtdchnngen, 
Vfy.x) = 0, in Beziehung auf diejenige vcriinderliche (iri»fse, welche in ihr nur algebraisch 
und bis zu irgend einem n. Grade erhoben vorkommt, und die j sein ma^ aufgclOsct, und 
beidclinen alidann die n Wancbi dorch jt,jt,.'jm mad Obcrdieb den Goefficioitcn der 
liüclMtcn PMenx von J >durch x, ao ergibt sich unmittelbar: 

q = x{y— jrt)0'— jrU . . . . (y — jO' 
yuT'tf • • Ja rind Functionen der Terlnderlicben 6r5be x; ei ist klar, dafii aie für einen 

gegebenen PuncI, dem ein gegebenes x enfspricht, diejenigen Werihe der veründerlichcn 
GrOlse y bcdeuien, welche den u Durchschnittspunctcn derjenigen geraden Linie, welche 
dnreh den gegebenen Pnnet gdit nnd der Coordinaten- Axe x s 0 paralld iat , mit der 
gegebenen Cun-e: tp(y,x) « 0, entsprechen. Nennen nir also diese n DorehicihnitlapancIO 
QuQsi-*Q> und den gegebenen Punct M, so gibt die letzte Gletchnag; 

q = X . Q.M . g,M . . . QJI. (4) 
Wenn wir die Gleichung V(y><) = ^ ganz auf dieselbe Weise behandeln und, je 
nachdem entweder y oder x in dieser Gleichung nur algebraisch ▼orkonunt, die Durdi- 
adudnaponcte der bezflglichen gegebenen Curre mit einer divch den gegebenen PoncI ge- 
henden geraden Linie, die entweder der Coordinaten -Axe x s 0, wie vorhin, oder der 
Goordinaten«Aze jr ss 0 parallel ist, durch P„P„... P« bezeichBcn, ao finden wir 

p = «.PjM.P,M...P»lVI. (5) 
H bedeutet, vrie in der vorigen (jloichung n, einen unbcstinunten Coefficientcn. 

3. Wir kOnnon ,iIso die irgend einem gegebenen Puncto entsprechenden Wertlic der 
beiden veränderlichen GrUtscn p und q, durch die Yermittclung zweier gegebenen Curven 
und zweier ^^^gebcnen Biehtimgini eonstaviren. liieee Richtungen sind durch die Richtun- 
gen der ursprünglichen Coordinaten- Axen anpc7ei}j;t; von diesen Axen selbst aber ist in 
der fraglichen Coustrucüon jede Spur vcrschwuudcu. An ihre Stelle sind die beiden ge- 
gebaMB Cnrvcn getreten. Ea konaaen endi bei der ivipriinglichen Bestinunong von j 
und X, aufscr den beiden Axen, ricrentlirh auch noch nvei copebene Richtungen in Be- 
tracht. Diese siud aber, nach hergebrachter Weise, sogleich dadurch ein für alie Mal be- 
athontt, dafii die xn der einen Coordinaten -Axe gehörige Ri^tnng dmdi die andere Ceop- 

dineten-Axe angezeigt wird. Hiemach ist es natürlich, auch p und q nis Coordinaten 7U 
heCracblen: aU solche veränderliche GrOCscn, welche für einen gegebenen Punct bestinunte 
Wertlw eriialten und durch HQlfe zweier gegebenen geometriadiea Oerter (geraden Linien 
oder Curven) und xweicr gegebenen BichüiDgen flBr alle Poncte auf gMdwilfaige Art ceu- 
stnifai werden. ' * . 

Wenn wir bei^ictaweiae die Votänüelnng necben, dalä dto beiden gegdiencii Car-' 
Ten zwei parabolische oder Oberhaupt zwei aoUhe lind, die aach einer heitiiMnIfn Bidi- 
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timg Ton dinar gendeo Linie nur in einem einzigen Puncte gcMbnilten werden, und wenn 
vrir zugleich S» CoordHMtMi-Axea s s 0 und y sb 0 dteten beiden Riehlungen panücl 
■unduien, m» iat altg^Mto: 

q s «(y— 9Px) s ».Q,M, p a= «(« — i'-r) = «.P^M. 

y nd ^ können alle möglichen Panctionen bedealen. Qi und l'. sind die Dnr^Mlnilto^ 

imnete der beiden durch den gegebenen Punctm gebenden, dcu Coordinaten- Axen x 
und j = 0 parallelen, geraden Linien mit den bezüglichen beiden gegebenen Curreo. 
X und n sind zwei Constante. Setzen wir dieselben gleich der Einheil, SO wird die Be> 
lÜMinig Ton q und p der Bcsliuimung von j und x gans «Bllog: an die Stelle der g»> 
radlinigen Coordinntcn- Aten sind blof« krummlinige getreten. 

4. Wenn die Functionen, durch welche q und p eingeführt werden, und demnach 
die beiden Curvcn (3) algebraische siud — ein Fall, auf den wir in dem Folgenden uns 
überall bescliriinki'n •»Verden — , so künncu wir die bcidpii gegebenen Kic lituiipen beliebig 
ändern, und brauchen alsdaun bloCs die Cunstuulcn x und n gehörig zu bestimmen, um 
dieMtlMD Werthe von «i nnd p ta erhallen. Der Beweis dieser Behauptung liegt unmillek 
bar darin, d-if'-' die zweiten Theilc der Gleichunseii (2) voii dein^clbeii Grade bleiben, 
und nur die conslanten Cocflicicntcn der einzelnen Glieder, uaincutlicb x und 'n, andere 
WertlM eiMlen, wem wlt die utprllii^Uclien Coordfauten- Axen ganz beliebig dreiwD, md 
dann stall y imd \ die neuen Coordinaten rinfilhren: was oline ;ille Entwicklung klar ist, 
wenn wir crnägeu, dafs diese Einführung durch lineare und ganze Functionen der neuen 
Goordtail« feadilebt *). Befreehten wir die beiden conilMilcn BiektODgen nidit als ge- 
geben, sondern als wllkiilirlit Ii im bestimmen, so Vöniien >vir. im A!lj:cmeincn, die Con- 
atanten x und a beliebig annebmeu und insbesondere gleich Eins setzen. Zugleich aber 
igt Ueibci »I beneiken, dab ea im Allgemeinen UniBM und Miiym der Wcrtiie von « 

tt pht. Und endlich, wenn nach irgend einer Ritlilunj eine der Curvcn (3) von 
geraden Linie in weniger Puncteu geschnitten wird, als der Grad ihrer Gleichung an- 
«dg», dm hrifi*, « dw i d irere . l > . > .ki»li« ai «yo l > ^< n<llh.h w d f ih ^eB, «O 

cr<<(heiut das entsprechende q oder p, indem die beülgliche GoiMleate ebdaan ^eich NoO 
xu nehmen ist, unter der anbestimmten Form 

5. Die Maiieiigen ErtitemaBen [frilndcn ddi auf die Yoramaacliang, deb 9 nad y 
ganze Functionen von y und x bcdentctt; wiir woUen hbd den nliyalBan Fali fcbrod»- 

ner Functionen betrachten und 

•eisen, indem wir durch f', y/, f " und yi" ganze und rationale Functionen von beliebigen 
Gtaden «neiien. Die GleidNiiiipn ' • - 

^rty.x) = o. v"0,x) = o, 

• 7»^ür;«)=o. v^(y,x>=o, 
•tdkB aUJiMi vier algebniedie Cnmo dar. Ittr )edea Pknict, der anf dca e^iiei^ bat- 



*) Difsrlti« BrlMBiitinig Ist sack ciu mnhtrllMirB Falj^ ans dem Sitie, den Newton xarnt (n sn'ner 
„Entimfralio lUeamm ttrtii «nümt" laistrIUei d*ls nfinlicli, nrnn rinc «Igrbniscbe Cune irgrnd 
einfi n. Gradi« ;;ri;rlifn ist, die von im beiden Schenkfln einen AVinVel« oder drrrn Vrrlingrnnijjra 
grscimilb-n wird: dai Pmdoet der n Segmente, die auf dem eiucu Scbenkcl xwiubeo dem Sebetld 
iti yy'mVih and den n Darcfamllipmclea mit der Carrc liegen, ta dem eiil«prechenden Producte dar 
■ Scgmcat« saf dem aadcni SdiMild in cincB-Vwfcallaisie stekc^, die, wie man wck itm Winlwl pa- 

1» 
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den dieser Gurren liegt, tind die Wertbe für q und p bezdglich gleich Null; für jeden 
pQDct, der auf den bdden flbrigen Corren liegt, dnd diese Warthe anendl k h. Legen wir 
nach derselben Rirhliuig oder nach Terschiedenen Richtungen durch irgend einen gcge- 
l>eoeD Punct M vier gerade Unien, welche den vier Gurren bezüglich in den Puuclen 
(h<Qn'*Q"> ^u^ifPa^ S„S|,..Sg; EuRai..Bk begegnen, ao erhalten wir nadi dev Vo- 
ilgcn aogMch: 

j.M.9ja...Q>M P,M.P,M...P,M 



T).i5; nll^cineine Resultat, zu dem ^^ir auf (lirsi in Wege g^ngt rind, ibt folacndeit 
Die Lage eines Punctea ist überhaupt durch zwei LeslimmUBgwMicke gegeben. Sind dieee 
BeMbmniiignllielte von der Art, data aie für einen (^ef^ebenen Punct auf eine einage imd 
rationale Weise conslruirt werden können, so wissen wir, dafs dieselben, wie auch ihre 
Construction urq^rOnj^ch sich darttcllen nag, sich inuner durch HUife ron vier Gurren 
(gcomefiiactien OeHcro) eomlniiren lanen. Itasidbe Reeoitat kOnncn wir anch auf £bI> 
gcixlo ^Vcisc nusdrückeni Durch vier gegebene Curven erhallen vrir die allgcineilHlA 
Goordinaten-Beslimannig, in der jedem Pnocte xwci ctnuge Coocdioaten enisprecfaen. 

6. So vri« eine deiebong swiedien j nnd x eine Cnrve danlettt, eo Ihiit ei aadi 
eine Gleichung zwischen q und p. Um dnn Cnrre, deren Gleichung zwischen y und x 
gegeben iai, durch eine Gleichung zwischen q und p auszudrticlicn, brauchen wir blod 
twisehen der gegebenen Gleichung und denjenigen beiden Gleichungen, durch welche q 
und |) eiiij^cführt werden, j und x zu cliuiiuireu. In ihrer allgemeinsten Fom enthalten 
die letztgenannten beiden Gleichungen alle vier veriinderlirhen GrOfsen j, z, q and p. 
W&re hingegen die Gleichung der Curve zwischen q und p ursprünglich gegeben, iO 
•en wir, um die Gleichung der Cunc zwischen y und % zu erhalten, zwischen der 
benen (.Icirlnini: und jenen beiden Gleirliniiiren, welche die geg^eilige Beaehung TOtt q 
und p lu y und x ausdrücken, q und p climinircn. 

7. AVii nullen hier nur dicjcniscn Coordin«trii -Srstcmc bctracitton, in welrhen MBS 

gerade Linie dnrch eine Gleichung des ersten Grades dargestellt wird. Es ist klar, dais, 
wenn wir irgend ein solches Goordinaten-Sjstem kennen, wir sogleich alle möglichen er- 
baltcn. Es seien if und | CowdbMlca dieecr Art, ao dab, der oUgea Bertlminug ge> 
geatUa, die Glciduag 

A»j+Bi+Cs=0, (1) 
in welcher wir durch A, B und C drei Consfaiite bezeichnen, eine gerade Linie darstellt. 
Sind _T tind x Coordinaten derselben Art, so erhalten wir, indem wir durch diese >; und 
^ auf die allgemeinste Weise so bestimmen, daCt die vorstehende Gleichung auch in Be- 
anf j ond x vom ersten Grade bledit, die folgenden beiden GMdwng— t 



— xfr-f-.V x-t-b') • ^ _ rt(.T+ax-t-b) 



Da ee rtleksiditlieh der Allgenicinbeit im der BeeUnanung von v nnd | 

lei ist, was für Coordinaten der frapliclieii Art y und x bedeuten, so llept es nahe, anzu- 
nehmen, dafs diese veränderlichen Gröfseu gewöhnliche Parallel - Goordiuaten darstellen, 
und darcb deren Vemitldang die CoordinateB 19 ond $ amf die einfadiate Weiae u eon- 
struircn. Dafs diese Annahme wirklich der Allgemeinheit keinen Abbruch thut, ergibt sich 
direct, wenn wir als die aligemeinen Coordinaten 1;' und S nehmen und dieselben von q 
und { dnreh Gleidinngeii von dcnelben Foim, ab dnreb wddie 9 nnd { durch j «id % 
abhlngen lassen. Doreh FIlMiMlinn von tj ond | erhalten wir alsdann^ 
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§. 1. Pnnct-Goordfnaten. 5 

tun 1}' und £' unaüUeU»r durch y oud x auszudrücken, wiederum Gleichuugen gauz von 
dar obigfai Vom. 

So!(lii »C'of)r(1in.iten, durch welcbe eine gerade Linie durch eine Gleichung des ersten 
Grades d.irf;estellt wird, wollen wir lineare Punct-Coordinalcn nennen, tj und ^ drücken 

X 7t 

bei ecliöriger Annahme der acht Consfanicn a, a', a", b, b', b", — und — alle mUj^lichen Ii- 

nearen Punct- Coordioaten aus. Die Ausdrücke für dieselben stellen sich in der allgemei- 
am Fom aJj> (^uotienlaii dar, ca ist 

, = 1. j-t. 

Qiy+aTx-hh") = r, iiy-ht'x+h') = q, <v+ax+b) = p, (3) 
I, and eine der drei Constanten x und n beliebig annelioMii, oder Oberhaupt zm- 
■dien dcfuelben eine beliebige lineare Bedioguogs-GIaldHing fieatatdlcnk. IN« daidinng 
der geraden Linie, die allgemeine Gleichung ersten Gradca nnsdiMI den swfli 
eben Groben q und |, gebt alsdann iu folgende über: 

Aq+Bp-+-Cr = 0; 

mithin in die allgenwina bomogene Gleichung des ersten GrMlea iiviacben den drei 

derlicheu GröCscn r, q und p. Die drei linearen Functionen p, q und r stehen in ganz 
Ähnlicher Beziehung zu dem Puuclc, dc&scn Lage durch sie bestimmt >vird; sie kommen 
ganz auf gleich« Weise in der Gkidiung der geraden Linie vor. I>iur in der Bestimmung 
der Coordinatcn ij and | Terschwiudet diese Sjmunetria; der Grund davon liegt offen- 

bar darin, daCs wir statt dieser Goordinaten auf gam eBtsprecfaeode Art auch — and ^ 

Hl 

oder — und ^ ala Coordlnatfln neboMD kflonan* Daa Ganxe dieaer draibdien Coordina- 
P P 

tan-Realiannang iil in ÜMiiiiKnng amf r, q and p siyinmetriscb. Btemadi wafden wir aal>' 

gefordert, diese drei Functionen gfinz aus demselben Gcsichtspuncle zu befrachten. Wir 
können dieselben gleichfalls Coordioaten nennen, wonach denn ein Punct drei Coordina- 
tan tat, nnd denelbe dnrch die Qootlentan ainar baUdrigcn diaaw drei CoordinatcB in die 

beiden übrigen gcometllBlb bestimmt -wird. 

Es ist offenbar, dala Oberhaupt der Grad der Gleichung einer Cunre anverttndert der» 
aelbe bleibt, wdche lineare Co«rdinaten-Baa(iBMaang wir uoA imatethin su Grande 1^ 
gm inOgen, und dnfs, wenn wir p, q und r statt rj und | einführen, die Gleichung der 
Curve iu Beziehung auf diese GrOfsen von demselben Grade bleibt und homogen wird. 
8. Je nacbdam wir Ton Terseliledenen linearen Coordinatcn -Sjttemea aasgehen, er> 
die acht Constaoten, von welchen die allgemeine Coordinateu- Bestimmung abhängt, 
vencbiedenfacbe geometrische Bedeutung; die Construction des allgemeinen Goordinaten- 
SjateniB wird dvrdi TcrBcIdedeae ursprünglidi angenonMOMne Teraddedenftcb Tcrarittdl. 
Welches System wir aber auch zu Grunde legen mögen, die Construction der aeclis er- 
sten jener Constanten, a, a', a", b, b' und b", lolst sich inuner von drei festen geraden Linien 
•abhängig machen, von denjenigen ncnlich, deren GMchungHi die folgenden 

y+a"x-Hb" = (I, y +a'x+V s 0, j^n+b ss 0, 

oder, waa dassdbe beifsi, die folgenden sind: 

r SB 0, q = 0, p s a (4) 

Die Ah nnd Wdse aber, nie dio Weitbo von r, q and p fibr irgnd einen gagd>encn 
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6 Erster Absebn. AllgeaL Goordlnaten-Bestiimnnng. 

Ptmct durch die VcnniUelang dieser drei geraden Lioleu cuustruirt wird, linn^i. von der 
Art der Coordinalen y und x ab. In der Vorausselzung getrOhnlichcr Parallel -CoonÜna« 
ten ergibt sich, wenn M der gehobene Punct ist und man durch denselben, l^aranel mit 
der Axe x = 0, eine gerade Linie zieht, welche den durch die letzten drei Glctcbuogen 
dargestellten geradeo liniai in den Punelai Q md P begegpM, .gam dem aUfeaeiB«!! 
Falle der SL Nanmer cntsprecbend, 

r B ^.RM, q as x.QM, p = n.PM. (5) 

h der TOfatebenden Corndjnatea-Bestniinaag iat, mit AwnaliK der Riditiaig ctaer 

der beiden A\en des ursprünglichen Swsleiiis, von «liesrin Svsfemc keine Spur mehr übrig 
geblieben. Aendern wir diese Richtung um irgend einen Wiakel ä, sö ergibt sich so- 
^deb, trem wir die drei Wbbel, weldie die nraprOiif^idie RkbtuDg Bit den drei gen»* 

den Linien (4) bilden, y, ß und «, und die drei Durrhschiiitli^puncte di-r, nach der neuen 
Richtung durch den gegebenen Punct M gelegten geraden Linie nüt denselben drei ge- 
radcn linleB <4) n'» g md P* nameB: ' 

E« hat alao, in UeberebistfainBiiDg adt der 4. Kammer, die Aenderang jener coiuliDten 

Richtung blofs Einflafs auf die Uestimmnng der Constanten q, x und n, und ist also ein 
gaiix wilikübrlicbea Element in unserer Coordimten-Bestinunung, so lange wir dteicii drei 
GMulantcn oder aneb mir cwden derselben ibre Unbettfanrntbeil lassen. 

„Man erbSlt durch die Vermittelung dreier gegebenen geraden Linien, die mttl ab 
Coordinaten-Axen betrachten kann, and dreier Coeßicienten, von denen, nachdem man zuvor 
dne conslante Richtung und einen Pnnct derselben beliebig angenommen hat, die beiden 
Übrigen gegeben siud, die drei Coordinalen r, q und p eines gegebenen Punctes, wenn 
man durch diesen Punct nach der conslanten Richtung eine gerade Linie legt und auf der- 
selben diejenigen Segmente, welche zwischen ihren Durchschnitlspuncten mit den drei gege> 
benen geraden Linien und den cagabcaaii Poiict« Becn, Bbamt und mit den berflgiifben 

Coefficiciiten nniUiplicirt." 

Kin besonderer Fall ist derjenige, dafs jeder der drei Coelficienten gleich Eins ist. 

9. Sutt der drei CoefOcienlen q, x und n bOnncn wir drei Winkel ß «nd tt 
dntcb die fojgisBden drei Gleicbunge n einfuhren, 

wobei wir, je narhdem n, x und n positiv oder negativ sind, in den Tweiten Tbaüan dar 
bezüglichen drei Gleichungen das obere oder untere Zeichen nehmen müssen. 

Wenn irh- alsdann von dem geeebcnen PmMt« aoa mA den dnl geraden Linien (4) 

mter den drei auf diese Weise bcslimmten Winkeln drei gerade Linien ziehen, welche 
)encn bezüglich in den Puncten R|, Qi und P, begegpen, so ist,, abgesehen vom Vor- 



r — R,M, q = Q.M, p = P,M. 

Um die Vorzeicben, mit welchen die drei Coordinaten-Wertbe eines gegebenen Punctes 
xn bdmften sfaid, von der nnprOngliehen CoordbMten-BcaliniaMnig gaiw anabhlng% m 
machen, wollen wir das in den Glt i( luin';en (7) crbrauehtc doppelte Zeichen als ein be- 
liebig ZU wählendes betrachten und demnach dasselbe immer so annehmen können, daüi 
Dir einmi, «ülkflbrilcb baülminten Pmct die Coeidbialai atte drei ponlir atod. Alsdann 
sieb die Toneidicn der CoofdinaUB fibr Jeden aodc» 
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der Bemerium^, dats jede Coordinatc, etwa p, ihr Zeichen, iodem sie durch Noll hin» 
dardi gebt, ludert, wemi der becOgUcbe Ponct voo cjner Seite der diceer Coordiute en^ 

•prechendca Ate, p = 0, auf die andere Seite binübcrtritl. Wir werden in den folgen- 
den Eotwickelungcn überall die Coordioaten detjentgen Puncte, welche innerhalb dea von 
den drei Goordinatcn-Axen (4) gebildeten Drdcdu liegen, poailir nebmcn. Bei dieser 
Annahme mÜBsen wir also für jeden Punct in den toq einer beliebigen Dreiecks -Si ilc und 
den Verlingeningen der beiden fibiigen g^bildetoi udtegrinzten Flächen -Riume, die der 
Dreiecks-Seite entsprechende CoorÄnate negativ and die beiden nbrigen podtir, ao wie 
für jeden Punct in den von den YerlAngerungen zweier Seilen gebildeten unbegrünztcn 
Flachen -Räumen, diejenigen beiden Coordlnalen, welche diesen beiden Seiten entsprt- 
chen , negativ und die dritte positiv nebnen. FQr keinen Punct sind die drei Coordinaten 
agleich negativ. 

Dil- nll|;ea)cine Coordinaten -Bestimmung wird durch die obige Voraussetzung zwar be- 
schräukt, diese Beschränkung aber dann wieder aufgehoben, wenn wir den willkübrlich 
HtHwitffti Ponct näeb einander in versdiiedenen von den drei Axen gebildeten Flächen- 
Räumen annehmen. Wenn wir, um die Ideen zu fi\iren, voraussetzen, dafs die zur Vcr- 
nittelung der Construclion dienende .\xe: j == 0, der \xe: p = 0, parallel sei, und die 
Sfpftie des Axcn-Dreieeka in Bctiehung auf di« letitgwannte Axe nach der poiitiven ScÜie 
bin liege, so setzt die Annahme, dafs, für einen Punct innerhalb des Dreiecks, p, f| und r 
positive Wcrlbc haben, voraus, dab ;f positiv, x und aber negativ seien, \%eil alsdann, 
■nf einen eoidien Pnnel betogen, die Ausdrfldie (j-t-itK-^V) mi (y-l-H'x-l-b'^ negnüv 
sind. Die verscliiedcncn Vorzeichen in den Gleichungen (7) gestatten eine achtfache ♦ 
Combiuation zu drei, die aber in der Itcslimmung der Coordioaten . i; und | nur eine 
* Tierffaeb« YcncUedenbeit hervorbringt. Dieaer cntaprii^bt eine vleHhcbe Annaine des 

Punctcs, über dessen Coordinaten wir von vorne herein eine Zeichen - Rcfliimmmg ma- 
< chen. Die Lage dieses Punctcs in zwei und zwei der von den Axcn gcbiidctcu unendli- 
«ften Filchen^Rlnne bexiebt sich hierbei 'anf denaetbe« Fall. 

Die dnreh die Gleichungen (7) statt p, x und ,t eitipefnlirtcn An^ilrücke haben dic- 
aelbe AMgpnrInheÜ als diese Coeflicieuten. £s kann einer der drei Winkel y', ß und a' 
bdicUg Migenomnen vretden, nur g9>t c« für densdben, im Allgändnen, efai Mlnimiwi 

der Abweichung von »■inciii rechten '\^'l^»k(■I. 

„Wenn drei gerade Linien und drei Winkel gegeben sind, so erhält man die drei 
rflgeMdaea Cooninateii r', q und p eines gegebenen Pnnctw, wenn am voo dieaea 
PioDcte aoe drei solche gerade Linien nach den drei ^egplKoen debt, wdebs alt dioMa 
berili^icb die drei gegebenen Winkel bilden." 

Efai beanodcNr Falt der allgemeinett CoofdlMlM-llaifiinDung, dem i*lr eint beton- 
dere Aufnerksnikeit MbenikcD vürnok, iit deijcnigf^ dafii di« gegebenen Wfadiel «IIa dM 
recbte sind. . • 

,WcMi drei gerade Lbden gagdMB aind, so erbllt man die drei Coordinaten eines 
gegebenen Ponctes, wenn man, v«« diesem Pnncta ans, anf die drei gegebenen genden 
Linien drei Perpendikel l^lit." *) 



) Dil «i H Cooriliiiilrn - S\.^Vri) inarlit lU n V%izrniX3x\\ rinrr frSbcni AUundlang vom Jahre 1828 SM, die 
drii rralrn V'cnacli rritliüll, drn Be^riil der g«>^ ülialicbrn CodrdinalMi - BrtUimmiiig lU rnveilCfa, and 
>TM icli danula, der grorürii Yrrwliirdcnlwil drr AlgoriÜimeB wegen, nicLt sogleich erl«nnte: r» Ut mit 
d«m barjrcsMlrisclica Catcil des Ucna MAblas, dem Wcsea dmJi, (um dasselbe. „CMv cto 
«MM CssnHMiw-a^ilM." Grelta'a lemnd, V. & 1. 
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10, Wenn wir die Länge der drei Seiten de« von den drei Coordinateo-Aien ge- 
MUeten Dreiedu R, Q und P and den Inhalt de«dben A namea, ra erfaritaB ifir, wenn 
^vir die IcUte Koordinaten -Bcstiinmung zu Gnindc legen und zugleidi die in der voiigW 
Nannier gemaclue Zeichen -BectimmuDg berOckMcbligen, sniichen den drei CoordinattO* , 
Werthen r, q and p irgend einet belid>igcn Panete* die nacbateliende ReUtum: 

Rr+Qq-I-Pp = 2^. (8) 
Nennen wir lemcr die den drei Seiten R, Q und P gegenOberliefenden Winkel des fing- 
Udien Dreiedu (q), (x) und (n), so ist olTrabar 

tinm(rt)»in(x) = Q»i»i(,-t)»/«((>) = P««w(x)»im((»), 
und wenn wir dies« einander gleichen Ausdrücke, der Kürze halber, gleich k aetic% 

2i^ain(g)»in(*)»iM(n) = k'. 
Hiemach geht die Gleichung (8), wenn wir alle Glieder derselben zuvOrdent wtt 
sjM((}sjii(ii)«yi(n) nmlliplidren und dann durch k dividiren, in die folgende fliieri 

Ta{M(p) + qain(x) + pnn(7t) — k. .(♦) 

11. Wir können die Gleichungen (8) und (9) nnter Tcneycdencn GeskklapnnetaB 
betrachten. Sie werden identische, wenn wir uns r, q und p durch y und x oder 
durch irgend beliebige andere Coordinaten ausgedrtickt denken, und so aufgefafst, enthält 
)ede dieser Gleichungen, nachdem die durch (4) dangeslcUtal dld geraden Linien gegpbcn 
sind, die liestitnmung der drei Coerfiricnlen n, x une 

Es sei, um diese Behauptung in ihrer. AUgcmeinbcit na<tonreisen, 

f'r-^dH'H^p = e 

irgend eine Gleichung, die, wie (R) oder (fX eine ideutieche wird, wenn wkfllr r, q nni 
p ihre Ausdrücke in y und x, nemlich 

tssfCj+trx-^V), qaiwff-h»'*'hV}, p as ii(jr+«+b), (10) 
setzen. AViiMin ttfadun wv die nachstehenden drei Bedlngnngs-Glcicihnnffln: 

fQ -+- XX ■+■ n'n =: 0, 

h"Q'g + h'xy.-hhrt'n = c. 
Indem wir, den obigen Voraossetxungcn gemä{s, g', x', t^, a, »' und a" als gcgel>en ansehen, 
«ilialten wir ans ded beiden ersten der vorsleheadeB drei Gleidwiiigcn wnahihingig too 
der dritten Gleichung die Quotienten je zweier der drei Cüeffit icntcn (), y. und rr, und dann* 
||ibt die dritte Gleichung die absolute Bestimmung dieser CoefOcieuteu selbst, da aadl 
c, b, b' and b* als gegeben m belraditen sind. Zugleich sehen wir, dafs jene Quotien- 
ten unverändert dieselben bleiben, wie auch c seinen Werth andern mag. Diese Con- 
stante kann jeden belid>igen Werth haben, nur dürfen wir dieselbe nicht gleich I4ull ndi- 
men, weil sonst die db^en Glridiangen ias AHgeoiehien einen Widersim^ enthetten. 
So zum Beispiel Sndert sich offenbar, wenn wir die von tincv Puncto auf die drei .'\xen 
gefällten, und mit ein nnd denselben eonMnntrn Goefficienlen |» nrahiplicirten Perpendikel, 
statt der blofiMn Perpcndlkri, datch r, q nud p bezeichnen, hi der Glehliang (9) offenbar 

nur der zweite Tbeil, und wir erhalten statt derselben, indem wir k' 3= ~ 'setzen, folgende 

Gleichung: 

rjn'ii((>)-f-q«M(x)+p«ut(n) = k'. 
So Iniico k'-<k und demnach können wir die drei durrli diese neue Gleichung be- 

zeichneten Coordinaten als gerade Linien construiren, welche, von dem bezüglichen Punde 
ans, nach )edcr der drei, nnfcvlndcrt gebliebenen Azen, anter demjenigen constanten 

Win- 
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Winkel & gelegt vrerden, der durch die Gleicbang «n^ = ^ (^ebcn ist.- k' wird nur 

dann gleirh Null, wenn fi — co oder, \vn$ dasselbe hellit« Winn s 0, und io diCMai 
Falle wird die CoordinalCD>BesIimmuug illusoriscb. 

Maebdem sich «of diese Weise heranageBtellt hat, wie fie EiDfbhning der Gleicfaing 
(10) der frühem directen Bestimmung der Conslanlcn p, x und n gleichbedoutrnd ist, und 
zwar in der Art, dafs, wenn wir in dieser Gleichung die Conitanle c uobeslimmt lassen, 
sieb dennodi ichon Äe beiden cur Coostniedon Ton 9 und | allein erforderlk&eB Quo- 

deuten - und - ergebeD» wollen trir nun direct dorcb Hülfe der fcnamiten 6Ieid»n( 



indcni wir die drei Coonfoaten-Axen ab fgt^Atea betrachten, die Ooordteaten irgend 

{^(•^'(•liriion Pimctcs construircn. Diese Bestimmung verdient, abgesehen von ihrer nnnivti- 
scben Eleganz und der damit verbundenen grOfsem Lciibligkeit in den anal^iscbcu Eni- 
Wicklungen, wuA dedtalb den Vorzug, weil hier durchaus fccine willkOhflicfae Annahaie tn 
Grunde gelegt wird, während in der frühem Bestimmung, selbst -wenn wir die Einführung 
des zur Vertnittclang dienenden Coordioatcn-Sjslems auber Acht lassen, wir abcrdieCi 
auch noch gam willfcllbrlieh r, q nnd.p, welche lineare fVinctidnen von der allgemeinsten 
Form (Aj+Bx-I-C) bedeuten, unter der Form pfv + ax+b) eingeführt haben, wSbrend 
wir statt derselben auch folgende i*{fy'¥'ßx.'^y) hAtten nehmen können, indem wir so» 
l^eich hteilMi irgend eine Bneare Beilehnng zwischen «i ß und y vorausgesetit nnd inni 
Beispiel auch y '1*^* gleich Eins genommen hätten. 

13. Wenn wir nach dnander Ae drei Winkelponcte des.Ton den drei Coordinaten» 
Axen gdiilddcn ])i«iee1uJ)elfacii(ci^ so finden ^irir ans derGleiiteng (10) fiir dieselben: 

p SB 0, . q s 0, pV = c, 

p = 0, r SS 0, x'q' = c, 

q = 0 , r = 0 , «'p' Ä c ; 

wobei wir, zur Unterscheidung, diejenigen drei Coordiualcn der drei Durcbschnitte \t 
zweier der drei Axen, welche sich auf die jcdesmalif^e dritte beziehen, r', q' und p' nen- 
nen. Führen wir diese drei neuen Constanten statt q', x*, n' und c in die Gleichung ( 10) 
dn, ao ninnnl dieadbe folfsnda nmn an: 

->J+^ = '- ■ •<"> 

In dieaer Gl«chung, von welcher wir aodi, statt von (lOX mprikiglidi Uttan a nsgehen 

können, sind r', q' und p' gegebene GrOfsen. Wenn wir also von dem Durchschnitte der 
beiden Axen q = 0 und p = 0 eine, der gegebenen GrOlse r" gleiche, gerade Linie nach 
der dritten Axe r s 0 leg^ so vt dScse gerade Linie die Cooidinale Jenea DurehschnlL 
tes, und fDr irgend einen nndrra grgrbrnrn Punct erhalten wir hiemach die entsprechende 
Coordinale, wenn wir, parallel mit der eben constnürten (craden Linie, von dem gege- 
benen Punct« aus, nach der betOglichen Axe: r s 0, eine nooe gerade linie legen. VhA 

ganz auf gleiche Weise küunen ■wir venuitlelst der beiden andern gegebenen GrOfscn i( 
und p' diejenigen Richtungen bestimmen, nach denen wir» von dem gegebenen Puncte aus, ' 
gerade Linien nach den bcxOglidien Axen legen nOesen, danit dine geraden Linien 'die 
Coordinaten q und p iones Punctcs darstellen. 

13. Ein Fall, welcher vor allen übrigen besonders hervorgehoben so werden ver- , 
dtent, ist derjenige, dafa die Gleichung auf wir uniMO CoorAnatcn-Beslim- 
iHng gitndett, in Beiidang auf di« dM Gooidiaatcn q md p aj— e tri sdi ist' Die 

9 
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■■(«filAtte Gkidiiing gebt 111411111, indan urkifmufarnj^ssfl «etxai, in die folgaida 

Idbcr: 

r+q+p • (12) 

Um fQr diesen Fall die Coordinalen zu coDslniireD, legen wir nadi der vorigen Nomner 
in dem von den drei \\c\\ ^«-bildeten Dreiecke von jeilem WiiiVclpiinr (o n»8 nach der 
gCgcuOberliegeudea beiie eine solche gerade Lüiic, wcicite die gegebene Länge ß bat, was, 
bciliafig benerfct, in AlIgnMiiien auf doppelte Weite geechehai kenio. iHe Rictitniigen 

der drei per.iden Linien, welche man nuf diese ^Vei5C erhält, sind diejenigen, nach wel- 
chen man für jeden gegebenen Puncl die drei Coordinalen als gerade Linien, die, tou 
dieaen Pnnete-mu, mdi den drei fofen Axea gefaeo, comlmiren maft. 

Das durch die vorslt lientle Gleic hung bi-xcii IiiicJe f '.oordinaten - System h.if die Eipen- 
scbaft, datt, beim Liebergange von irgend einem gegebenen Punclc zu irgend einem an- 
dtn, die SoaMie der ^eiefasdtigen AcnderongeB der drei CoordiuteB (leid Natt kt. 
loiheeeiidere eil^lleii wir, nveon wir diffcrentüren : 

dr-hd«i-|-dp = 0. (13) 
14. yrit ktaoea die gerade Line, weldie dertb irgend «ine ÜMere and bomogcne 
Qeiebnng swiiehca kelieUg bestimmten Coordinalen r, q and p: 

vr+fm-i-Xjf = 0, (14) 
daigMteiit ivird, leicht geomiriMb bestinmen. Selten wir nenüdi,- vm die vonlehende 
GÜnng a-bebicdigen, ingPeieh 

r CS 0, und ftq-t-kp = 0, 
q = 0, » VT+kp = 0, 
p = 0, vr+^ = 0; 

so erhalten wir diejenigen drei auf den drei Axen liegenden Puncte^ in -welchen diese tob 
der zu construirenden geraden Linie geschnitten werden. Mit diesen drei Puncfen stellen, 
■ich drei andere paarweise so zusammen, dafs anf jeder der drei Ciuordiiiatca- Axen ein 
M^ches Punrien -Paar, mit denjenieen beiden Pnncten, in welchen dieselbe Axc vnn den 
beiden andern Axcn geschnitten wird, vier harmonische Theilungspuncte bilden. Ls smd 
dieae drei nencn Ponele dto berilgBdien DorchschnittapoKte der drei Ana 

r = 0, q=50. psO, 

mit den durch folgende Gleichungen: 

^—üp AB 0, »T— = 0, yr—ftq = 0, 
dargestellten drei geraden Linien. Diese drei cerndcn Linien schneiden sich, was ein ßlick 
anf ihre Gleidmogen sogleich zeigt, in einem und demselben Puncte. Dieser Durcfascbnitte- 
ponct and die dordi die Gleicbnng (14) daifeeteDle gerade Lide, von der'wir enegcgan- 

gen sind, bestimmen ilcb gegenseitig auf lineare Weise. Wir wollen jenen Burehschnilts- 
panct den Pol dieser geraden Linie, und diese gerade Linie die Polare jenes Durch- 
adndltepnncles, in Besiebung anf dae, von den drei Axen gebildete, DreieclL, 
nennen. Zur Bcstimnum;; der drei Coordinatett dee Polee ebier gegebeaen genden Linie 
(I) inOaeen wir mit den Gleichoa^en: 

MT = fiq = Ip, 

die deichng (11), welcbo der jedesmali^^en Coordinaten-liiHimMiuig n Gfondb liegte . 

^'r-i-j«'q+«'p = c, 

TerUnda. Wenn, omgekehrt, die Cdordinilcn einet Punelee r, q and p gegeben cind, 
eo braocbcn wir Uob dhrei Coeffidenten v, #1 nnd 1 ao m willen, dab 

OFS^iqvlp, 
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' od «bUmd abdanai fBr die Man de« gegebenen Pandc* felgflode Ghkhmg: 

TT-t- itq-i-).[> ' — 0. 

15. Der Pol einer unendlich weit eulferut liegenden geraden Linie ist der Schwei^ 
pnict dei von den Aicn gebildeten Dreiecke. D« die der Coordiniiten-BeMinnMnf m 
Grude liegende Gleidinng (11) eiife identische ist, so stellt die Gldehang 

^'r+x'q+ff'p = 0. 

Ml wie jede »dere, in der wir, statt dei f^ebenen Wertbea von c, irgend efaien andern 

nehmen, eine solche iiurncllirh weil entrcmt Hegende garade Linie dar. FBr dcB Sdiwar* 
puuct de« Axeu- Dreiecke erhalten wir also: 

^r ts »^q SS fi'p SS |e. 
Diese Gleichungen enthalten zugleitli, iinloin «ir vom Srhwerptinclc iles Axen-I)rcierkg 
•abgehen, eine neue Construction der durch die identische Gleichung (11) bestimmt eo 
Comdniaten: eine Comtraelion, die ridi an die frflliere der 12. Nanner, anch geome» 
triscb, nnniltelbar anschlicrst. In der Goordinaten>BestinnBnng der 19, Nuanur inabe- 
aondeie, die an die Gleicbung: 

r+q+p = /?, 

sich anknapft» sind die drei Cjoordniatcn dca Scbweipunetea dnaodcr f^leidb. Ea Iit ftr 
denaeilten: 

r =! q = 1' = J;*, 

wonach tieft dte KiditaDgen, unter denen wir die fraglichen Coordinalcn nach den drei 
Axen ziehen müssen, anmillclbar ergcbco, wenn vrir um den Scbwerpnncl des Axtti- 
Dreiecks als Mittclpunct mit einem Radius, der gleich ist Iß, einen Kreis schlagen. 

. 16. Ich will zur Erlttulerung der obigen Definilion der PüIc und Polaren noch ein 
paar Bei^ele, die ich mit Beaugnahate auf sp&lere £n(wi«keIiiogea antwiUe, folgeB 
lauen. 

Wenn wir die drei Cooidinaten r, q nnd p ala bOfieate Ahaflnde comatmim, eine 
AnnabBM, der die Gletduing: 

TtiH(0 + (i*itt(x)+jfsiH(n) SS ]l, (9) 
calvridit, ao iai offcnb» filr den Hitldpanct dea daa> Ann-Draleek« elngticbicbaneB 
Krehea 

»; = q = p. 

und Jgninaib erlmllca wir für die Polare diceiiB Ponetea aof^aieh fidgende Gleidnnig: 

r-Hq-f-p — 0. (15) • 

Für den gemeinsamen D^urcbschnilt der drei von den Winkcipuncteu des Axen-Drei- 
eeka auf die g^genOberliegciiden Sälen geftllten Perpendüiel, finden wir, bei dandben 
Voranatalnng, ohne Mlihe: 

rco«(^) = qce«(x) = pce«(;T); 
nnd dcnmach bat die Polare desselben folgende Gteidiongt 

Teos(i/) + qru.i(y.) + [icoii(:T) sst 9, (U) 

Wenn wir, statt der Gleichung (9) die Gleichung: 

r+q+P = fl, , ' (12) 

der Coordinaten -Bestimmung zn Gmnde legen, so erhalten wir ttt die Gleicbnngen der ' 
Polaren der beiden olien beseiebneten Puncte auf der Stelle: 

rc«»(^>-|-qee<^(«)-l-pco«(«) — 0, (1»> 
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indm wir in den ohigoi Glrichmgen (15) ud (16) hm die Sidle von r, q und p adnihm 

—r~-r, — tVt '"»"^ . ^j r • 

17. Die »llg— idMle CoordinatM-BeitfannuDg, dte tvir in der 7. Mummt cikal- 
tflB labco» war: 

indem wir durch r, q und p linrnrr Au.sdrOclcc von der allgcincinstrn Form in y and X 
dantellteo, und jr und x als Coordioatea irgend eine« beliebigen linearea äjrstems betndl- 
tetcn. ■ BMcidmen wir dnrdk • rgend dnen neuen Üneam Awdradi vw dmeOben Fonn: 

• B tfCr4-m'^-l-IO* (1) 

and ceUea dann: 

'■=p -( = 1 p' = ?. ' ' m 

•0 können wir, alt mit der obigen Coordinaten-BeilininMuig ideotiscli, audi die iolgeude 

n 



i. ^ = ^. (3) 



Indem wir aber durcli die- Gleidnnigen (2) die neuen Fonctionea r', q' und p' einführen, 
wir offenbar nur an £e Stelle der vnptflni^iden Coordinalan y und z die 



und ^. die dranlUla lineare aind und wodkveh rfck alan nacji der eben engeflArten 

Nniuner in der aUgeneinen aoaljtiechen Bestimmung der Coordinaten ij und { nldita In- 

dert. Nur die geometrische Conslruclion derselben stellt sich anden dar. 
Die Gleichungen (2) zeigen, daCs die drei Glcictiungeii: 

l' = 0, qf = 0, p' = 0. (4) 

diaeelben genuin Linien dantellen, als die früher betrachteten Glcicbong^: 

r s= 0, q = 0, p = a 

EoT diesen drei geraden Linien kommt eber nun nodt eine vierte' Unna, deren Gleldung 

s = 0. 

Für solche Puncle, welche auf dieser geraden Linie liegen, werden die Wcrthc von r", q* 
und mendlieb. Die Wertbe f&r n md £ eraAeinen unter unbeslimnter Fonu} fllr An 

wabrcnWeHke eifeben elebbideb diefitflbeaiS und ^. 

Die aUgegaeine Coordioirten-Bcitimnrang wird auf dicee Weite auch nodi tou .einer 

vierten geraden Linie abhängif;. Diese tritt an die Stelle der, aufser den ersten drei ge- 
raden Linien, su jener €k>ntlrucüon noch erforderlichen, beiden Conslanleu,. co dafs diese 
Construetfon Don bk»b von vier gegebenen geraden Lfaiien abhflngt, In der Art neiniicli, 
dafs, wie wir andi von votne herein in den vier linearen Ausdrücken, fOr welche wir die 
Sjmbole 8, r, q and p eingeführt haben, die vier Coeüicienten ff, q, m und « annehmen 
wögen, die durch die Gleidiangen: 

8 = 0, r = 0, q = 0, p = 0, (5) 

daageeteUten vier geraden Linien xur allgemeinen Coordiualca - Bestimmung hinreichend 

eind. Der verlttderten Annahme von - und von der die bisherige 



bingig Wi cM^tiiftt nun «ine andere Lege der geraden Linie: s s 0. 
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18. Wir können die Function • wicdf niin, auf dcgantcre Weise, venniltcl.'.l 
Gleicliung durch die drei erateu jt'uuciioiiea einfülircD, uud dcmgemats 

Vi+p'r+*'q+Jt'p = 0 (6) 
SSizen, indem wir durch c', q, y! und n vier ei ;;<^hcnc Constanlco, von denen wir eine be- 
liebig anucbmeo kOoneo, bezeichnen. Entwickeln >rir diese identische Gleichung, indem 
trir Or a, r, q imd p dl« ümm «olqiredMndfla Uonren FundioneB wilwlHBireB, ao fin* 

• 

x'x+ ff'ff =s 0, . 

bVtf-f-bVp-f-bVx + brrVr = 0. 
ircn wir ZYvischca diesen drei Gleichungen . «'«, so erhalten wir die folgenden 

■ 

(b" — b") (»'()+ (b' — bV'x-Kb" — b)n';t = 0, 
woraus ersichtlich ist, dafs a"', b"' und die beideo Goefnclcnten ^ nnd ^ sich gegenseitig 



auf lineare Weise durch einander beslimmcii, wonach also die wilikübrlicbe 
dieser beiden Coefficienten rollstandig durdi die willkahrlicbe Annabme von a** and 

•der, was dasselbe heiCst, der geraden Linie: s =: 0, ersetzt wird. 

FOr jetzt, darf ich diese Erürtcningen Ober d** allgemeine lineare Coordinaten-Be- 
atbniming nicht weiter ausführen, um nichts einztinbchen, was nicht die uumillelbare Grund- 
lage der spätem Entwickcluagcn dieser Schrift bildet. Nur die eine Bcuerkunf; füge väk 
noch binzti, dafi die allgcmciucn linearen Coordinatcn auch noch auf andere Weise con- 
atruirt, und insbesondere auch, so einfach wie die gcwübnlichcn Parallel -Coordinaten j 
md ala Ltaicn-Segmente dargestellt werden können *). Bei jeder solchen Conslructioo 
mtissen sich, TTonn sie allgemein sein soll, die acht f'onslantcn der analytischen Bestim- 
mung in dcnjeuigcu festen, gegebenen geoinetriscbcn Ocrtcrn, durch welche jene Coo- 
ibiielioii Tciniltelt wird, wiederfinden. So hingt' die lelile CfMtrdiiiateB-BeatininMiiig ▼«m 
^cr gegebenen geraden Linien, die frühem von drei gegebenen geraden Linien und zwei 
Coefficienten, also in beiden Fällen von acht Constanten ab, weil die CoustructioQ einer 
genden Liaie Ton swei Comlanten bedingt wird. . 

19. "Wir constroircn einen Pnnct, den wir durch seine Coortlinntcn beptimmcn wol- 
len, immer als den Durchschnitt zweier geraden Lioieo. Gehen Wxx von den allgemeinatcn 
finearen GoonBoaloi 9 and | ana, •Inden tvir 

••' = ?■ »-f - 

*) Dia MadUdhn Ciaalnictiwi der •IlgemeliieB Aaadt5elt wm ^ «d £ llelcrk tarn BebptrI die folgende 
BefUmimmg. Wran xvnx Tut« Pancte Ö und O' and aorterdrai nodi swc! UtAir. Pnnete A and A', 
dorcli T^Yl•i gmilp Liilirn AB and A'B' ^'l^n» die urilcr »ich nnd \\\\'- Jrr die I'uiicle O uod 

O' TciliinJcriJcn geraj«n Linie panllrl loufrn, gcgriiro »ind : ko i'rhsll man di« CuijnliriatMi irgrnd rincs 
Panrtr« H, «venn man denselben mit den Punrirn 0 and O' durch mri gerade Liiiirn MO und MO', 
welche den geradra Uaicn AB aad A'B' bnl^lich ia irgead swei Pimctea L nnd L' licgfcnen mllgca, 
verfaiadct. Ui» Coordiaalm.lVcitlbe llr d« Paaet ü rfod äbd« AL nd'AI/. Dia —I fc iw J^ sB 
. acht raBitHw fladoi sich ie dar JÜMslm der viar fstilMn Ptela O md A nd A' wtedw. 
Wir lAHim bsbcsMidm «odb Ite Mdsa-fitHlM Iial«a AB aad AV, aBd- Jsaa aar dcaadbca aach 

die l»eldi-n Purn ir A III! I A', "mrafililie Isasm; daan abar hligl dte 

m aech» CuntUulen «b. 
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setzen, so stellea, weoo wir tj und £ irgend zwei beslioimte Wertbe beilegen, die beiden 
Gldcboogen: 

q = '/T, p = |r, (l) 

zwei solche gerade liuicn dar, von irclcben die erste durcb den Dorcbscbnilt der beiden 
AztD: r s 0 und q s 0, und die tweite dnreb deo BnrclwdiniU der beklctt Axen: 

r = 0 und p = 0 geht. Der Durchscbnilt dieser beiden geraden Linien ist derjenige 
Piioct, der den für n und £ «ogenommeucn Coordinalen -^Wertbeo enlq»ricbL Dies« 
Werlhe beslinmen die Riebtimgcii der beiden gcradpn Linien. 'Wir sehen hiersns, wie 

der zu besliinincndc Punct hier durch solche zwei fremde IJiiirn, welche durch zwei ge- 
gebene feste Puncto gehen, constniirt wird, während, bei der Anwendung gewöhnlicher 
Parallel -(Koordinaten y und x, die entsprechenden beiden geraden Linioi eine gegebene 
Richtung haben, nemlich den Axen bezüglich parallel sind. Zugleich ist ersidMÜck» dib 
dic'Ctx^dinaten-Bestimniung illusorisch wird, wenn die beiden festen Punde XOttnunenfiil- 
len oiid demnach die drei Coordinaten-Axcn durcli einen und denselben Punct gehen. 
Mit Ausschlufg dieses F.-ille8, der den Parallclisinus der drei A%cn und des ZlwnMO&l» 
lens rwcii r di r'^clben in sich einschliefst, bleibt aber die gcomctrischo Resllmmung eines 
Puuctes durch die beiden Gleichungen (1) immer luüglicb, wie wir auch die drei Axen 
euttchmcn mtigen. Wir woHen diese BemcÄnogeii In der folgend«» Nnuncr dnich einige 
analytische Enl\virklnii;:f ii unlcrslötion, 
2t). Aus den beiden (•leichun^ea: 

. <\ -Hn t -t-b ) j !i(y + a\ -j-h) ^ 

~ (-1 \ -f->i\-+-b")' - ~ (,( y -H n"\ + b'; ' 

CfMI(^ um die ursprünglichen Coordipalcn y und x durch die neuen v und 6 aus- 
widriliAw 

"™ "■ IM(e— a';-!- ;^a' — a")| -l- p,-i(a" - a).; ' 
. — »Cafc'-^a^jH -xpCa'b" - a'b'),^-|-(..T(a''b - ab")>j 
• — a') -+- — a"); -+- ('n(<i" — n)v 

Wenn wir die Cootdinaten der DordiKhnillspuuclc der ersten, u^d zi(reiten, der eralea 
und dritten and der sweitcn nn4 ddtlen der drei Axen: 

y+a-x+b" = 0. y + a'x-^-b' = 0, y^^az+b ss 0» 
dwvb (jr*. x')t (f, X'') "Od (j", x") bezdchuen, indem wir 

b' — b* _ « b* — b . b— b' . . . 

• ~t Tsr — • * ~" — s ^» • — r ' X 

a — a a — a a — a 

aV— aV . a"b— ab" . ab— aT» . 

— ?=ir -y^ — 7^-^ — i=r-^ . 

seilen, so können wir die Werihc von x und r auch unter folgender Form »Bbreiben; 

;ixCa — n)x" -i- xopi — -i- ortfa" — 

,T;<(a — a') -t-xe(a' — a')^ -Hp--r(a' — a)r, * 
y _ "^a - a')y4-«p(a'— aOy«|-t- pafa" - » )y'v 
nx(a — a') -t-zr)(;i'" n")* -i-i)n(n" — n)i; 
Wenn x" =z x ~ x", so gehen die drei Courdiuaten-.\Acu durch einen und denselben Panel, 
and dum istinglelcb ancb jr^ s y s y*. In diesen ^alte aber wird in den 
Ansdn'irkcn für y and x der geBeinaebartlirhc Nenner ein Knclor der beiden Zähler, 
wir jcrbalten, wie wir die Werth« tod ^ und | tou vorne hinein auch bestimmen 
§■ AUyieinent 
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X SS x" « x' = X«, 

y = y' = y' = y^ 
Wenn wir aber die Werlhe von »; und ^ insbesondere so annehmen, dafg die Geichang 

nx(a — a') + xn^H — a -+- (>Ji(a" — a)(/ = 0, (3) 
befriedigt wird, so stellen sich die Ausdrücke ffir y und \ beide unter der Form | dar. 
'Wenn die drei A\cn durch denselben l'unct gehen, und demnach: 

(a— Ob"+(a'— «06+(«"— •)b' = 0, 
so loipen die GleichtuiRen (2), dafs, wenn >\ir Ton irgend einem prpebencn Puncle mn- 
geheu und für denselben die Coordiiuteu ^ und £ coustruircn, die ^\'crlhc dieser Coor- 
dinatcn ümmt ilte Gleichoog (3) befirtedigcn. Da also in diesem Falle xwiscbeo den Coor- 
dinaten eines und desselben Punctcs eine lineare Bedinpiinps-Gleichunj; bcsfelif, so be- 
tümmt sich, wenn eine derselben gegeben ist, sogleich die andere, und beide bezichen sieb 
daher ^ddnSlaig aof aDe Flutete derjenigen, dach den geneinaamcn Durchaehnfll der drn 
A\cn griienden, geraden Linie, >voF(he thirch eine dieser Coordiiiaten hin!an:;lirh schon 
bcsüiuiut wird. Da wir ferner aus jeder Gleichung zwischen und £ alsdann durch die 
BedingODi^-Gleichnag (3) eine dieser beiden Coordinafen feriadiaffett hlMnen, so kann 
eine 5ol(lic Gleirhtm^' keine Curvc darstellen. XVcnn ivir für ?; und ^ solche Werthc 
wählen, die die Gleichung (3) nicht befriedigen, so liegt der bezügliche Ponct immer in 
jenem Darchtdinlll« der Axen; was sich lei^ «rUhr^ «eil fllr diesen Fnnct 9 nnd | oa- 
ter der uobeitfnaten Fons i «nchefaien, mä dennch jeden IwBebIgen WcMh habett 
kOonen. 

Wenn «4r statt dar nnbeslinHnten Co^dcnfen, «i« in der 11. Nimner, üntgr 
Idemisehen G leidwng aas bedienen, so nimmt diese notbwendig die folgende Fonn an: 

^'r-hVq-hn'l = 0. 

Die CoBilante ihrea xweiten Thefls hat dch auf Nall-redncirt. Abdann ergibt sich so- 
f^äick, warn wir diese Gleicfanng mit den beiden Gleidnaigen (1) waamBaMtellca: 

(>'+x'i/+Ji'| = 0, • 
als die fraf^lche Bcdingnngs- Gleichung zwischen ij nnd |. 

Der Annahme, dafs nur zirei der drei Coordina(en-A\cn - parallel •sind, steht durch, 
ans nichts entgegen; je nachdem wir für die beiden parallelen Axen: p = 0 und q — 0, 
•der eine derselben nnd: r = 0 nehmen, erhalten wir eine zwiefache gcowctriiichc Cioii- 
itruclioa der beiden ( .001 .iinalen ?; und 

21. Ein besonderer Fall der nllsemcinen Coordiuatcn-Bestimmung ist derjenifie, dafs 
eine der drei linearen Funclionen r, q und p auf eine Conslanle sich reducirl. Wenn 
^e Coordinaten y und x, von denen wir ausgeben, gewöhnliche Parallel- Coordinalen be- 
denten, so liegt die etn« der drei Coordtaaten-Axen unendlich weit Wenn wir nemlieh 
in der Gleichung: 

Ay+Bx-I-C S ^-f-axH^b) as 

den beiden Constanfen A und R immer kleinere Warthe beilegen, ■»v'i!irend C einer be> 
Stimmten cndüchcu Grenze sich annähert, rückt die, durch diese Gleichung dargestellte, gi». 
nd« Linie immer welter. Der Grenxe entspricht As^sO^ BsO, bseoimd 

fib = ( '. ; der Werth von a wird iinbeslimint 

Wenn es die Function r ist, die auf eine ConsUnte sich reducirt, und demnach die 
Ax« r = 0 unendKeb w«tt Beg^, so geht di« aUgemeiae Coordniaten.BetünDang in df« 
Mgenda «ber: 

71=: J((y+Ä+b'> = I am ii(j+tll-hh) S p» (l) 
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Ist es eine der beiden Funelionen q tObi p, etwa die »reit* denelben, die anf diM CoD* 

staote sich rcducirt, so koinint: 

xfv -h .i\ -4-.b' ) q ^ l ._ 1 • 

— (,{ v-f-.. x-HlO r- * — ()(y-|-a"x-|-b") — ?• ^''^ 

So TOichiedcn die geometrische Coostradion der Coordioateo in den beiden vorsle- 
Imdeii Betlimmangen «ich nick dantellen mag, wir kamutn hier fBr nnaere Zwedce beide 
Hiilcr demselben Gcsichlspuncte ztifniniricnf.T:?cn. Wenn ncnilich irj;cnd eine algebraische 
und rationale Glcirlmni^ zwischen den beulfn (ioordinaten der zweiten Bestimmung gege- 
ben ist, so crhnllen wir, wenn wir in diese Gleichung für j; und J einführen: — und i 

nnd dann die Kenner fortschaffen, eine Gleicbunig zwischen zwei Coordinaten der ersten 
Bettimmiiig. Und nngekebrt kOoneii w tob einer GleielmDg cwfechen den letxifcnannten 
Coordinaten zu einer Gleichung zwischen Conrdinnlen der zweiten Bestimmung unmittelbar 
flbergehen. Wir werden daher nur den, durch die beiden Gleidiiuigen (1) etog^fiUirtei^ 
Ckiordinaten q und p eine betonder« Anfinciltainkeit adienken. 
32. Diese neuen Coordinaten haben bienudi zu ihrem analytischen Ausdruck «fie eil- 
ten ganzen und linearen Functionen von y and x, und ktümcn, nach 'dem Frühen^ 
£e Vcrmittelung zweier gegebenen geraden Linien und xweier gegebenen CoefB- 
dcoten, an deren Stelle im Allgemeinen auch zwei gegebene Winkel treten ktiimen, geo- 
metrisch dargestellt werden. Für die fraglichen Coordinaten eines gegebenen Punctcs kön- 
nen ym namentlich diejenigen beiden Segmente nelnnen, weldie, auf einer nach constan- 
tar Richtung durch den gegebenen Pnnet gefaeadeii^ fßnäta Linie, awiadMi dieaenPMicte 
Hid den beiden featen Asen: 

q = 0, . p =t 0, . (3) 

liegen, nachdem wir diese beiden Segmente znTor-mit cousianten Coelficienten x and n 
mulliplicirt haben. Insbesondere kiinnen wir von diesen Cneffirienten auch ganz abslrahi- 
ren, indem wir dieselben gleich him nehmen. Für die fraglichen Coordinaten könuen wir, 
iai Allgenieinant andi dl^enigen beiden geraden Linien nehmen, die, von den gegdienco 
Puncfc aus, sich unter zwei ecgebrneii 'Winkeln an die beiden festen Axen (3) legen 
lassen; in einer besondern Voraussetzung aUo auch die beiden, vom gegebenen Puncte 
am, aof dh baMoi Axen geflllhan PerpcndikeL Indwaondera igebSren Uailitr cndiieh«adi 

die gebriuchlichen Systeme der Parallel -Coordinaten. 

23. Nennen wir, um hierüber in einige analytische tntwickclungen einzugehen, die- 
jenigen Winkel, weldie die bdden neuen Axen: qsOnndpsOaitdcr einen, m- 
aprOnglich angenommenen, A\e: x = 0 bilden, ß und a, und diejenigen Winkel, welclie 
dieaelben Axen mit der andern ursprünglichen: y =z 0 bilden, /?, und «i, so haben wir 



wir ferner, wie In der 9. Nnanwri twei ncnc Whdtcl /l* and dweb die 
folgenden beiden Glckbangcn: 

' *afa/J" " 5^' 

in denen wir die VÖmicben ;>0 gewiblt beben, dafs fär solche Pimcte, die inner 



jeoigcn Winkels tl^ liegen, waldicr die als poslÜT betrachtete Richtung der Axe p =s 0 
■rit dar poiilivcn Bichtnng der A<e q = 0 bildet, t 



die neuen Coordinaten q und p positiv 
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werden, so sind ß und a', die wir lüer von ihren Sapplcwentar* Winkeln niclit < 
künoen, diejenigen, ra dl« StcUe der baden Conslanlen s und n getretenen l/IHnkd,' tn- 
ter denen wir, von einem gCfelNDen PoDCt« ans, zwei gerade Linien nach den beiden fe> 
Sien Axen (3) legen müssen, wenn diese (geraden Linien die Coordinatcn des gegebenen 
Punctes darstellen sollen, und flberdiefs sind auf die angezeigte Weise die Voneichen 
•timmt, mit welchen, für verschiedene Lagen eines Punctes, dessen Coordinatcn einzuftib* 
ron 8incl. Wir bemerken zugleich, dafs die Einführung der Winkel ß und a so lange 
auf reelle Weise möglich ist, als die ge{;ebeuen Constanlen x und abgesehen vom Z«i> 
dieu, bezüglich gröfscr sind als sin r] uml ^'mu. Die Winkel ß und «' küuncn wir von 
vorne hinein beliebig niiiiehin« n. Für dm Fall, dafs t\ und £ neue Panllel-i 
bedeuten, ist ^ = a' = <!/^ tv\ luhmcu, so dafs also: 

»in ß 



sin i'f' ' sin it 



Subctituiren wir diese Wcrtbe von x und n, so wie die oben aufgehellten für a und a 
'm die beiden Gleiebnngcn (1) der 91. Niinnner, und beieicbncn in^dcb dnrcb e' und 
e iwd c^iBiig zu bestimment« CkmlaiiteB, w finden wir 

' = ^ ^ f 5SS5 

Bezeichnen wir endlich noch diejenigen Wcrthc von y und x, welche demjenigen Puncle 

entsprechen, für welchen q und p verschwinden, durch y' und x, so kommt insbesondere: 

\' sin "i+x sinii, , y' sin a + x »in a, 

O = = r-77 hc, 0 = r-ir ^-|-C, 

»in ir »in Cr . ' 

ond wenn wir diese Gleichungen von den vorstehenden abzichn: 

— (y — y*) "»"ß-*- (« — »') ßt _ (r—y')aima+(X'-t'yamaf 

Diese Gleichungen sind, da q und | alle mOgUcben Parallel' Coordinaten acin kön- 
nen, in den bisber geiirSudilicben Sinne dei Wortee, die ellgemeintten Coordteatcn^Ycii- 

wandluugs- Funnein unter der bekannten Fonn. Obgleich von einer Seile zwar der Be* 
grill der Coordinaten -Verwandlung eine der Grandiagen der analjtiacben Bebandlong der 
Geooetrie bildet nnd inmer bilden wird, so beecfarlnkt doeb von der endera Seile die 
Aufstellung des allgemeinen Begriffs der Coordinaten ungemein den tiebranch und die Be- 
deutsamkeit. Jener epectellen Formeln. Wir werden In allen folgenden Untenncbnng^ 
durcbaos bcine VeraniMsung finden, ane dendben so bedienen. 

24. Man fO»gt gewöhnlich die Parallel -Coordinaten als Segmente, welche anf zwei 
festen geraden Linien von deren Durchschnitt an gerechnet werden, zu constraircn, und 
zwar den Werth von p auf der geraden Linie q ss 0, nnd den Werth von q auf der ge- 
raden Linie p = 0. A^nlicb können wir auch die allgemeinen AuKdrticke von p und 
q darstellen. Bedeutet nemlich flberhnnpt p diejenige gerade Linie, welche von dein be- 
Sfigliclien Puncle M aus, nach der geraden Linie p 0, nach gegebener I\lchlung gezo- 
gen wird, so können wir, nacb derselben Richtung, dnrcb den Dnrcbc^ltt O der beiden 
Axen p = 0 und q = 0, eine gerade I>inie OP' ziehen, und dnnn ferner durch den 
Puucl M eine gerade Linie MP', die mit der Axe: p = U, parallel ist, und die eben fß» 
Mgene gerade Linie in irgend ebieni Puncto P* schneidet. Alsdann ist «ffenbur: 

p = OP'. 

Für andere Lagen des Punclcs AI rOckt im Allgemeinen der Punct P' auf der fesleu go- 
tadca Unie'OP' forb Anf gleiche Weis« kajw mui Ae «Adern Coordtaiatcn q auf 

S 
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xweilen festes, durch O gebcadeo geradea Linie OQ' coutruireu, die dicjeDi|;e Richtung 
Iwt, ndi der wir, den FrUlem genlb, an dicselb« Coonfintte danmitelleB, «in« finde 
Linie toib Ltzii^liclu n Punrlc M nnrb der \\c: q = 0, gozogfn hab4>n. Wenn iiisbe- 
toodcve 01^ und OQ' betüglich mit den geraden Linien: q =s U und p = 0, niMmnica- 
bllM, lo eriielten wir du gewlAnliebe Spitm der Pmlld-GowdinaleB. Wir klhaieB 
iwIlMODdere aber auch die beiden feMen geraden Linien OP* und OQ* in eine einzige 
zocammenfallen lassen; dieser AmMhine entspricht, da£s die beiden Coeffidenten » nnd » 
beide der Einheit gleich lind. 

9S. Zwischen irgend zwei Coordinalen*8jltMien , die beaondcm Coordinaten -Be- 
slimmongen entsprcclicn, findet eine diirchans gegeoteitige Beliebung Statt. So wi« q und 
p durch die allgemeinstea linearen und ganzen Fanctionöi in y und x sich «usdrÄdlcn ' 
lassen, Bo künnaa wir noch y und x durch eben solche Functionen in q und p darstellen. 
\n der Steile von y and x ktinnen wir irgend zwei andere hierhergehörige Coordinaten 
nehmen, ohne dafs'die Form der Gleichungen (1) irgend eine Acnderung erleidet. Diese 
Gleichungen bestimmen jedes Sjstem der fraglichen Art, wenn irgend eines derselben ge- 
geben iKi. Alle diese Systeme bilden also eine, in «ich abye c li l oe s e n« , besonder« 
(Masse von. Coordinatcn-S>$temen. 

26. Ein Punct ist dnrcb seine bdden Coordinaten, das heilst durch die Werthe 
mcicr gegebenen linearen und panien t^inclioiien q und p vollkommen bestimmt. Jede 
neue solche gegebene fuuclioo r läbt sich durch die beiden ersten auf lineare Weise aus- 
drOekcB. "Wir ktanen, indoB «ir dorch vaA e vier gegaliene Constwte beseidK 

nco, von wekhoi eine anch wiUkahflich angenommen Trerden kann, 

, p'r-*»x'q-»-n'p = c (1) 
setieo. r ist hierbei ab «ine Fundien von q and p tn betrachten, nnd io aoCgefaist ist 
die vorstclictulc (jlcirluin^' eine identi.sclie. Auf üliiiliclie "Weise können wir beliebig viele 
neue lineare Functionen cinlUbrea, die alle für einen gegebenen Punct bestinunte Werthe 
eibaltcn, wdobe als Coordiaatcn dieses Pnnetei, dier ab solche, die In einer feganseid» 

Sen AbhSupiekeif von einander stehen, betrachtet ^verdcn können. Eine Glcicliunj^ zwi- 
schen beliebig vielen solcher Coordinaten stellt ebenfalls eine g^ bestinunte Curve dar, 
nnd kann aof eine Gleidnng swisehen «wd l>did>igen derselben nrOckgeftbrt werden. 
Um die allgemeinsten Resultate /u erhallen, ist es nicht einmal nöthig, auf die Abliiingig 
jMit der Coordinaten von einander Rücksicht zu nehmen. Ich unterdrücke indefs alle vor- 
greifiendcn allgemeinen Bctraditangen; ea wird der Vortheil weider, für die analyti- 
sche Darstellung, mit dem (lebrauche von mehr als znei ganzen und linc.iren Functionen, 
dflffim Conitanlen eben so viele gerade Linien entsprechen, verbuodea ist, in den spätem 
EnhvicUungen sich auf das DemÜdiste beranssldlcn. 

In der II. und dan Ufflndsp I^ummern haben wir schon die vorstehende Gleichung 
(1), wiewohl unter' einem f^ia verschiedenen Gesichtspnncte, betrachtet. Die besondcra 
Fälle, die wir dort discntirt haben, können wir anch annittelbar in anaam na n a n Bo- 



iracbtangcn Unübanisha, nanMutllcb di^aiigsn beiden, «Gekhcn ln%nde Gle ia b n n y n 
«tttsprecheoi . . 



mitteluug dreier gegebeneu liucärcu und ganzen Functioucu r, q und p zu Grande legM^ 
SO kOonen wir ein« vierte aoldie Fnnciion a als «Ine boaiogene ginu and linear« 
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Function von r, q wd p betnchten und durch eiiie 'identkcbe Glcichmg vom folftndar 

Form einfübrcQ; 

(T'«-|-e'r-4-x'q-|-fi'p ^ 0.— 

Da Jeder lioearen Fonclion eine gerade Linie entspricht , so wird nach der letelcn 
Mentiscben Glddiang durch drei gegebene gerade Linien and (zwei) onbettfanaile Coelfi» 
dentea eine beliebige vierte gerade Linie bestimmt. Hierin liegt die BcgrOndung desjeni- 
gen Verfahren!, n»cb welchem der Beweis aller derjenigen Sätze Ober gerade Linien, die 
nicht yon GiOliett>Besliinmimgcn abhlugen, durch drei Symbole (lineare Functionen) und 
■ihlilliwinHi Coefficieulen geführt wwd. DiCM« Verfahren habe ich zuent ia Crclle'a 
Journal angewandt *); ich mufs mir versagen, hier auf dasselbe zurQckzukoranien, «n ihB 
•eine vollständige Ausbildung zu geben und um neue Beispiele hinzuzufügen. — 

S7. Der allgenu-inc iu den frühem Nutnniern aufgesIcUle Begriff linearer CoordiMK 
ten würde unvolhtUndig sein, und dadurch die anal vlisclic Darslcllungswcisp tmzusammen- 
häugcnd werden, wenn wir nicht auch imaginäre Cuurdinatcn betrachteten, das hcifst 
d t ^e nig— Werlhc, welche, auf gegebene Puncte bezogen, gegebene imaginäre und lineare 
Functionen erhalten. Solche Coordinaten ordnen sich, wie die enisprerhendcn Functio- 
neu, paarweise zusammen. Jeder Coordiuale, einzeln gmouuiicn, enispricht eine ima^näre 
f[«nd« Lhde, cwdfln nmmniengcbOrfgffi Goordloktca entspreehcn vwti inaghilre gemd« 
Linien, die sich in einem reellen Punrie schneiden. Solche 7,wei Coordinsten kOnnen wir 
aber auch durch die Vcnnillclung zweier reellen geraden Linien, die sich in eben jenem 
Pancte ■d m c i de«, geometfiach bealimen. Dleee DealiMMiBg fcaOpft ildi in dne «Ufe- 
meine Coordinaien- Verwandlung der wir Jb den folgenden Ntaunem eiM bfioiidere AoC* 
merksamlieit schenken werden. 

M. Wenn q und p eolche lineere Tundimien bedentcii^ wialcbe Wondn einer mi 

derselben quadratischen Gleichtin;; sind, so kfinuen wir, atalt ihrer, iwei Deue Fimctiooeit' 
durch die folgenden Gleicbuogeo einführen: ■ 

'q«t^«nT, (1) 

p = t — wV — 1. 

,Te nachdem q und p reell oder iinn^iniir sind, ist die Function w, umgekehrt, inui|^ailr, 
und z« ar von der Form w'K — I , oder reell. Die i'uaciion t bleibt immer recIL 

Wenn wir aber eine der befalcD' Wondn einer quadratisdMO Gldchmg nit 
(■+nV— 1) un<l die andere dcrselbca Bit (in — iiV— 1) [m und n bedenlep xwd 
Comtante, deren jede auch der fJuhdl gleich genommen werden kaonj multiplidni^ oder 
aoeh, was blob einer andern Anwboe toq • and n entspridit, dividiren, so aiiid dl« 
Ausdrücke, welche alsdann sich ergd)en, wiederum Wurzeln einer qnadrattsehen Gld- 
duing. Durch diese Bemerkung gelcUet, wollen wir, auf allgemeinete Weise ab oben, xwd 
iMoe hBctfamcB n und ▼ dnn^ die folgenden beiden Gldcbung^ ejoftbrcn: 

q = (1— oV^) (n+vlCTT), (9) 

p ={l-f-„lCn) (a — yV^). 
« bedeutet hier eine constante GrOfse, welche wir wtllhQhrlich annehmen können. Diese 
Gieichongen bflnBen wir andi Mif die naehstcbendd Fomi'briogcn: 

q s (0+«v)+(T~«t0)V:ri. . («j. 
. . p — (»+«»)--(»— 

•) „Utier ifu rri.rnurh allgtauime Bjmhh mi «alMlinaiftr Cer/lIciiMMii.*' Grelle Jswn. T, MSw 
Fcracr X, 210 und Ai, 2S. 

8» 
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ynd aladuin cipbt tidi mh der ZuBammcoateUung mit den GleieliiiDgm (1) aoauttclbar: 

t = u+ttv, w = T — «n; (I) 

und Ucnnt: 

Zuviirdcrst zeigen die Torstebenden Gleicliangen, dafs die Functionen t und w in der Bc- 
aUuuHing der Functionen u und v einscfaUeblidt enthalten tind; sie enl«prechen der be- 
•ondero Anndune, dab a gleich Null genoDmen wird. Jeder «ndera Anaalime ron a 

entsprechen zwei andere Functionen u und r. Diese allgemetnere. Fanrtioncn -Beslia- 
inung sclilicf«! auch den Fnll, dafs q und p reell sind, keinesweges aus. AlsJnnn wer- 
den die Function v und die Coustanle a beide imagiuSr und von der Form vK — 1 

Um utTtf:ckohr( die beiden neuen Funrtionrn u uik! v durch die uripriillg|iclMB qund 
p aosxadrücken, erhalten wir die nachstehenden beiden Gleichungen: 



nnd inabeiondcre, wenn wir «r s 0 Debnen: 

2t = q + p, 2wV^ = q — I». 

29. Weil q und p die beiden Wurzeln einer quadratlKhcn Gleichung »ind, erhSlt 
man zunäcbat redle AosdrUcke fQr die Summe und das Product dieser Functionen; man 



p4-q = 2(u-*-av), (7) 
pq =: (l+o*) (tt*-f-T*); - (8) 

nd hierau reelk AindrilAe für alle sjnncti^die FtaaeilMiai tob q imd p, wie nm 

WbrlLiiiini n liii rnach jede Gleithuiij;. in dor die beiden linearen Functionen q und p sjm- 
nctriach vorkommen, in eine Gleichung zfvi«chen den Funclioncii u und v umformen, und 
xwar auf nozahlige Weise, indem wir f&r ir aHe nügNcben Wcrtbe •nnebmen. Wenn q and 
p imaginär sind, treten an ihre Stelle die, in diesem Falle reellen, Foodloinen n und 
Wenn wir inabeeondere a (leich Null nehmen, so kommt: 

pH-q = 2t, 

pq = l'-4-w», (16) 
p»-|-q« = 2(1'— w*). 

Ein anderer ausgezeichneter Fall ist dcijeni{e, dab 0 bs 1. Abdaun aind anch dM enl- 
spi«dieBden Functionen u nnd v die beiden Wuidn cber quadnÜsAen Glctdung, und 



erhilt: 

p+q SS 2(U-|-»), 

pq= a(tt»-hT«), ' (11) 
p*-|-q* =B Bov. 

Wenn q und p reell sind, so verwanden sieb die beiden Gldcbtuigen (7) und (8) 
in die nadietebcndäi: 

p+q = 2(u-«V), (12) 
pq = (l-a') (u»-V*). 
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30. Zwischen don Tcnchicdeoen Linictt-PiMrai, «ddi^ bd I xHc hitcr AniuluBevon 

u, durch die beiden Gleichungen: 

USSO, TSSO, (13) 

dargestellt vrcrdon, finden nicrk\\ürdi^(> Urzicluin^cn Sfnif. ZuvOrdorst sclion wir ans den 
GIcicbuO£ca (2), nach denen p und q verscbwiadco, wenn wir zugleich u = U und 
V ^ 0 MtuB, dafo der gemdoMine Darditdiiiilt aller dieser Lioien-PMre snglcidi ancfc 
der DurdMchnitt der durch die beiden Gleichungen 

p = 0, q = 0, (14) 

dirgeileUten geraden linieD Iii; ein Dnrdtodmitt, der, andi weao dieie Uoicn eeUiit 
{■m friMti ^od, dennoch immer ei» reeller Piioct bleibt. Wenn wir inibesoodore «t s 0 
tebeit, eo gehen die Gleiekungen (13) in die iblgendco Ober: 

taO» wsO. (15) 

Nadk den Gleicbongen (5) kllonen wir die beiden geraden Linien (13), >Tclchc ir> 
gcnd einer bcsondem Annahme von « tah^tAta, auch dnrdk die folgendjtn Giekbungen 
daretellcn: 

t— «w SS 0, ir+a» as 0; (16) 

■nd eben lO die beiden f^rmdm Linien (14), nedi (4X durch die folgenden Glocbungcn: 

u-t-av s= 0, . 7— an = 0. (17) 

Wenn wir ferner an die Stelle ▼<« t und w Aefenigcn beiden ToIIkiMMnen beelinmlen 

Functionen u* und v* scl/i'n, >vclche irgond riiicin Ix-sondern Wrrlhc ct„ dfr CuiislniUfn 
tt entsprechen, und dann, iudcm wir die unbestimmte Conttante zur Unleracheidung von 
« durch 0^ beteidinen, die Gleicbimgen 

bilden und dann entwirkcln, go crbalten vrir: 

(t — «»«) — «"(»+ «.0 = (1 — aX)t —(«• + ««)» = 0, 
(w+tt,t)+«\t— «»w) = (1— a,ai*)w~(a*+a,)t = 9. 

Diese neoen Gleichungen \rcrdea oit den GleidMing^ (M) idenliedl, wenn dio folgende 
Bedingpmgi- Gleichung besteht: 

f±^, = a. • (18) 
1 — er,«" 

Wir sehen hieraus, dafs die IJiiipn- Haare (13) sich panz auf dieselbe Wei«o durch die 
Venniltelung irgend zweier Functionen u" und V, weiche einem bcitondcm \V crlbc von 
« entsprechen, Iwsliunnen fassen. Wenn neaalieh versddedene SfOkhe Fondlonen nach 
einander an die Stelle von f und w in die Gleichungen (16) eintreten, um ein und das- 
selbe Linien-Paar (13) darzustellen, so erhält blofs die Coustante einen andern Werth, 
ün aUe aOgfieben Unicn-PMve (13) aasudrOckeB, nissen wir « eb einen nnbealiani- 

tcn Cocfficienten betrachten, nnd dann ist es also cnn/ pleithgillli^, von welchen zwei 
bcsondem Functionen wir aiugeben, ob von t und w oder von irgend zwei andern. 

In dem Falle, d*ls ^ nnd p reell sfaid, erhaken die beiden Fnneiiainen ▼ md w 
die Fom vT — i und wT — 1. Das Imaginürc füllt aber in diesem Falle aus der zweiten 
Gleidwng bei (13) und der zweiten Gieidumg bei (15) von selbst aus: statt derselben 
bilnnen wir folgende Gleichungen nehmen: ' 

v' = 0, w' = 0. 

Die geraden Linien (13) bleiben also beide reell, eben so insbesondere auch die beiden 
geraden Linien (15). Auch die Gleichungen (16) und (17) müssen sich hiernach auf 
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reelle Form bringen Uuen, und wirklich verwuideln sieb • dietelbeo nmuttaUMU' in die 



l+«V = 0, w'+«"t = 0, • (18) 

U — rt'v = 0, \' — au = 0. (19) 

Aber zugleich ^hea wir aus diesen Gleichungen, dafs nun nicht mehr die durch die Glei- 
dnogen (13) aargestellten Lioien- Paare io der|«iiigcii gegeoaeiügen BeneboBg unter ein> 
ander und zu den beiden ^irxlm T itiicn (II) stehen, als ift dOB AUhcr bdlMltClCB 
Falle, wu die beiden Fuucliuueu q und p imaginär sind. 

' Sl. Wir können doreli Hdlfo der Glekhangai (6) die UnicB-Pm (M) tnA Ml* 
■fttdlMr dor^ q und p anidrfickeD, and erhalten, indem tvir, der Kflne kellier 

seluii, ifalt der Gldchong (13) die folgenden beiden: 

p + Aq = 0, p — ^ = 0. (21) 

Zwei gerade Linien aber, welche durch Gleichungen ron der Torstehcnden Form (was fOr 
lineare Functionen q und p anch bedeuten mOgcn, ist hierbei gicicbgtillig; wenn diese 
Functionen sich ändern, brauchen wir blofs, damit die vorstehenden Glcichongeu diesel- 
ben bleiben, zu gleicher Zeit den Werth des Coeflicientcn A gehörig zu ändern, und so 
können wir ^um Beispiel auch, sobald die Functionen q und p bestimmt sind, die vorste» 
hcnden Gleichungen auf zwei andere von derselben Form zurückführen, in welcher q und 
^ giewühnlirhe ParaUd-CoordioaUo bedeotcn) dargesleUt werden, biidcn mit den beiden 
§endcn Linien: 

psO, 4|e=0, . (14) 

ein System von vier (geraden Linien, die man II a r m on i ra 1 cn pi-nannl hat. Es ist diefs 
die analytische Dcflnilioo eines solchen Sj'stcms. Die beiden geraden Linien (21 ) sind 
unacm Voreotectxnngen etmlft tamier reell, die beiden fereden Linien (14) lind catw»> 

der redl oder imaginSr und, dem entsprechend, ist nisdnnn der Cocflidcnt X ebenfalls 
reell .oder imegpnl''* Jedes der Linien-Paare ( 13) bildet also mit den beiden geraden Li- 
nien (14) ein System Ton vier Hetmonieelen. 

Zu demselben Rrsull.ili' prl.iiiLcn wir auch, wenn wir nach den Gleichungen (2) um- 
gdiehrt die beiden geraden Linien {Ii) durch Yermittelung der beiden Functionen u und 
T, Qod twar dorcfa die Gleicbnageo 

U-T>^ = 0, ulf-vV'3i =0 ' (») 

darstellen, wobei indcfs nicht fiberseben werden darf, deli 'die FtancÜonen ■ xnä v von 
der willkührlichen Conslante a ebbSngig sind. 

An die Stdle der- vontebendmi Gleichnngen treten« wen q md p lecU dnd, die 



n-4-v' = 0, u— v=0. (23) 

32. Beliebige solche Linien -Paare, von welchen }edee mit swei gegebenen geraden 
Linien vier Hannonicalen bildet, hcifst eine Involution von Linien-Paaren; und 
wir wollen, je nachdem die beiden gegebenen geraden Linien imaginär oder reell sind, 
dieselben ab eine Invohilion der ersten oder nweiten Art miteracheidan. Wenn Ir- 
gend zwei Linien Paare gegeben sind, so können wir dieselben al.s einer Involution an- 
gehörig betrachten, und wenn alsdann irgend eine fünfte gerade Linie beliebig angenom- 
men wird, so ist dadnrcb dne aocbite gerade Linie anf lineare Weise beeümmt, wcbhe 
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■it jener ein neues Paar der lavolation bildet. In jeder lavolution von drei Linien* 
Pincn wM fade fcnde Linie abo doreb die l&nf Obrigen voUkonnien bcatlmt. Die 

bfiilcn Linien zweier Paare einer Involution (dicBcn Panmi rnt«jnirlit n.irli der obifjen 
Beziehung A s 0 and A = co) fallen in eine einzige zusammen, und die beiden, reellen 
•der ive^lKB, geraden Ltnieii, welche mm aaf diesem Wege erhlit, sind ^eo di^enl- 
gan beiden, mit welchen jedes Paar der Involution vier Ilarmotiiralm bildet. Bei bclicbi- 
'f/Kk Anoabmen von a stellen also die Gleichungen (13^ Linien -Paare derselben Involu- 
Üon dar, and xwar atellcn, wenn a, ß und y, and t^, /f und / wtlllilibrlicbe Conatante, 
N«dl and Urnndllch nicht ausgeschlossen, bezeichnen, die drei GI(m< Iiungcn-Paare: 

a+«r = 0, u+ßv Sit 0, u-t-yv s=: ü, * (M) 

T— «m =s 0; T—Ikk as r—jn » 0; 

ebM fanolätkm der ersten Art, and die drei Gleichungen -Paare 

u+a'r SS 0, n+fiTr s 0, u+/v s 0, 

▼•«•a'a = 0; v+Z^a = 0; v+y'u = 0: (25) 

eine Involution der zweiten Art dar. 

33. Um alle durch die Gleichungen (13) darstellbaren Linien - Paare xn erhalten, 
können wir, ohne Unterschied, von irgend einem beliebigen derselben ausgeben. Deshalb 
war bisher keine albere IJpncÜMien-BealiaMMlBg nothwendig, es war hinreichend, voraus 
zusetzen, dafs p, q, o, v . . . . lineare und ganze Functionen irgend zweier beliebige« 
linearen Coordinaten bedeuten. Diese allgemeine Voraussetzung reicht aber nicht mehr 
Ud, wob wir voo den' Inglidwa Linien -Paaren (13) irgend ein beaonderea aaa- 
seiebnen wollen. 

Es ist zuvOrdcrst ersichtlich, daf.s wir solchen zwei beslimmtcu Functionen u* und v*, 
die von einem bestimmten Werthc a„ des ursprünglichen a abbtngen, die geooelriMbe 
Bi^dinitimo; irpi nd zweier beliebigen linearen Cordiuatcu beilegen und hiernach rQckwSrl« 
zwei aiidtrc lineare Coordinaten so wfihlen kOnncn, dafs p und q solche Functionen der- 
selben sind, weiche doreb ^eadbe qnadraüscbe Gldcbaog beMimmt werden. Nach dicaer 
Bemerkung wollen wir insbesondere den Functionen u" und v* die Bedeutung gewöhnli- 
cher Parallel- Coordinaten geben. Wir können in dieser Voraussetzung das durch die 
beldoi Glelebnog^n 

u« = 0, v» = 0, (26) 

dargestellte Linien-Paar von allen übrigen a priori unterscheiden. Wenn wir ncmlicb, • 
vam was iBr ebiem besondem Wertbe von a die Fnnetionea n and v, im AUgemebien, 

auch abliängrn inU;;rn. die beiden Gleichungen (22), wclcbe «B die SCdle der Glulfbun 
gan (14) getreten sind, auf folgende Weise schreiben: 

(a)-a(v)K=l = 0, • (u)-|-a(v)VCri 5= 0, (17) 

indem wir a(v) fqr v schreiben, so kOnnen wir (u) und (v) als gewöhnliche Paralli-l -Co- 
ordinaten betrachten, a bedeutet alsdann eine Conslanic, die von dem jedesmaligen 
Werthe von a abhangig ist. Wenn wir hiernach denjenigen Winkel, welchen die beiden 
geraden Linien eines beliebigen der Paare (13) mit einander bilden (ein "Winkel, der im 
Allgemeinen von einem dieser Paare zu einem andern sich ündert). w nennen, und denje- 
nigen vollkommen beslimmlcn Winkel, welchen die beiden , gleichzeitig auch durch die 
vorstehenden Gleichungen dargestellten, geraden Linien (14) mit einander büdcn, dnrdi'i» 
,beieicfanen, ao eibalten wir nach einer allbekanalen Fonnel: 
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Aas dieser Gleichung folgt, d;iü «tnw ein Mininium wird, >^oiin n = 1 , du iieifst, 
wrnn u und v Parallel - Coordiiiatcn bedealen, und also nichts andres als ■* and v* sind. 
Ilternarli sttilcn die biitli n (ilcirluin^rH (2G) dasjenige Paar der Involution erster Art 
dar, dessen beide geraden Linien sich unter solchen \>'inkeiu sdiucidcn, >yelche, ihrer 
GrOtse nach, ioi meisteii von «iocn cechten Wioi^ alnrcicheu. NenneB wir «Im diwa 
Dttrdisdiollls-Wiiikd zur Uotcrsrheidung & nnd (ß^ö), so cffgOlt skJt Mglckb: 

und Ucimt pknea die ludulehendcii GIcidmogeB'TOD boBciicnawcrtkcr Fom iMrvott 

Umg'n = — jW*, (») 

«o^ro^& Ä 1. 

34. Aus der Zusammenstellung der beiden Gleichungen (2R) und (29) ergibt sid^ 
ttiimiltelbar, tut Besthnmung des Winkels «t darcb deii lYiokcl & und die ConsUole 9, 
die folgende Glewhuug: 

mtta = »in». (30) 

Für jede besondere Aunabme des Winkels w gibt diese Gleichung zwei Werlhc von a, 
VOB wckhen der dn« der rcdproke Werth des «DderaM. H ^ um cntspridrt, itü, 



wn die beiden geraden Lkden dnee der Piere (13) mit einander Vertausdit, <^ an die 

Steile nm treten ladii, wenn die beiden ddchongen (37) onrerlndert dicedben blei- 
ben pollon. Die beiden Werthc von n entfernen sich uro so mehr von der Einheit, je 
mehr der Winkel w von & sieb eulfemt und eiocin rechten Winkel sich nähert. Für 
den grtfdcn nnd kleinsten Werth, den bd reelleni Wertbe von s», echdien kann, er- 
gibt rieb hienacb, indem man ete« s 1 f^ctzt: 

• — is^- 

Doch küDiieii diese beiden Werlhc von a nidil als ein eigentliches Maximum und Miat- 
uuin gelten, denn die Werthc von a bleiben anch dann noch reell, wenn simt»^ 1 und 
der bcxQgticbe Wink«! w also imagioir wird. Wenn der Winkel ^ dn rechter ist, bleibl 
a immer der Einheit gleich. 

33. Nachdem wir in der vorigen Nummer nachgewieaen haben, dafs, vreoo <fie bei- 
den geraden Linien (2(i) diejenigen sind, welche steh anler solchen Winkeln schnd- 
<len, deren Abweichung von einem rechten ein Maximum ist, ^vir den linearen Functionen 
u* und V* die Bedenlung gewObuUcher Parallel- Coordinalen beilegcD ktoncn, wollen wir 
mm alle Panrc der Involution dordi die Gldchnngen: 

u» — o»v° = 0, v»+«»u» — 0, (32) 

darülellen, indem wir a" als eine unbestimmte Constante betrachten. Alsdann erhalten wir, 
wenn wiederum w und (it — w) diejenigen Winkd sind, unter welchen die Linien irgend 
eines dieser Paare, welches von,diieai besondcTO Wertbe ▼«» «t* dkblBgl, akb schneiden, 
nach der bekannten Formel: 

1 — «♦ 

wobd das doppelle Zdchen sich aur die beiden Nebenwinkel beliebt, welche beide für 
« genmnnien werden können. Wenn wir in der vorstehenden Gleidinng a* ^dch Mnll 

neh- 
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nehmen, eine Vorausselzung, bei welcher die Gleicluinpcn in die Gleichungen (26) 

Übei^ebeD, ergibt «ich u ssz &, wodurch wir die. Bettüligung eihaltco, dab & deojeoigeD 
'Warth ▼OS « bedeulat, t^ddicr «n vnMcb tod einem rechten Winkd aibweicht. Wenn 

wir o* unendlich selzen, so erhnlfcii vir denselben Fall, nur mit dem einzigen T"ntcr- 
, schiede, daüt alsdann l>eiden Functionen a* und v" aich gcgcoseitig verlaiucben, und 
dem «M^redwod tngteidi ntt dem WInkd u tmh dessen trigonometrisdie Tangente ihr 
Zeilen Indert. Uebcrbaupt Terlauschen sich die beiden Linien irgend eines beliebigen 
Paares, womit denn auch jedesmal eine Zeichen -Aendcrung von tmgio verknCpft ist, wenn 

wir statt a* mhnien ^ — Wenn wir das Zeichen von a" ändern, so bleibt der 

Werth Ton tattgiü unverändert derselbe, wShrend die Gleichungen (32) zwei von einan- 
der verschiedene Linien -Paare darstellen: es gibt also im Allgemeinen zwei Linien-Paare 
der IiiTolation, welche einem gegebenen Winkel u entsprechen. Nur in dem Falle, dsi^ 
a* veiÄchwindef , ist n' = — a", und nur dann fallen die beiden Linien-Paare, die dem 
Winkel w, der alsdann & gleich wird, entsprechen, zusauimeu. Wenn wir a" = =i:l 
aetien, wonach die Gidchaogea C^) hl die folgsnden flbergehca: 

u'rpv» = 0, U*±V* = 0, 

■owird dcrW'inkel ot ein rechter. AUdann aber erhalten Mir, wenn wir einen beliebigen 
der obigen beiden Wcrihe too «• redprok und raü entgegengesetztem Zeidben nduMO, 

den jedesraaligon andern. Es fallen also die beiden Linien - Pnarc, die diesen beiden Wer- 
then TOD a* entsprechen, zusammen, jedoch in der Art, dafs die erste Linie des einen 
Paares nrit der xweiten Lfade des xweiten Paares «Beeelbe wird. Wenn hubesMidcre der 
Winkel & ein rechter ist, so ist es, welchen Werth wir der Conslantcn a" bcilef^en 
mOgen, immer auch w; ein Resultat, zu dem uns auch die vorige Numgier schon geführt 

hat. Wenn a*^ , indem es durch Null hindurchgeht, negativ wird, so wird langu immer 
kldner, bisca, wemis^ss:lsy3i,v«Mhi*indeb Es konunt aisdaHi: 

u»=f:v«/3i = 0, »»dbu»!^ a 0. 

Wenn wir die erste dieser beiden Gleirhungen mit V — 1 mullipliciren, erhalten wir die 
zweite, woraus direct sich ergibt, dafs für jede dieser beiden Werthe von a* die beiden 
Unten des bezO^Udien Paares ins—nnfslliii. Dia beidan durch )ede der vontclMiiden 
GlcidMHIgsn, Bit BerOcksichtignng des do|i|iclten Zeichens, dargestellten geraden Linien: 

— v»K:Zi =3 0, tt«-|-v«K^l =s 0, . (33) 

sud, in UeberehnlimMmg nit dem THAem, keino andem ak die, in varÜcigeDden Falle 
fanapniran, geraden Linien: 

p = 0, q = 0. (14) 

86. Wir wollen uns mm zu dem zweiten Falle wenden, in welchem q und p reeUe 
Tmtßiaam, md also die Invohtfoit, «siehe ans dcn^ bei nillkohriicto Aonahsse der Con^ 
stanlen st'Cs of^), durch die dckhugsn 

a = 0, V = 0. <84) 

dargestdltea UnUn-Paara besidi^ von der xareitsB Art ist Dio Gkkhanpn {UX weiche 
in diesem Falle an die SloUo dar deichnngen (14} treten, können wir anf nachfolgende 
Weise schreiben: 

(a)+a'(V) SB 0, (a)-a'(T') = 0, (33) 

, indem wir a'(= aV — 1) als irgend eine Fimction \on a und (u) und (v') als Parallel- 
Coordinaten bctraditon. Kemien wir den- Winkel, wddicn di« beiden geraden Linien (34) 

4 
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mit einander Lildpi), o,' und, nio früher, den Wlnkil der bddeB gcndm Uplea (14) 
so erliaiteu wir iiacb bekauuter Furinel: 

2a' . . 

zptangti = -;»uiw. . 

ZurOrdenl ist hieraus ersichtlich, dafs a' niemals der £inhrit gleich werden kann, wenn 
nicht insbewmdere der Winkel v ein rechter ist, und daCs in diesem Ausoabnu -Falle, 
welche Werihe a' und anch erhalten mOgen, a' immer der Eloheit gideh ist. Abo 
CS bedeuten die Functionen (ii) und (v') für jeden Werlfi von n gcwühnlirlie P.mdlel 
Coordinaten, oder es küunen dieselben niemals i'arailcl - Coordinateu bedttlcn. Selzen 
wir imbeioDdcre elnsi' = 1» lo ergabt sich ans (861): 

a' Ä -~ — -. , (87) 

Stull ^ ' 

BÜMi' siebt ohne Muhe ein; dafa die beldea in dem yoretebienc^cn Ausdroek enlbaltcnen 

Werthe Ton a', welche sich niif den Fidl, dafs der Winkel w' ein rechter ist, beziehen, 
diejenigen sind, welche, so lange w' einen reellco Winkel bedeutet, am meisten von der 
Einheit sich entfernen. 

Wir könnten, indenj wir einen der Torstchcndcn beiden Werihe von a' nehmen, den 
eotprechend (u) und (v') als rechtwinklige Parallel -Coordinatea ansehen, upd^x' als unbe- 
stimten Coeffideoteo belbebatten, dt« (>iychungen 

(d)+«*'»i'(0 = O; (v')+«'a» = 0, 

iM Grunde legen, um aUe ÄOgiiehen Linien- Paare (31) zu disctiliren. Aber ich Imlto 
dlew Erörterungen hier lOr Oberflllssig, weil daraus, dafs jedes dieser Linien- Paare mit 
den beiden geraden Uilieii (II) Bftiinoniealen HbH ^ Natur deiaelbcn eich htadinglich 
ergibt. ^ 

Beiläufig bemerke ich nur noch, dafs die Gleichungen (36) und (2B), in denen tu 
und w' dieselbe BedeiAuiig hdlieri, 4dentlaclt dieselben Sai, «d 'dift wbr ditf Düenssion bei- 
der Fälle an eine einzige dieser Gleichungen anknflpfen Vflnnen. 

37. Ich habe sciiou an einem andern Orte daraul aufmerksam gemacht, dals derje- 
nige Bogen, wddicn dfai.«rig|onianwtriM&e TMgent« dksY—l entspricht, efai nnb«thnint«r 
ist and sich uiter der IMi oaV^ dantaHt. Seilt nnai la^^A k eo «r- 

'^**«> = a^-i - - 

welchen reellen oder imag|nlren Bogen B ancb bezeichnen muii. 

Die beiden Gleicbungm (93), in denen u* und v" die liedeutun^ ^l'^lll\vinkli^l r Co- 
ordinalen erhalten, wenn dta Winkel, den wir r; genannt haben, ein rechter ist, zeigen iiier- 
nach, dafs in dem eben bczeidaelcn' Falle die beiden intagünSren geraden Linien (11) be- 
liebig mit irgend zwei anderen verlausrlit werden kennen, welche ebenrills durch den 
reellen Uurchschnittapunct der Involution erster Art gehen und auf einander senkrecht 
sindi in der Art, dafs )ede imA diesen 'Panet gebende imagjhiSra genide litai« ab dne 
dieser Linien befrnrlitei werden knnn. In demjenigen Falle femer, dafs die beiden ge- 
raden Linien (11) reell sind und auf einander senkrecht stehen, einem Falle, dem 
a asdbV— 1 entspricht, zeigen die Gleichungen (35), däia abdm'n )e zwei inagiuSre ge- 
rade Linien, welc he mit den beiden geraden Linien (11) vier Harmonicalcn, oder, wie wir 
UM hier auch ausdrücken kOnocn, mit' jeder der ietzlgenannteik gliche Winkel bilden, 
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«7 



alc «in solches Liaicn-Paar augcsciicn werden kaun, das wir iu der 33. {«unuBer durch 
iBe GlcidHiDgcB: v* = 0 ya^ i* s 0, «hrgesMIt babc^. 

In TTebcreio6tiilillU|| hiermit zeigen die Gleichiiogcu (29), dafs tangti,-wmB ^» Jmi 

umgekelirt , laiig&, wenn v ein rechter Winkel ist, f^loirb ±V — 1 wird. 

'dH- t.& liegt uns jetzt nur noch ob, einige parliculSre Ftmclionen-Bestimmnngen be* 
•onden hccroizubebeo. 

^^'l•un T lind X beliebige lineare Coordiualon und p und q reelle oder itnagioBre 
Functionen derselLen von, der Form (y+ax-i-b> bedeuten, so ergeben sieb für u, v und 
bezO^idi V, in Allfeneiiicn, wtUe lineare mi f/uma FiiacHomi tos der allgenMiMtai 
F«Hm mit drei CoostanteB. .Wir «ollen demnach 

a^sCa]» . . T = bW, V = h'[vJ 

setten, indMB wir C4t CtF ^ tV] Kmw*. VtandioMB van y nd s tob dertaBiai 

Form als p und q belrarliten. Alsdann erhallen \vir, n^nn wir zuerst denjenigen Fall be- 
trachten, dafs die letztgenannten beiden Functionen iniaginär sind, aus den Gleichongeo 
(4), wdck« durdi Eial&liniiig toh j und x ideotiadM werdoi ihOhm, m 
d«r Co«fficicnt«D g and h die beiden, Qlniibmgen: 

1 = g+abi b— og Ä 0, 

und.ltonmi: 

1_ . _ 

Wem wir Ucniach in die «Mloaign (7) iitid.(8).[>] ii^d [v] etattamid ▼ 



oder^ wenn wir, der Kfiree wegoi, 

er SS 

leixen, und dann, da a jede beliebige Goutanl» bodeotaB kum» anck den Winkel 9 ab 
irgdMl einen beliebigen betrachten: 

P+q = 2 { [u]co«»y+ W«M»» , pq. — [u]*ee»*y+[v]»«Mi»y. (39) 
Iu dein andern Falle, dab p und q reell aind^ erhalten wir gau aof demadben Wege 
oder auch unmittelbar am dem Vorstehenden: 

39. Wir wollen zweitens fflr u und v gewöhnliche Parallel -Coordinaten einfahren^ 
und diese, wie oben, durch (u) und (v) nntersrhciden. Zu diosciii Ende können wir von 
den Gleichungen (38) — (10) der vorigen Nummer ausgeben. Indem wir nemlich dicje- . 
nigen beiden Winkel, welche die Axen: u = 0 und ▼ = 0 mit der Aie: x aas 0 bilden, 
9 und <V nennen, und >^ie bisher den Winkel, welchen mit der erstgenannten Aue die 
xweite bildet, durch to bezci( liiicn, so dafs also: S' — S = u, so erhalten wir unmittelbar: ' 

u] = — -. (n). [v] — -;~--/v). 

»inö ntii 0 

wonach zum Beispiel die zweite der Gleirhungeu (39) iu die folgende übergdlt: 

. , ,,«üi'w . , , 

■lind' fttiro 

40. VN'ir können aber auch» indeni, wir, wie eben, P«r9lle^-Co,ordin«teD einführen^ Flg 
die fragliche UraTomiDOg, welche In der 38. Mnanner alidn :ron a oder 9 aUlngt, eintig 

4» 
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vaA «Uoa von der in der 33. Nammer darch a bexeicfaneMn CooeUuitea abblog^ machen. 
Mar BllHen wfav ^ M einer IteBdiiBBnDrdnBg' der iDvolaÜoa die jedem Paare derselben 
«■IHlICilii Hill Constante a denselben Werth beh&Il, zwei sich einander cnUprcchendo Wcrlhe 

m and « kennen. Wir wollen nn« hier aal die Yoraassetzang beschranken, dafs a = 1, 
w«pn a Tenehwindel, wonach die beiden Funciionen t und w als Parallel -Coordinaten 
betrachtet werden können, nnd die Linien des ihnen entsprechenden Paaret dar loTolo- 
Üon sich anter aolcben Winkeln xh und (t — i^) stlmpldcn, dt-ren .\bweichang von rinrtn 
rechten ein Mazimmn ist. Nach der Bczeichauug der 35. Nummer heifat dicb, daCs I, vr 
wkl a beillgUcfa die Bedealaag Ton öl*, v* önd b^OBBcn. 

Dte beideB GIckhongen: 

t = u+av, w =s T — au, • (4) 

pkm» indani ivir imA (o) and (r) Paitlhl'Coavdkiiln dmtaUn and darch n dne 
nodi onbertkwrte Gonatante Iwwidlnen, in di« CBlgcaden tSms 

tsn{(a)^.«i(v)}, w s ~«{(a)-.i(t)}. (48) 

1%. L Zuvorderst ergpit riA kkraai, warn ^ am, ooi lan n tdn» so^dk ^ die entt Tf- 

gor beneben, 

aa = -T-S, — = — 5i (48) 

und aus diesen Gleichungen folgf: 

. ^»t»9d»y-h»ln9»lmr = 0, (44) 

»in S ain ) ' -i- sin 5' »in •/ = 0. l 15) 

Diese beiden Gleichungen gelten allgemein auch dann, wenn den Fonctioneu t und w nicht 
• s 1 entspricht, ud also diese FoncUonw akht ak Paralid- Coordinaten non rt mi rt 
fcOnMn. IKwe V«mnnctzung lieCeit die ncnen BestioiaHingen: 

nny' ajttd' 

*-s5» = - 

ond dann, mit BcrtcUdiligiing n» (45) 
•o dab abo: 

aht9mm8+aimy' tiny SS 0. (17) 
(Diese dejdumg folgt nnmittelbar aus der allgemeinen GflItiWkdt ^ GUehnng (44).) 
Ferner erbdten wir eoi den beiden Gleichungen (13): 

«my _^ sind 

' ■'isy — isp* 

Endlich geben die Gleicfanngen (46>): 

ond, wenn wir atat^ der Sinus die Tangenten einfahren, und beriicksicbtigen, dafs 
& s d" = X— d, so kommt: 



' — sy» 
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and zuletzt: 



§. 2. GoordÜMten gender Linien. 



Wir habeo aber: 

«Hr nhitibriNii, «{plit dck ab die ▼«Aagte Glekbnng k)l§iaiit: 



kOHMB irir nach (30) 

41. Wir wollen drittens und letztlich noch die VoraassetMg mudmt dtb £e 
aibere FlBectioma-BeaiiuMiiimg durch die identische GUiehuiig: 

P+q-Hr ~ ßt 
gegflMB mL Dim Gldcbmg gekt in die folgende ttbor: ' 

2t+r = ßt, 

und so ergibt sich nnmitteli>ar, daCs in dem Torliegeaden Falle die gerade linie:.! ss 0 
darch den Durchschnitt der beiden als gegeben zu bdracUendn ÜDiai: r A 0 uöd 
t s 0 geht, und dadurch also ToUkommen bestimmt ist . 

Reducirt sich die obige identische Gleichung auf: - ~ - . 

p+q+r = ß, 

ao ilt die Linia« t s 0 der ala fagelieo su batiachteoden Unia« r s 0 parallel. 



411. So wie dfo Lage eiaee Pmelea b Beriebnig auf gegebene geooMlriBehe Oerter 

znei gegebene SlQckc bestimmt ist, so sind auch zur Itestimmaug der L.-igc einer 
Linie zwei Stücke nothwendig und hinreichend. Wenn zum Beispiel zwei feste 
ferada Unlen gegdwn abid, ao iat ein Ponet b ead a ia i l , wean acine AlMlInde Ton dcoael- 
ban ftgcben «ind, eine gerade Linie ist bestimmt, wenn wir ihre Durcbschnitlspuncle mit 
datf fMa* geraden Linien oder aocb nnr eine denelben und ihre Bicbtnng kennen. Zur 
UMljliiebenBeilbnDiung jedes jener beiden P md w JatH teiiaBete^ lo wie |eacr RkblnD^ M 
efafl Constante erforderlich. Um von einer der einfachsten Bestimmungsweisen auszugehen, 
wollen wir annehmen, dafs zwei feste, auf einander senkrechte, gerade Linien gegeben 
seien. Irgend eine beliebige gerade Linie schneide von der ersten der beiden gegebenen 
da SflgpifBt ab, das wir, mit entgegengesetztem Zeichen genommen, durch w bezeichnen 
WoUan, und bilde mit derselben gegebenen Linie oincii \Mnkel, tlcfRcn trtgonotncfrischc 
Colangente v sei. Die zweite gegebene gerade Linie dient liicrbei nur zur Bestimmung 
daifenigen Punctes der ersten, von waiebaoi an^dat Segment w gerechnet wird, und kann 

Ponet «naM «crdca. Tariangmi wir dto Gleidwng der so ba- 
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ttOMBtcn geraden LUe in gewOhnlicheo. PanUd-CoordbuCcA — lor UorMS TflfJeoiB- 
-cfainK, nicht mil wir dieser Coordioaten irgendwie zur Vennittclung bedQrfteB — and 
nehmen xngleicfa die erste aod zweite gegdiene feit« gende lioie als die Axen x s 0 

und j s 0, so ergibt sich sogleich: 

y-HTX+ir = 0. 

tv lind V bcdculrn für irgend eine gegebene gerade Linie zvei Constanic, sie erhallen für 
verschiedene gerade Linien verschiedene Werlhc, die aber alle auf gleicbmäfsigc Weise 
cODatmirt werden. Wir bcirarhicn sie als Teränderlichc Gröfsen, die erst fOr eine geg^ 
bcnc gerade Linie gegebene Wcrthe erhalten: als Coordinatcn dieser Linie. Wenn 
irgend eine Gleichung zwischen Linien - Coordioaten gegeben ist, so können wir diese Glei- 
dning durch die Coordinaten-Pam OBendüch vieler geraden Linien', die atelig anf einan- 
der folcen und also, im AI!|;eiTieincn, eine Curre umhüllen, befriedipeii : wir sagen, es 
werde diese Curvc durch die gegebene Gleichung dargestellt. Eine Glci- 
rhnng des enien Grades twiadien- den hdden Co^rfinaten w und r atelit hm engen Vcr- 
stiinde keine Curre dar, es rcducirt sich diese Ciir\-e auf einen Punrt, uml durch diesen 
gehen unendlich viele gerade Linien, deren Coordinatcn- Paare jene lineare Gleichung be- 
friedigen. Whr können dieCi muniMelbar «ns der linearen Vom der Gieidrang so 
leicht nachweisen, als dafs eine Gleichung des ersten Grades 7wisrheii (:e«Öhnlichen Pa- 
rallel -Coordinalen eine gerade Linie darstellt *).■ w und v sind aber nicht die einzigen 
CJoonÜnaten dieser Art; as gibt oncndlidi viel« Goordinaten, wdche alle die Eigenschaft 
haben, dafs eine lineare Gleichung zwischen denselben einen Punct darslelil: w\r \> ollen 
dieselben lineare Linien- Coordioaten neoneib Der eigentliche Gegenstand dieses Para- 
graphen ist, alle möglichen linearen Syiteme von Linien -Gooidbialnn in 'dlsimtiren. Zo- 
vor aber mOssen wir den Begriff der Coordinaten-Bestinmaog gerader Linien in seiner 
ganzen Allgcmeinlieit auffassen; die EntwicUnngen' des vorigen ' Paragraphen erlauben uns, 
der Analogie wegen, hier ganz kurz xn sein. 

43. Liniin C.oordinaten überhaupt sind also veränderliche Gröfsen, durch welche, 
wenn wir ihnen bcstiininle Worthe beilegen, eine gerad^ Linie geom etrisc h beslimmt wird, 
und welche für alle gerade Linien auf gleichmSfsige Weise dnrch di^^ermillelung gege- 
bener geometrischen Oerter construirt werden. Bezeichnen Mir allgemein zwei solche Co 
ordinatcn durch & und f und durch -iv und v irgctld zwei Linien -tioordinaten, die wir ir 
gend beliebig, zum Beispiel nach der Bestinnuungswcise der vorigen >iummer, »ählen, so 
liegt in der vontdicndai Definiiion, dalk ■ . - ■ 

= (f(\f. v), f = V'('^' 

uobci (f und y> irgend zwei Functionen andeuten. Wir wollen hier voraussetzen, diese 
FuMÜnnen aden algeihraiBcho nnd ratioiMle. Sdxen wir, den «olsprediendL . 

indem wir Audi t/f nnd ^' rationale 'nnd gane Vnnctionen «mdgen, so stellen die GId- 



9p'(w,v) = 0, y"(w,v) = 0, 

xwd «Igehndsd« Cnrven dar, die wir ds gegeben bdMditeii kihUMO. Itir jede gerade 
Linie, wdche die erde dieser bddcn Owen berflirt, Ist & f^dA MUI, iOr jede gerade 



*) AusfUhrlicbc ErürlcniDjtn üb«r «liesrn GfgemtJiui findet man in den rnlrn Nniomrm drc ximtcD Btn- 
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Linie, welche die zweite Curre berührt, ist & unendlich. Um den Werth dieser Coor 
dinale fOr eine bcliebi§e gegebene gerade Linie zu erfaalteo, wollen wir uns die letzten 
bdden Gleichungen te Beäelmiig auf w aufgelOset denken, und die Wurzdn der enten 

Gleichung w', w' . . . . w°, die Wurzeln der zweiten Gleit luiit^ w,. .. . nennen. AU- 
dann können wir die Gleicbong, durch welche & gegeben iai, auf folgende Art achreiltcn: 

(w— w')(w — w')....(w — w") 

• . '*(W— W,)(W— . . . .(W — Vtm) ' 

indem wir «liireb j» eine Constante fceseicbnen. Die AnadrOeke w*. w' . . . . w* atellen aber 

die Werihe der Coordinate w solrlicr 'I'onpenten an die erste gegebene Curve dar, deren 
Richtung durch den Werth für v, wovon jene AasdrUcke abhängig sind, bestimmt wird. 
Diese Riebtong itt eine gegebene^ wenn eine gerade Linie vorliegt, deren allgemeine Cv- 
ordinalon und ^ bcslimnil werden sollen. Jene Tnn};enten sind dieser "Xinic pni.illcl. 
Hienucb bedeuten (w— w'), (w — w').". (w— w») diejenigen Segmente, welche auf der. 
oben durch die Glddnmg x = 0 bestimmten, festen geraden Linie iwisdien der fragU- 
lidien geraden Linie und jeder derjenigen Tangenten der ersten gegebenen Curve liegen, 
welche ihr parallel sind. Der ZBbler in dem Ausdracke fiDr Ist das Product dieser Seg- 
mente, der Nenner stellt ein analoges Pro dort dar, wobd blofs Ae sweito gegebene Corre 
an die Stelle der ersten tritt. & bedeutet also den Quotienten dieser beiden Producte, 
mnitiplidrt mit irgend einem Factor p. Mit Rücksicht darauf, dafs (t eine unbestimmte 
Constante bedeutet, können wir, wenn in diesen beiden Producten eine gleiche AnzaM 
von Factormi TOrkommt, an die Stelle der obigen Segmente auch die kDrzesten Abstünde 
der gegebenen geraden Linie von den ihr parnlUlcn Tangenten der beiden Curvoi setzen. 
Auf gleiche Weise wie & können Wxi auch f bestimuien. 

Wir sahen, wie auf diesem Weg^ sieh immer durch die Vermittelong von vier gege- 
benen Curven die beiden Coordinafrn , von denen die Lage einer geraden Linie (iber- 
haupt abhüngt, construiren lassen; vorausgesetzt nur, dafs für eine gegebene gerade Laui« 
dies« beiden Constanteu algdbraisdi und anf einzig« Weise bestimmt sind. Jede andere 
Construrlinn, durch welche gegebene Oericr sie auch crmillcll werden iiing, lafst sich auf 
die vorerwähnte zurückführen. Wenn 0- und ^ rationale und ganze Functionen bedeuten, 
ao bedBrCen wir m Ihrer Constnietion blofs twder gegebepen Cnrven. Jede dieser Fto- 
ctioncn i?t alsdann als ein Product am (!eiij('nit;en Segmenten, ■^M■!(lle niiF einir der I'ich- 
tong nach gegebenen geraden Linie, zwischen der zu bestiuiui enden geraden Linie ciuvr- 
sdts and idlen ihr parallelen Tangenten einer gegebenen Conre andrerseits, liegen, und 
einem constantcn Copriirionfen. anzusehen und als solches zu construiren. 

44. Wir wenden uns nun za ooscrm eigentlichen G^cnstande, der BcstioMDung al- 
ler mOgliehen solchen Systeme Ton Linien-Coordinaten, in welchen die Gieidhang 
eines Punrtes vom ersten Grade ist. Aus dieser Beschränkung ergibt sich fo^dch, d^ . 
der Grad der Gleicbnng einer gegebenen Curve unverändert derselbe bleibt, wenn wir 
iNm einem solchen Systeme zu irgend einem andem derselben Art fibergehen. 

Der DeHnition nach stellt also, wenn ^ ond £ zwd CoordinAten diMr eben beteieh- 
neten Art bedeuten, die Gleichung: 

Ai?-t-B;-i-C = 0, . (1; 

einen Pimet dar. Diefs setzt voraus, dafs, wenn m und n irgend zwei andere Linicn- 
Coordinalen einer besondern Bestimmung sind, in Beziehung auf welche die Gleichung des 
Punctes ebenfalls vom ersten Grada ist, folgende Gleichungen statt finden: 
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Dnrdi die TcrariUdnog Ton acht nnbesliaiiBten'CoeffickttteD, a', V, V, •^ond^.. 



erfridt wm hinnadi die allf eneiiie IteeaK CocnBnalcii-DeBliiMminf tm jeder beeon- 
dera» Wir wollen hier den C'oordinnlcn m und n diejenige Bcdculunf; geben, die >vir 
oben den Coordinatcn vr and ▼ beigelegt- haben, so da(s n an die Stelle Ton w und n 
an die Stelle tod t getreteo ist, und ta|^«idi, der Kfh*« halber, ■ 

r(ni + a'n+b") = t, v(B+a'iB+10 s 9<ai-|-aB*|-b) = ▼ 

aeUea. Ilieroacb erhalten wir: 

^ = 7- ^ = T- 

Die Gleiduiog (1) nimmt alsdann die folgende Form an: 

An+Bv+Ct Ä 0, 

aO dab also au die Stelle der nllgomcinon Gleichung dea ClSlen Grades zwischen den bei- 
den TerbiderUclien GrOfton ^ und C di^ allgemeine homogene Gleicbong dewclbcn Gra- 
des zfriseben drei verftnderlichen GrOben t, u und t tritt. Wir kOmien auch die drei 
neuen linearen und Qbcrdicfs ganzen Functionen als Coordinatcn betrachten. Sie erballcn 
für eine gegebene grrnde Linie vollkommen hesliinmle. aber nirhl mehr von einander un- 
abbSngige Werthc, und die bezü^iche gerade Linie >>ird durdi die Quotienten )e zweier 
derselben geometrisch bestimnrt» ' 
45. T)\c drei Gleichungen: 

mH-a'm-t-b" =s 0, m-t-au-t-b' =ss 0, m+an-f-b = 0, 

Malt dereo wir aoeh die folgenden drei aehmcn bflonen: 

t = 0, u = V = 0, 

Stellen drei Puncte dar. Sind diese drei Puncto fegten, so sind dadurch auch die seciu 
CoBslanten in den vorstehenden GleiiAangen ab gegdben amuseben. Vfir wollen dBeae 

Puncte T, U und V nennen. Für jede prrade Linie, welche durrli rinrn dieser drei 
Puncte gebt, ist die bezügliche lineare Fuuciion gleich Kuli. Betrachten wir, um den 
Werth dieser Ftactlon flir Irgend eine gegebene gerade Ltaie in ebnstniiren, m' mä n' ab 
die dieser Linie angehürigen "NVerlhc <lor Coordinatcn m und n, und legen, etwa durch 
den Punct V, eine gerade Linie parallel mit der gegebenen, so erhallen wir für den 
Werth der CoonBnate ni deser geraden lini« dw Aosdrack -s-Can'-f-b). Die finoara 
Function (m'-f>an'+b) bedeutet hiernach die IMfliBrenz derjenigen beiden Wertbc der ge- 
nannten Coordmale, welche sich auf die gegdtene gerade Linie und die ihr parallelei 
durch den gegebenen Pmiet V gehende beziehen; also dasjenige Segment, welches anf 
der, oben durch die Gleichung x = 0 bestimmten, festen geraden Linie zwischen den 
eben bezeichneten beiden Parallelen liegt, oder auch, was dasselbe ist, diejenige gerade 
Linie, welche, von dem gegebenen Puncte V ans, nach der fraglichen geraden Linie, pa- 
rallel mit der Rirhtuäg der geraden Linie: X ss 0, gezogen wird. Jenes Segment oder 
ilicse gerade Linie, mulliplicirt mit dem constanlen Coeflicienten <f, gibt den gesuchten 
Werth der .Function welcher sich auf die gegebene gerade Linie bezieht. Indem wir 
erwigen, daia n nnd t dA gm» anf dieselbe Weise constntiren lassen, erhallen wir die 
folgende .Mlgemeinc f'oordinalen - HesIiniTruns veniiiltel^t dreier gegebenen Puncto und 
dreier unbestimmten CoefGcientco, deren einer iodcfs willkQhrlich angenommen werden 
kann. 

«Wenn 
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„Wenn irgend drei Piinrfc crt^cbeu sind, so sind die drri nllgcricincn Coordinaten 
einer beliebigen geraden Linie diejenigen drei geraden Linien, die von den drei gegebe- 
■MD PoBctcB am Dieb einer wflOLflhrlkfaen Riehtang, tmler einander parallel, nach der Im-' 
Udiigai faraden linie ^biobmi iverden kAHMB, »ilt^liciit mät di«i mÜMMiMaten Co«f- 
Btattatm." 

IM« AMideniiig der irillkflblicbeo Richtimg afdit oft der Bealnniinng der drd Coef- 
ficienten Ja einer wechselseitigen Beziehung, aber diese Beziehung ist nicht, wie es bei 
der Punct-Coordinaten-BestinuDung der 8. Mnauicr der Fall ist, unabhängig von den je- 
dconaligen Coordinaten -Wertben. Nennen wir denjenigen Winkel, welch«] irgend eine * 
gegebene gerade Linie mit der willLilhrlichcn ilichlung bildet, (o und dicjenigfll drei gen^ 
den Linien, welche von den drei gegebenen Punctca T, U und Y an, nach der gegjllM» 
neu geraden Linie gezogen werden, Tt, Uu und Yv, so dafs also , 
t.s r.Tt, Q SS v.tJa, r s ^.Yv, 

und legen dann von denselben drei Punctcn aus an dieselbe gerade Linie irgend drei 
neue gerade Linien Tt', Uu' und YV, unter den beiügUcben Winkeln et, ß und so er- 
gibt tfdi, wenn wir dine drei Wbikd dnreh die drei Gleidiuigen: 

Die Co efli cie al e u r, v und 9» hingen wn dem, von einer gendcn liote nr «dem vw- 

Sndcrlichen, Winkel öj ab, aber die Oiiolienten je zweier derselben, welche allein bei Be- 
stimmung der beiden Coordinaten & und 'i in Betracht kommen, sind von diesem Win- 
kd inablUta^. Wir kOonen hlenneh xifsr im AUg^dnen nidit Tl*, Ua' imd nb 
Coordinntcn der ^(^r.ulnn Linien bcHnditea, wohl aber die Quotienten einer dieaer beiden 
Linien in die beideu iibrigieni 

M Wenn drd Pnncte gegeben sind, ao erhalt man die beiden Coorfinaten eber bdie> 
bigen gerndeii Linie, wenn man von diesen Puneten aus nnrh derselben drei solche pe 
radc länien zieht, welche mit ihr drei gegebene Winkel bilden und dann die Quotienten 
einer bdiebigen dieser drd Linien in die bdden Obiigen nimmt* 

bsbcspndcrc kJlnnon ^vir die drei Winkel a, ß und «inander und einrin rerlilcn 
Wbakd gleich nehmen, so dais wir also fdr die beiden Coordinaten einer geraden Linie 
die bdden QaoUcnten eines der drd kllnesten AbsOnde derselben- Ton drei gegebenen 
Plmctcn in die beiden übrigen erhalten. 

. Auf gleiche Weise kAonen wir auch die bdden Coordinaten ^ and £ als Qaotien- 
ten von Segmenten anf TD nnd TY coostruiren. Wenn noalid dieae bdden festen ge- 
raden Unten von der zu bastBomenden beaügjliift in den Fanden und Y' gnadinlnen 
werden, m ist offdibar: 

» — t TU " ^ ~ r TV* 

46. Endlich ist es auch Icirlif, die allgemeinen Ausdrticke von O nnd ^ die uns bis- 
her (ibcrall als Quotienten veränderlicher Linien -Segmente entgegengetreten sind, als reci- 
proka WcHha aoleher Segaenta, odcir aneh da ankha Segimenla adhit datan d e M en. Stall 

aber in irgend ein Detail soldirr Tonslnirtionen einzugehen, wollen wir auch hier, Ähnlich 
wie im vorigen Paragraphen, nacbdcm die drei festen Pnncte T, U nnd Y gegeben sind, die 



S4 Erster Abschn. Allgem. Coordioaten- Bestimmung. 



tmbestimmten CoeCficlenten durch dne MwUMuhe Gkichui dnfKÜiru mA für diäte Gki* 
dMUg die folgende nefaiaen: * ° 

wir «Mk nnf iUgHide Wvm bringen können: 
WflMi MwBMh irgand dne homogene und lineare Gleidwag xwtochen n Md^; 

;it-i-/ttt4-w =s 0 (S> 

gegeben iit, m erhaltan wir dnrch Z ute gai% dieeer Glcidmng folgend« dni Paar« mn 



t = 0, (m+w = 0; 

V = 0, ;il-f-,«u = 0; 

welche mit dem durch die obige Gleichung (3) dargestellten Puncto in gerader Linie lie- 
gen. Die drd ertlen Pnnde der drd Faare rfnd die drei gegebenen Poncte T, V und 
V: die drei zweiten Puncto der drei Paare liegen auf denjenigen drei geraden Linien UV, 
TV und Tü, welche die gegebenen Puncte, paarweiae genonuneo, verbindeo. FQr die 
vierten bennoniKben IheOungspuncte tu jedeoi der lefatgaMmaten Pmiel« nnd denjenigen 
beiden gegebenen, mit irdciler deiidbe In gerader Uni« liegl, eifeben eich* bekannter 
Weise, die drei GAeichangen: 

fta—'VwsssO, vr—itssO, At— =s 0. 

Die drei vierten barmoniscbcn TheUungdpunclc liegen, weil jede der Torstehenden Glci- 
cfanngen eine algebniecbe Folge aue den beiden andern iat, in gerader Unie^ und filr dieM 
gerade Linie ist 

At = /<u = w , 

mnm wir, mit der Gldchmig (1), folgende Coordinaten* Warthe iwrleiten: 

wobei wir» der Kflno wegen^ . 

^ 

setzen. Die auf diese Weise bestimintc gerade Linie ist aber, was aus ihrer Construclioii 
folgt, keine andere, als diejenige, welche vtir uach der, in der 14. >iua>mer eiogefübrten, 
Definition, die Polare des Punctes (3), in Beziehung auf das von den drei gegebenen 
Puncfen T, U, V pebildele Dreieck, nennen. Wenn die Gleichung (3) insbesondere die 
Mille (den Schwcrpunct) dieses Dreieck« darstclll, so liegt die Polare desselben unendlich 
wdi{ Äa Coordinaten dieier Polaren werden aiio nnendBdi; demach erhlUiHB co, 
oder 

eine BeJinguugi-GUidwng, der wir aneh folgende Fotb geben kAnnen: 

47. Wenn fie drei Coordinaten t, n nnd ▼ tnabeeondere ^^ensgen geraden Unien 

bedeuten, Tvclche von den drei ccpehcnen festen Puncfen ans nach jre^obcncr Richtung, 
nnter sich paraUcl, nach der bcxügliclica geraden Linie gezogen werden kltnnen, ein 
Fall, den wk dnrch ÜMMi—noiuug icaer Coordtnaten nnlcndieiden wolle», m criwL 
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<t)+Co)+W = 0. (5) 
Et Fdl, drfi dte Imcidneto Axt vn CoondfailM n Graadt liegt, didnrdi 

aUo angezeigt, dab in der ideaUacbea GiekÜMlig (IX sWiM^eB 4« GoelBcieMai dOTrilw^ 
folgende Bedbi(|piii0i-GleidMiB§ besteht: 

i^+i/+qf =B 0. (6) 
Wam die drei festen PoBCte T, U and V gegeben sind, und wir die GleicboDg de« 
Srh^rerpanntes derselben kennen, so erhalten wir dadurch kogleich die vollsllndige Coor- 
dmatcn - lieslimmang. Es sei, um die^ nacbzoweiscn, die allgemeine Gleichung (3) die 
Gicidiang des Schwerponctes. Wir können dieM Gleidiang nach der eben eingcflArlMI 
Bezeichnung, indem >Tir zugleich den CoerficientCB V und .91 iliM IrQhere IHigWlung 
(44) lasten, auf folgende Weise schreiben: 

iT(t)+fi«(a)+»9)(T) = 0, 
and damit diea« Gtekfanig mit der Gleichung (5? identisch werde, «fgjbt aidi: 

ix /IV SS yq> = eomat, • 
waam tidi, da i, ft vmi •» ab saseben iMtradilen, r, v und 7 keaHuBMa lanan. 

49. Wir wollen 7iin:ichst nun untersuchen, welche Coordinatcn-BcsIiminuDf^ insbe-- 
sondere dem Falle entspricht, daüs die idenliache Gleichung (1), indem die drei Coef- 
fldaolcA V «d 91' ciaaidcff gleicli gfiebt werden. In Bedebnng auf die drri Bnaaren 
VoMliaoeB t» n and ▼ i^aBeblacli wird. Alsdann ist idenÜMk: 

t+a+T = c (7) 
Wir wollea irgend eine Rlchtaag bdidiig ab die Riditaag der festen Axei x = 0 amieh- 

nait «od nach dieser Richtung von den drei Puncten T, U imd V aus, dio wir iimner 
ab ftgeben betrachten, drei gerade Linien nach den^ gegenttbcriiegenden ädten in dem 
▼nn dbaen Ponctea gdUldcten Dreiecke legen and diese geraden Linien dnrdi TT, VHS 
and W llociduieD. Alsdann ist bezüglich fQr die drei geraden Linien UV, VT and TD 

ussO, V s 0, tssr.TT'sBc; 

▼ SB 0, • taeO, n s tr.UD' =s e; ' 

t = 0, u = 0, V = f/^.VV = c. 

Hiernach ergeben sich sogleich, indem wir insbesondere auch noch c = 1 setzen, für r, 
V und tf die reciproken Werthe der drei Linien -Lingen TT*, Ulf und TV. Wenn aho 
irgend eine beliebige gerade Linie den ebi-n gezogenen drei Parallel-Linicn bczflgUcil in 
den Puncten t', n' und begegpet, lo sagt die identische Gieichong (7) aus, dab 

TT Ul'i''*' VV' ^ ^ 
49. Wahrend Ton der einen Seite der Raüa uns rerbiclcl, in irgend ein Dctnil ein- 
zugehen, werden wir von der andern Seite aufgefordert, unsenn Gegenütaude vielseitige 
GÖichlspMlcIn abzugewinnen. Uenmach wollen wir auch noch in die identische (xleidrang 
(7) fflr t, u and y ilire Anidrürke in m und n subalitniren, wonach dicMllM in die nach» 
stehenden drei Bedingungs- Gleichungen zerfällt: 

T-4- v-t- 9 = 0, 

ar -4- aV -f- a "<;p = 0, ^(g) 
bf +b'v + b> = 0. 

In diCMn dihi — grt' bcdeoten iMkannlliifc a, a' and b, b', V die Wertbn der ga- 
cewlAnlidMB PanUal-CoofdiData», x nnd 7, dar drai, beftOglMM «lebifMi Fnwtfti T, 

• 5» . 
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U, V, bezogen auf die beiden fetten geraden Linien, von wddien uHr ursprüDglkk n»- 
gegangen sind (42) und von denen wir, unbeschadet der Allgemeinheit, voraussetzen köa- 
neii, dab sie auf einander •enkrecht sieben. Denken wir ans hie n ia A ich ^abcaadi^ 
.nn kan in sein, die Aosdrticke der Statik, obne rie geometriick in asudircftai — die 

drei CoefAcienten r, v und rp als drei Kr;if(e, die in den drei Puncten T, U und V midi 
paralleler Richtung, etwa senkrecht auf der Ebene der Fignr wirkend, angebradit lin^ so 
sagt die erste der vorstehenden Gleichongen ans, dalt dieae drei Kräfte sich anf tSn Paar 
gjieicbcr und nach entgegengesetzter Richlong wirlMBder KrSfte rcdudren lassen. Die 
«weite der Gleichungen (8) sagt aus, dafs, wenn wir ans das System der drei Pimcte 
T, U and V um die Linie: x = 0 als eine feste Axe b^eglich denken, keine Drehung 
am dieselbe erfolgt, und die in jenen Puncten angcbrecfalcn KrSfte also sich auf ein soU 
ches Krüftenpaar reduciren lassen, das in einer init jener festen A\c p.tralltloii Ebene 
wirkt. Die dritte jener Gleichungen endlich zeigt, dafs das Drcluiugg- Moment um die Li- 
nie 7 s 0, all eine feste Axe, die aaf der frühem senkrecht steht, Qbrigens aber belie- 
big angenommen werden kann, der ConslTiiten c gleich h\. Wenn ilic lurlir Ave mit der 
ersten irgend einen M'inkel u bildet, so utut>sou wir b, b' und b mit »inu multiplictren, 
dank diese GtOCmb klinctte AbUlnde itedentent altdann wird daa liMlIglielie Dvclnng»- 

Moment deich ctinu. 

50. Um diejenige identische Gleichung aufzustellen, welche ausdrückt, da(s I, u und 
« kOrseale Abatlnde der drei Poncie T, U and V vjm der jadetoMBgat ni baidn»- 

mendcn geraden Linie beileiiten, tToIIen 'wir von der Glaicbung (1) wiedcron MagchaOb 
indem wir dieselbe auf nachstehende .Weise schreiben: 

f'rt+i/wiH-fjp'^pv as c. 

Al.'dann bedeuten t, ti und v diejenigen drei (geraden Linien, welche, parallel mit der 
Axe: X = 0, uncli der z\i bestinuncnden pcraden Linie geiofien werden können, und die- 
selben Functionen bedeuten kiirzcslc Abstiiiido, wenn \\ir r = [■ =: w =. ^ ^ 

setzen, und hierbei & den constanten, « den veränderlichen Winkel nennen, welche die 
Aza und die su baitiannande gerade Linfe bezQglich mit einer, der BidituBg-McIi fcgdke- 
nen, geraden Linie Uden. In dieser Vorausselzunf; kommt: 

f't+tf'u+y'v = , (9) 

Znnidiat besteht Air diesen 1^11 die Bedingungs-Gleiehnng: 

r'+i'+T'' = 0; (6) 
dann aber können wir einerseits, mit BerUcksichtignog der vorstehenden Gleicbnng, r', 
i/ and*7>' willktibrlich annelunen, und dann die beiden Constanten c und besliouneh. 
Wenn wir nerolich drei, anf die drei PUncte 1^, U und V wirkende, parallele Krlfte 
v und tp auf irgend cim; Weise zu einem einzigen Kräften -Paare zusaminensetren, so be- 
stimmt die Lage der Lbene dieses Paares den Winkel 'O; und c bedeutet die Summe der 
Momente der gegebenen KrSfte in Bexichong auf irgend eine gerade Linie in der Ebene 
der Fijur, fdr welrhc (w — «?) pieicli einem- rechten Winkel ist. So kOnnen wir zum Bei- 
spiel auf der geraden Linie UV einen Ponct T" so bestimmen, dafs t/.UT' ss — ^'.VT': 
alsdann hat, wenn wir TT riehen, dieee getade Linie 4Sn durah den Winkeli ^ angeialgte 
Rlebtung, und fiberdiefs ist t'/II" = c. Von der andern Seite kOnncn wir aber 
auch die Constanten c und ^ von vorne herein annehmien, und darnach, mit Bcrücksich- 
dggng der Badingangi-Glelehong (6) die ConalanUn at nnd baatinuaaDi 

5L IM« biihar dnrdi v, « und ^ beialdnielcn nobcathMDl«» Coulaatan in de 
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ein» Tiertcn PoMt W, imm &Mbm^: 

w =jf(io-|-a"tnrl-b'0 = 0, ^W) 
aei, ak gef^tfi betraditcii und dann 

^> = H-:i, = - (II) 

yy w >v \v 

Betzen. iUsdauii bestimmen sich jene Coefficientcn und die Lage dieses Punctcs gegensei* 
tfg auf lineare '^eise. Die analytischen ErOrtcmg^ der 17. und 18. Mnnnner lauen 
sich annritlelbar anf den vorlietzmden Fäll ObertnfGB. An die Stolle der i d eilii dw 
GleidiUDg (1) tritt nun die folgende: 

^^t/vi+ifw+;^^ SS 0, (12) 
indem wir, der Synimotric '«Tegon ( — /) an die Stette TMI.6 schrdb«!, UUi l0Mt liA In 
die folgenden drei Bcdingungs- Glciciiungcn auf: 

fr-f- t>V-4- tp'fp-¥- x'z =®> ' 
&T'T-^a!v'v-t-a"'f'ff 'i-a"x';( ~ 
h^T-i-b'v'v+h"<f'(f+bYx — 0. 
Oieie drei Gleichangcu drficken aut — mt wollen uns wiederum der Sprache der Staiili 
bedienen — dab, wenn wir uns vier parallele KrKfte*r'r, v'v, ff 'ip und x'x bf^^igH^^ !■ den 
vier Puncten T, U, V und W angebracht denken, jode derselben der resullirenden aoa 
den drei fibrigen das Gleichgewicht hält, wonach also etwa der Tierte fonct W der Aa- 
griffspunct derjenigen Kraft ist, welche aU die resultircnde aas den drei ersten Kräften, 
ddl durch dicae immer anf einzige Weise bestimmt. Wir erhalten also für W )ede»> 
mal einen' vollkommen bestimmten Punct, wenn irir die vier Coefficientcn der vorstehen- 
den identischen Gleichung (12) als gegeben bctracbtL-ii uud duiiu die vier Coeffidenten 
r, V, (p und X belidilg aonebmen. — ^ 

52. Obplcirh zwar zwischen linearen Linien- uud Punct-Coordinaten, so lange 
wir die Bcsliuiuiuog derselben in ihrer ganzen Allgcineiulicit festhalten, eine vollständige 
Analogie stattfindet, so enengt doch der Umstand, „dafs eine gerade Linl^ die mcndlieb 
weit ccnlclit ist, keine beslimmle Richtung mehr hat, und alle solche Linien für eine und 
dieselbe zu achten sind, während bei unendlich weit cnifcrnten Puncten die Richtung nach 
welcber sfis nnenAicb weit liegc% lu ontersdidden Udbl,'' einen wesentlichen UnleitsdMt 
sobnid unendlich weite EntfenuHigen in paiticMiftpen Bestiamurngsweiseo anf enagsitfckiele 
Weise hervortreten. 

63. Wenn wir die Vnransscttnnf inaeben, dab in den allgeindnen AnsdrAeken llir 

& und C Function r(m-|-a*n-|-b*) sich auf eine bloCse Constante reducirt, so heifet 
diefs voraussetzten, dafs der Punct T nach der Richtung der in, der 42. Nummer durch 
X SB 0 beieldneten, Aze nnendUcb wdt ttegt. Abdan ikenMDl: 

& sst v(mi^gn+V) SU, f = ^(in-l-an-^b) s r. (1) 
Die Coordinaten ff- und ^ .sind, nachdem die Richtung jener Axc einmal bestimmt ist, 
von sechs Constautcn abhängig, und bilden, in Beziehung auf diese Richtung, eine 
abgesosdetten Ciasee von Coordinaten. Die versiebenden Glckbaagen Mialiea pm dle> 
selbe Form, wenn wir statt in und n die beiden Coordinaten irgend einer andern hier- 
her gehörigen, einer bes<Hidem Constanten - Annahme ' entsprechenden , fieatinmmng . neb- 
Bcn. Die beiden Gorndtinaien «inesPinnctes sind bieniaeb wdi^igen beUen^ ndt caoain»- 
ten Ceeffideof cn moltiplitirten, Segmente, ntMbi anf twci fe«ten> nach bestianntec Rieh' 
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PmMtClk tmd der zu bestimmeDden geraden Linie begea." 

JB die nipfliD^kben Coordtaaten m und n ans de» ▼ontebenden Gleichungen la 
p, ■ANen wir annebmen, dafs einer der bdden Poncte, U und V, dbenfalls ub> 

endlich wdt liege, und zwar nach der Richtung der frflher durch: y = 0, dargostelitca 
Absdsseo-Aie, wfibrend der andere dieser beiden Poecte in den Anfangsponct fällt. £• 
kt aWailB all^mein, auch ncan die zur Venniltelung der ConstnictioD angewandten Axen 
Sicht auf dnandcr senkrecht gtchen, nifl fn der 42. Nnmaacr aogcDOiiMD& inirde, indm 
mit die Winkel, ^velrhp die zu bestimmende %tmh lioi* jMCOgUcb Mit dflf OnÜOatOI- 
und Abscissen-Axc bildet, d und y nennen: 

•uiy 

n = 

•MO 

54. Wir können insbesondere auch annehmen, dafs die beiden Poncte U und V 
nach deq Richtungen zweier geraden Linien =s 0 und j =r Oj, die sich in. dem 
Poncte T aduuMen, UBcndlkik weit Ke^e«, mi cAellea ilädaoD, ale einbdMe Beatim- 

n ■ n 

Die be id e n Coordinalen einer ^ rrndcn IJnic stellen sich hiernach als die, negrthr genom- 
menen, reciprokcn A\ erlhe <1cr7oiii::< n })(-i<l<<n Scheute d ir. vrelch« diete gCflde JLillie 
von den Schenkeln eines gegebeaeu fesleu ^> inkels abschneidet. 

to. Ei aei ecUieiididi, «n nodi dea Fall inaginircr UoieB^CooidiMlM m b»> 
ivachteBf 

u = m-hao-Hb', ▼ = m+an+b, (1) 

indeni'eiBeneits • und a', andreneiu b und b' »war ima gpB ir , dodi tiMrÜeli Woneh 

derselben quadratischen GIcirhuni: find. Wir kihinon al<(!;inn zwei rcdlc FunaUcaeB TtM 
tu und n, die wir r und s nennen wollen, unmittelbar so bestimmen, dafs 

n s r4-tV^. ▼ s r— alCT, (9) 

wor«iw*wir wl t e m e a . dab wir, um die beideB deicbangen: 

n = 0. TsO» (») 

xn^dd) wi i»eliiedigcn, zngieicb 

r = 0. 8=0. (4) 

st<l7.t>n können, wonach also die beiden durch (3) dargestellten imagin&rcn Punete immer 
auf einer reeUen geraden Linie liegen, auf derjenigen ncndich, welche durch- die beiden 
Vvmcie (4) golii. Wenn wir zwei neüa Fonclionen p md «| dordi dte ia Beaiehwig aaf 
m und n idenlitcfacD Gleichungen: 

r = p+aq, B = q>-crp, <B) 

r — «8 _ s-f-rtr 



-mdk aq^t, ao aldlm di« beidci» Gl 

p = 0. q = 0, (7) 

bei jeder ucoen Annahme d«r wjlikbhrlicben Cooftanten a eis neue« Pimcteo-Paar dar, 
«nf teselbe» feradaa Uaie liegt. 
Nach der «ontdMDden Vmaiifinm-Euiammm^ ai#bt licb 
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•«•-#•» ^ 2r = 2(p-f-f.'fi\ (8) 
mTSr»-!-»» s (l+«'>(p'+q»). (9) 
Ia dem TMt, daft ikt Mdca AwstloiieB • nnJ r imU nd, Udbcn m «idi ü» 

vorstehenden Umwandlungen, sobald wir die FunctioDCA I ud 4 und da Contteute «1 
besdglich mit sT — I, qT — 1 und «T — 1 vertanschcn. 

56. Um die verscbicdcoen Puncten- Paare, die bei beliebiger Annahme der ConstMt- 
tm a dntdi «Be GUUbmgea (7) odtar 

r— «8 = 0, s-4-ar = 0, (10) 

indem wir m und n dhsdbe fiedcntung als in der 42. Nummerr beilegen, dar(;e8tellt wer- 
den, zu bestimmen, Uanen wir die nr Vctnittelmig der Construciion dieser Coordinaten 
dienenden Axen: x = 0 und y = 0, zuvorderst so annelimei», d.tfs ihr Durchschnitt in die 
immer reelle Mitte zwiscbca den beiden I'uuctcu (3) fuUt; diels setzt Toraus, dais a-t-a' = 0 
«d h-^V as waiMwü dkr Glekbu^ r » n as 0 den in )ene MUte falkaden An- 

fangspunct d.irstellt. Die Gleichung s =. 0 sfelll einen Piinct dar, welcher nach der, durch 

die GleicbuQg: (a' — a)D-l-(b' — b) = 0 bcstirouiteu iUchluug unendlich weit lieg;!. Geben 

wir der Axe: x ss 6 dieedbe Bidtlang, ao konunt dieb darauf hinave, a' = a und also 

gleich Null zu setzen. ^Vir l.r>nnoii also die beiden Ptaocle (8), bei geliSrigpr Axen-An- • 

nähme, immer durch «be Gleichungen: 

b a m+baO, 
darstellen; und, je n.'iclidcni diese l'unclc reell oder iui.iiiuär fitid, ist es auch b. Die l'unc- 
ten-Paare (7) bestimmen sich auf diese Weise auf der, die beiden Puncte (3) verbin- . 
deoden geraden Linie dorch flire AbaOnde Ton dem)enigcn festoi IHoicte, der Ae Milte 
der letztgenannten bildet. 

Indem wir, wie in der 31. Nniruner, der Künc wegen, 

a^etaea, klliiiMB «br die Pttnclen -Piaare (7) aoeh dorcb folgende Ctc kh— g en danteUen: 

u-+-;v = 0, u— ;.v = 0, (11) 

das heifsf, in Worten ausgedrückt, jedes dieser Paare bildet ntit den beiden Punctcn (3) 
vier barmoniaehe Theilungapuncte. Diese Puneten-Paare bilden I defnacb anter 
sich eine InTolulion, die y^'ir, je nachdem die beiden festen Punelc (3)'imagin5r odee 
reell sind, als eine luTolution Ton Punctcn -Paaren der ersten, oder der zweiten Arlj, * 
nnteiedieiden w«Uen. Den Pnnd: r s ■ H 0 weUen wir den Mittelpunet der b- 
volution nennen; er liegt in der Milte der beiden PttMte (3), weil der zogahOiiga vierte 
harmonische Tbeiluugspuuct unendlich weit liegt. 

57. Inden wir ona mm u den GleickiDgen (10) xaril«d(wenden, fai denen, bei den 
obigen Ywaniielinngen, r in m und s in eine Constantc, die wir x nennen wollen, und 
die dadnrdi beslinnit ist, dab — >b = »V^-i, fiberg^bt, liOnnen wir die veraehiedenen 
PnnclaB-Pnara dn^ InvolniieM dar cnten Art, IndciB wir nncb «biuider für m die liBf- 
licben Wcrtbe «chMn, dorch die foicndw ddcbongM dacatell«: 

u—ax SB 0, n^--« s 0. (12) 

UeAbatlBdo der bcidea Pinde cioea aolcfcoiPaorea tob doa IDtte^ete der InvokÜ«* 

ibid tot ond (— -;• Sie liegen alu» in befden Seiten dea Bnitelpaactea. Daa Pkodnct 
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ihrer Abctande v<m demaelben iai, ivie wir «och er awiehinen mOgen, ^dcb «*, und also 
filr .die Punctoi- Paare der lavolntion eooitaat. £in aasgezeichailaor Werth, den nir ' 
• l»cBeg» haaoM, ist (iisl); dsdanii arludteB wir fli* cDtsprediMdb PtaMlMi-PiMR 

mrpy = 0, in=l=x s 0. 

Die Entfernung der beiden Punctc ist alsdann gleich 2x und, wie man aogleicb einsieht, 
ein Minimum. Durch dieses Miuimum ist die TS'atur der Involalion voUkoBOien bestimmt. 
Im Allgemeinen gibt es ein ztTicfachcs Paar, dessen beide Punctc einen (:pgcbcncn Absland 
haben. Zwei, »olche Paare liegen nach entgegengesetzter Seite vum Aliltcipuncte s^'mme- 
Iriaeh; n ile in eibalUn, Jirao^en wir mir die aDbettNDBjte Cooatanle m mit oifgsgeB- 

«eae««. Vor«!*« « 8.,«» wir (-1) aa di« Stelle ^ «i«ü«.Ae. 

•ick blob die beiden Pmete deudben Paarea. 

In dem Falle einer Involution der z>vcilcn Art, wo a in a'V — 1 übcrgebl, wollen wir 
X, das alsdann ebenfalls imaginür ivin), mit VK— 1 vcrtMUchen. Aiadantt erhalten wir« 
statt der Gleichungen (12), diu ful^cudcu 

m-i-a/ — 0, in+ '.z' — 0. (13) 

Uta irgend ein beliebiges Puncten-Paar darzustellen. Wir bemerken sogleidi, dals die 
beiden Pimcte jedee aotdieD 'Piarea n bdden Seilen dca MiiCe]|Hmctes der Inrolatii» iie- 

ffUit und daa Prodact der Abstünde dieser Punctc von dem Mittclpuncte ivicdcrum con- 

sfant und gleich (x'') ist. Es pilil hier aber kein I^Iinimllnl iiulir für den Absland der 
Punric desselben Paares; jedem pcgebcncn Abslande rul8i>rnlion zwei Paare. Wenn 
tl SB so konmt; 

mdr;«' = 0, inqpz = 0, 

und dann fallen die beiden Puuclc des bezüglichen Paares iu einen der beiden Punctc (3) 
nmrnmen.. Der Abstand dieaer beiden Paaete (3) von einander lat (2a0 and doreb dBe- 
aen Abstand ist die Nntur der Involution vollkoininen bestimmt. 

58. Wir wollen die beiden Puucle irgend eine« i'aarcs ( 12) einer Involution er- 
ster Alt dndi T- and T bacbbneB, nnd vonoaeelten, defii, fBr er s.l, diese beiden 

Puncto bezflgtich mit den Piinrtcn N iind N' ziisiinMucnfallen, wonach aI>o M und N' die- 
jeoigea Punctc desselben Paares der Involution sind, deren Abstand von einander ein Bli- 
■ittum iit nemacb ergeben eich sogjckb die midietebendcB Diatanx^Beetimnangen: 

und bienw folgt: 

_1 1_ _ J 1 _ l 

YiN Y'N "~ Y N V> ~ X* 

Indem wir xogleich erwägen, daCs die beiden Poncte Y und Y' uothweodig auf dendben 
Seil« cinea d«* beiden festen Poncte N nid K, and auf entgei^geaetxten Seiten des m- 
dem UegSB» so flriickt die TOrstchende Glciclning nu«, dafs, „wenn wir jeden der beiden 
Paocte irgend eines belldUgen Paares der Involution mit einem derjenigen bdden zusam- 
nengcborigen Punctc, deren Abstand ein Iffainiian ist, xosanuncnstdlen, was auf doppelte 
Weise geschehen kann, einmal die Summe, das andere Mal de Differenz der recipiokcn 
Warthe der jedesauJigen beiden Abstfiade constaat und dem ra^prokcn Werth« der Bilfte - 
jenes MinimnM gleich ist." 
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Wir wollen nun die beiden Pancte irgend eine« Paares (13) einer luTolution zwei- 
^ l«r Art dorch Z und Z' beseidmen, voi nndnncD, diift Ihr e/'ss I diew beMenPoDCl« 

in dem l'nnrte M, und für n = — 1 in dem Punrtc M' zusammen fall c ii , fo dafs also die 
beiden Punctc M und M' darcb die Gleichungen (3) dargeiteUt werden. AUdanD finden 
wir omiriMetbar: 

und hieraus: 

JL^ 1 -JL-i-JL- * 

ZM'^rM ZM'"*" Z IM r? 
Wenn wir zugleich berücksichtigen, daCs der Punct M zwischen den beiden Puncten Z 
«nd S liegt, nicht aber d«r Vtmcl Iff, MMgt, »dabdi« Differenz der beiden AbsUad« 
(Irr Punclc trgoriil cine^ Pnarcs einer Involulion von dem ersten der beiden Punrtp (3), 
und die Summe der reciproken Werlhe der Abstttnde irgend solcher zwei Puncte von 
den iMcM«n der bddcn Pancte (8), conalMit md den ree^pdMn Werthe des halb«« 
Abstnndes dieser Puncte, itt deren Jeden die beiden Pmcle einee Paarea der Invelntioa 
zusammenfallen, gleich ist. " • 

69. Et linden «wischen den ge|;enseiligen Absfinden Ton sechs Pwiden, die eine 
Involution bilden , merV"iir(lige inclrische R< Inlionen Stall, die rclion seil Innger Zeit die 
- Autmerkaankcit der Gconieter auf sich gezogen haben. Eine solche Involution kOnnen 
wir, nach den Vorhergebanden, durch folgende diti Peare Ton Gldcbung^ damlellcn: 
B^oot ,— 0» n^^ —0, ni=F^x ^Oi 

n-t-^.nsO, n-l-4.» iB'O, m4-^.K»0; * 
<t ff f 

and xwar ist die Involulion von der ersten oder zweiten Art, }e nechdem wir in den 

drei ersten dieser Gleichungen die obero oder untern Zeichen nehuen. a, ß und be- 

dealen irgend drei Constante. Bezeichnen wir hiemach die. den drei Gleichungen -Paaren 

«ntapreehenden Pancte dnrdi V und U, V und IT, V" und U", so ergibt sich sogPcIcb: 

VU _ l^ety ,9 Vir _ Iz^rß « Vü' ^ \d=ßn y 

nnd Uerana, wenn wir nglhich »uf die gegenseitige Lage der Ponete lUldceicbt ndkoen: 

V'U . V'U" . Vü' 

ir'v.u'v".uv' • 

eine Gleiehong, die auf Reiche Weise i&r )ede Invofcition Ton drei Pnnctcn- Paaren gSt, 

CS mag diese von »Irr rrMi n oder der tiveilen Art sein. — 

60. Wir wollen nun noch den beiden linearen Functionen u und v eine andere 
Pom als in der SS. Nunmier unterlegen, Inden wir 

u — ^ n + am-f-b. v = n + n'm-i-b', (M) 

setzen, um an ' diese neue Form die Discussion deT)enigen Fälle anknCipfen zu können, 
welche Ae fHAefe Pom auMcUlebt. Wenn wir insbesondere annefancn, deii a' gteicb 
I^oll sei, so müssen u attd ▼ nntbwnidlg redl sdn» wenn flbcfbaapl die Fonn der idei^ 
tischen Gleichungen 

.usr-t-sl/^, T = r— sV^, 

ond die anf äar berahende Fenctioncn-Uaiwandlaag, möglich sein soll. ' Von den beiden 
Poneicn 

a=sO, T = 0, (15) 

6 
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liegt, bei der («OHMfcfcn VoraosMlzung, der zweite nadi der durch die Coostante b' be- 
■tianten Riditaog oMadUcb wdt. Die PonetcD-PMire, weMie dur^ die GtektmagMi 

p = 0, q = 0, (16) 

dargeslelit werden , bcsUmineo eine Involution zweiter Art. Aber diese Involution ict tm 
einer beHNidem Gellang; weil dner der beiden Ponete (IS) unendlidi weit üe^, bildet 

der andere die Mitte jedes Paares der Involution. 

61. Wenn a und a' beide nglcick vcrscbnindcn , können u und v wiederum, sowohl 
reelle ab inafiinlre, Funelionen- darstellen. Dann liegen die Pnncte (15) beide nacb ge- 
gcbonrn Richlungcn, onendlich weit, iiiul mit ihnen al^o aurli die Involnlion, welche aas 
den Puncicn- Paaren (16) besteht. Indem wir der Axc: x = 0, eine scbicLlicbe Rich- 
Umg geben, iuid durcb l eine Conetaote bexeicbnen, ItMiMl: 

rso, f^l, 

* nnd wir erballen: 

n— «it _ cn-f-A 

P = 1+«" ^ ! + 

Die Richtungen, nach welchen bin die Puncte icdes der Paare (16) uuendlicb weit Iie> 
gen, können wir, indeaa wir der, nr Vermittelung der Constmclion der 43. Nomner an* 
fewandten Parallcl-CoordliialeB ans beiBoneD, dnrcb die beiden geraden Linien: 

y-t-«Ax = 0, rty — ).\ = 0, 

bcslimnieii, woraus folgt, dafs dic«e Hichtungen für die vcrschiedcueu uuciidlich weit lie- 
genden Puncten-Paara efaier InTolation Ton Linien-Paaren entsprechen. Wenn wir abo 
stnit der Funriionrn ii und v die Functionen p nnd q cinföhren, finden alle die gcouic- 
irischen Relatioueu, die wir im ersten Paragrapheu (31 — 40.) crOrtcrt haben, ihre un- 
■iltelbare Anwendnng..— 

62. Zniii Sdiltissc will ich nur noch eine Bemerkung, die nach der 38. Namwrli^ 
Bes Beweises mehr bedarf, bervorfaebeu. Wenn wir, wie in der 55. Nummer, 

n s vf-an-f-b, ▼ S ai-l-a'n-l-b' 

sertcn (wobei indefg in und n die Bedeutung beliebiger Linien -f'oordinndii linbcn kön 
oen), so bezeichnen p und q neue lineare Functionen, welche, im All(;cineiueu, die Form 
^(n+an-f-b) haben. Wir fcOnnrn diesen Functionen indeesen den Coefficienten fi neb- 
inen, und crh.iltcn, indem wir dieselben in dieser Voraussctzunj;, ztir IJnlersrIieidung, um- 
klammern, und durch x irgend einen constantcn Winkel darstellen, statt der Gleicbungca 
(8) und (9) alsdann dl« nachelebenden: 

= 2 [ [[>] coh"/ 4- [q] tin^l \ , 



f 3. 

Äll«mMB0 Bctetih t— gicn Aber ComnllaaiMi • BcMiBuniittff. 

Tliroric der TranfiiverNalen. Terwandtnchalt ireoineCrlscIier 
Donttlructlonen. Vebcrtrag^iiga-PriDcIpe. Colllne«U«a. Re- 
dproeUftt. 

63. I)ic Betrachluo^weiscn, auf welche ich in der vorliegenden ädirift eine s^ste- 
nnlkcbe Dantellnng der analjrtiKbaB Geometrie «n frlliiden den Vermcb gemacht habe, 
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muckMf« dl« in dar nenmn Zeil, tob den TeneUedenairtierten Standpaaclea ans, ni* 

tcrnoramencn geonetriMhcn Untersuchungen. Ks ist iiiilit scliwer, nachzuw eisen , wo jede 
eimelne dieser Uotanacbuogen ihre Stelle oder wenigstens ihre AnknÜpfung^paiiGle findet. 
Einigen blofecn Andealangen bierOlier Ict dieser Paragraph beeünmt. 

61. ZuTÖrdcrst tritt uns Carnot's tchOoe Theorie der Transrersalen als ein Corol- 
lariom anuurer aUgemeineu Puoct-Coordiiiatcn-BefttiminiDg entgegeo. Sie ergibt tidi uUp 
■Ittdbtr mi den Benerkangen der 4. Nmmiier. Wenn bobUcIi 

die Gleichung einer Cnrve von dner beliebigen m^Ordonng in gitnOhnlicben PeraUel» 
Coordinateu ist und wir 

q = 7<y,x) 

•elun, lO entspricht jedem gegebenen Puncte ein beslimmtcr Werth von q, und diesen 
künnen wir, nach der eben angezogenen Nummer, xonstruircn, wenn wir durch den gege- 
benen Ponct eine beliebige (gerade Linie legen, und das Product derjenigen m Segment«^ 
vrelclie auf dieser pera(!en Linie zwi^dioii dem gegebenen Puncte und den uiDurchschnilts- 
punctea mit der Curve liegen, bilden und mit einem solchen Cocfiicicuten raullipliciren, 
der fllr alle beliebigen gegebenen Puncte derselbe ist, aber,' im Allgemeinen, mit derBtdl» 
tung der durch den ge[;( bpnen Punet gehenden geraden Linie sieh iindcrt. so d.ifs wir je- 
der gegebenen Richtung^ einen couslanten Cocfticientcn als zugehörig betrachten künnen. 
Gerade cntgegengeselxten Riebtangen geboren gleiche Coefficicnten an; diese mOsaen aber, 
je nachdem die Ordnung der (!iirve eine ccrnde oder uiiKcradc ist, mit übereinstimmenden 
oder entgegengesetzten Vorzeichen bciialtet werden. i>iuu wollen wir irgend ein gegebe- 
nes, fai sich gesddossenes Poljgon OiOtOfOa-iOa von einer l>etid>lgen Sehenxabl be- 
trachten, und, nach den eben wieder ins Gedächtnifs zuiiicl\);ernfenon IJcnierVungen der 1. 
Nummer, diejenigen n Coefücieuten , weiche den Richtungen der n Poij'gon - Seiten 
0|0i» 0,0t, , . Q^^O., 0.0|, wenn wir auf den Unftnge dee Polygons von 0| 
nadi O« und so fort nach der Ordnung der Marken benu gdien, angshOraB 

und diejenigen Constanten, welchen den Kichtungen derselben Seiten, wenn wir gegen die 
Ordnnng der Marken auf dem Umfange de^ Polygons hennn gcbcn^ durch 



bezeichnen. Wir wollen ferner das Product der m Segmente auf der ersten Polrgon-Seile 
OtO«, Ton O, aoi gerechnet, danA [0,QTl<von O, ans gerechnet dorch [OjQi], der 
entsprechenden Producle .uif di r zweiten Poivgon -Seile 0,03 durch [0,Q5] und [0»QS] 
und so fort, darstellen. Alsdann erhalten wir, wenn wir nach einander die einselnen Win- 
kdpanete des gegebenen Polygons betrachten: 

«: [o.Q:] = xi [o.Q?]. 

«l CO,Qi] CO.QÜ» 



x-j:?[o._.Q-?] = x:_,ro_,Q:_,], 

•Wenn wir erwügen, dafs für jcdtj» Werth der Marke g: 



so JisaiMien wir anf der Sidle, dals, wenn wir die Tonffhmdsn nGleichtaagn siit dn- 
• 6« 
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nalApIiebw, mm 4Mi Resoitale alle Coeffideolcn * awftHM. Wir ainlleii U«r« 

nach, >vrnn >vir das P^^lf^Ill■t der rr'^lt n Thcilc und der zwciion Thnilo dieser (ilcirliun- 
gen, indem wir von aiien Cocfticieutca von Torae herein absehen, der Kürze halber, be- 
sOglicb dorch *A und i2" dantcllen: 

'P. — ± fl' . ( 1 ) 

Es ist ohne Weiteres crsichlhch, dafs wir iu dieser Gleichung, wenn die gegebene Curve 
▼on gerader Ordaang b(, Inner das obere Zeichen oeimen nOnen; wenn aber die Cnrvii 
von iini:ern(Iri- OnliHiii}: ist, cnlvredcT das obere oder untere /ieidien, je naduten die Ah- 
uhl der öeiten des gegebenen Pol/gions eine gerade oder ungerade ist. 
In Worten aosgedrflckt heiüat die Gleichung ( 1 ): 

„Wenn irgend ctoc algcbraiadie Corvo und ir;;eiid ein in sich gesdilosscnes Polygon 
gegeben sind. kann man, von einen AliUdpnucle des Polygons aus, den Unfang des» 
selben auf (iopp> ite Weise daTehlanfen, bit man wiedenin zn deuijenigcu Pnnelo anlangt, 
von ncicliein ninn nus^e^an>;ru ist, und kann bcidcsinal das Product aller SegpctttO lÄ* 
den, die auf allen Pul^'gun - Seiten zwischen denjenigeq Winkclpunctcn, von welchen ane- 
gehend nian diese Seilen durchlauft, und den Oofchschoittspuncleu derselben mit der ge- 
gebenen Curve liegen: die beiden Prodaeto, wddM man oik dieao Wciae erhlll, aind ein- 
•nder gleich." 

65. Wenn wir als einrarhcs Beispiel für das Polygon ein Dreieck und fdr die Curve 
eine gerade Linie nclimrn, und die drei Puuclc, in welchen die drei Seilen jenes Drei- 
ecks 0,0,, O.O, nni! 0,0, von dieser geraden Linie gesduitten werden, A» B und C 
nennen, so gibt die Gtciciiung (1): 



0,A.O,B.O,C 



= -1. (2) 



(), \ (),U .O,C 

Es ist klar, daCs in diesem Falle umgekehrt auch irgend drei Puncto A, B und C, iu Be- 
dehnng auf wetebe die vorstehende Gleicbang befriedifit wird, in gerader Linie Kcgen.' 

"Vertauschen wir einrn (üc^^er drei l'iiiulc, et\iM A, mit (Icinjcnif'en A', welcher «lit dem 
nrsprilngUcbcn und denjenigen beiden Wiiikelpuncteu des Dreiecks 0| und O«, uiit welchen 
dieser bi gerader Linie liegt, als vierter hannoniscber Thdiungqmnct zuaaninengebOrt, m 

bcbllt der bezagüchc Ouoiient indem er in abergeht, sebien orsprOnglidieB 

Werth, lodert aber sdn VoizeMsben (14). Wenn wir B und C auf entsprechende Wdso 
mit U' und C vertauschen . so findet ein analoger Zeichenwechscl Statt. Die Gleichung 
(2) bleibt hiemadi nnverladert dieselbe, wenn wir zugleidi irgend zwei der drei Puncto 
A, B und C beziiglich mit A', B' und C' vertautdien, so dab tSan aoch A, B* und C; 
A', B und C; A', R' und C in gerader Linie liegen. Wenn wir aber nur einen der drei 
Puncte A, B und C bezüglich mit A', B' und C vertauschen, oder wenn die Iclzlgcnann« 
len Puncle alle drei zugleich an die Stelle der ursprünglichen treten, so erhallen wir statt 
der voralehciuh II C.leichung eine Gldcbong nit verlndcrtcm Zeichen» znu Beispiel indem 
nlelit erwKimten Falle die folgende: 

O.A- . 0,B . 0,(. _ , 

OA'.o,ü'.o,c' ~ 

Die drei. Puncto A', B' und C C?o wie in den drei andi rn Füllen A', B und C: A. TJ' und 
C, A, B und C) sind aber drei solche, weiche auf den drei Drciecks-Scilen liegen und 
die Eigenschaft haben, daia dic)enigca drd gerades Lini«^ wdche dieselben adl den drei 
ftgeoEAierliegenden Winfcelpvacten vetbindoi, in einen tatd densdben Pani|e sich schnei- 
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den. Und umgekehrt zeigt auch die vonifebende Gleicbnng an, dafs die drei Pimcle A'i 
B' und C nolhwendig ii^ der fraglichen Beziehung zu dem Dreiecke OiOiOj stehen. 

Wenn %rir aU xweites Beispiel für die gegebene Curve einen Kegelschnitt nehmen, 
und die Durchnittspuncte desselben mit den Dreiecks-Scitcn bezQ^ch durch Ai uod A« 
B| and Bj, Ci und C, bezeichnen, eo gibt die Gleichung (1): 



0,A, . O.A, xO,B, . 0,B, X 0,C, . OjC, 



= 1. (4) 



0 .\, . 0 ,\, x()J5, . X O^C, . O.C, 
Da ein KegeUchnilt durch irgend fünf geg(>benc Puncte bestimmt ist, to folgt, dafs auch 
kier, uDgekdirt, wiche ttd» Pmcle, in Beziehung auf welche die ▼onlehende Glcidmiig 
Statt findot, auf dem Umfanpe eines und desselben Kegelschnittes liegen. Beil.'iufig bcntcr- 
keu »ir, dafs, wenn drei der sechs gegcbcuen Puncte, etwa A|, B| und C| eine solche 
Lage baben, dab rtdudAtBdt dcnatben Ae Gleichung (3) befriedigt wird, dieadbe Glci- 

cfaung auch für die drei nbnj;cn Pmiclc A^, 15. und f, bostdil. 

66. £s versteht sich von selbst, dafs keine imaginären Durchscknitlspunctc unberQck- 
ddrtlgt bleiben, and xnrannieDfallende nicbt ab cinxelne ferechnet ward«! dArfen. Wenn 
in dem zuletzt erv%.'ilintcn Falle alle Durclistliniltc zu je zwei, oder Obcihniipt fibcrnll in 
gleicher Anxabi, auf dcu äeiten des Polygons zusammeufalleo, so kflOBfln nir die Jfc'uoda* 
mental -Gleiehnng durch Wand-Aaniehung vcreinradicn. 

Als erstes Beispiel wollen "ir finen Kej;elsrlmitt betrachten, weither die drei Seilen 
eines gegebenen Dreiecke berührt. Um auf diese Annahme die Gleichung (4) auwendlMr 
XU machen, brauchen wir Uob die Puncte Ai oad A], B» nnd B„ C, and Ci «Ii die» 
, selben zu bebnchten, nnd erhalten abdann, wenn wir iu(^eieh die Qnndrat-Wafid ana- 
iiehen: 

0,A..O,Bt.O,C. _ _^ 

0,A..ObB|.OA 

In dieser Gleichung mOmcn wir, weil ein Kegebchnitt von einer geraden linte nur in 
zwei Puncten geschnitten werden kann, das untere Zeidien verwerfen. Hiernach sehen 
wir, indem wir das obere Zdchen nehmen, „dafs diejenigen drei geraden Linien, welche 
vonr den drei Winkclpuncten eines rincin Kegciscbnille umschriebenen Dreiecks nach den 
drei BcrUhrungspuocIeu auf den gegenüberliegenden Seiten gezogen werden, in deiosclbeu 
Puncte sich schneiden." 

Ni'Inncn wir als z^veitcs Beispiel eine Curvc dritter Ordnung, nnd für das gegebene 
Dreieck dii^jcnige, welches von den Tangenten in den drei Wendungspuncten, die wir 
A, B und C nennen wollen, gebildet wird, so geht, weil in diesem Falte jede Dreiecke* 
Seite die Corve in drei zusaniinenfaücndcii Punclcn schneidet, die Fundaniental Gleichung, 
welche wir hier mit dem negativen Zeichen nehmen müssen, in eine solche ttber, aus wel- 
dier wir die dritte -'Wanel liehen können, and eihalten aladann: 

0,.\ ■ 0,B ■ 0^0 

0,A.O,B.O,C " 

„INe drei Wendongsponete efaier Carrefdiitter Ordnung liegen also in gerader Linie." 

G7. Was dirji iii^i ii Diirfhs( linilispunclr, die unendlich weit Iirj;( n, bi ltiffi, so kßn- 
oen wir ohne Weiteres von denselben ganz absehen, unbekümmert darum, ob aus dem 
Grunde, dafs es soldie nnendtich weit entfiemten Durdischnüfspancte gibt, iBe Anahi der 
eigentlichen Durchschniltspunclc mit jeder Pol,vgon- Soll p, oder ihrer Verlanf^erting, sich re- 
ducirt. Wenn wir, um uns Idcfrou xu (Iberzeugen, annehmen, dafs auf irgend einer Po- 
Ijgon-Sdie ObOs+i irgend ein Pimct 6 Acff^ ao kommt 0«G in il» nnd Og^-iG *Sl 
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all FmIot Tor. Der Untcrachied der absoluten W ertbe dieser beiden Factoreo, oder die 
Sninne denellMB, weao wir die «ntgagoifjMetBteii Voneid^n demlbM iMilldUielitigcB, 

ist offcnbnr der Folypon-Scile O^O^.»., ^Iridi, mul ilir Quotient Uübert sich, wenn iiirlil, 
gegen die Voraussetzung, die l'ol^'gou-Seite uneudlicb wird, immer mehr der, in Bezie- 
böng anf dei Voneicheli negativ zn ndnueodeii, Eiolieit, je weiter der Fttnot Q auf der 
Polygon -Seile firh enlft'riil. Hiernach können wir, wcun der Piincf Q anendlich weit 
rückt, in uosrer Fundamental- Gleichung (1) die Factoren O^G und 0(4,iG beide «i g l cich 
mulaaeen, wenn wir Mob du Zeidien in derBetbea flndeni; oder odt andern Worten^ 
wir können, was die metrische Relation belrifft, vom Puncte G ganz abstrahircn. Für 
Jeden neuen Ponct, der «uf irgcad einer Pol vgon -Seite unendlich weit r(lckt»'äiUt ein 
iMuet Peer Ton Fadoren aoe <9cidhung ( 1 ) aus, und )edeainl liltt aladann eine nem 
Zeichen -Aendcrung ein. 

Wenn wir beispielsweise eine Curre dridcr Ordnung nehmen, and an die Stelle des 
gegebenen Polygons irgend ein Dreieck eintritt, dessen drei Seilen den Asymptoten der 
Cunre parallel sind, so liegt auf jeder Dreiecks -Seite ein PwKt imendlich weit, und j> de 
schneidet die Curve, im cnj^ern Sinne, nur in zwei Puncten. Nennen wir diese Durch- 
•chniltspunclc A, und A,, B, und B,, C| und C,, so reducirl sich die Gleichung (1), in 
der wir orsprün^lich, weil die Corve vom dritten Grade ist, das negative Vorzeichen neh^ 
inen rnOssen, bei dn-iinsÜ^ior Zeichen- Acndenuii; auf die Gleichunp (1), und sapt hieniach 
aus, „dafs solche sechs Puncte, iu welchen eine Ciurvit dritter Ordnung, von irgend ih- 
res drei Aqr»p(Oten parallelen geraden Linien geschnitten wird, auf einem KegelsdiniUe 
Bag^." Wenn insbesondere die Seiten des Dreiecks die Curve dritter Ordnung berüh- 
ran, ao crbaltcu wir nach einer, in der Torigcn Nummer schon angewandten, Keductions- 
Weiae ana der Gleidmng (4) die GteidHng (ft), in der wir, ana gleidMai Gmiide als 

früher, das obere Zeichen nehmen mOssen. „Wenn man also ein Dreieck beschreibt, des- 
sen Seiten den Asymptoten einer Curve dritter Orduuog parallel sind und die Curve be- 
rithten, ao admciden ach di^cnigen drei geraden liiUen, weldM die BarlttimigppaBete 
mit den gegenllbei|iegenden 'Winkelponeten des Dralei^ TeriUnden, in dnem und dennel- 
ben Puncte." • • 

Wenn man fDr das fraglkiie Dreieck dasjenige nimmt, welches von den Asymptoten 

selbst ;:i lii1Jot \\\n\ , so liegen auf jeder Si itr di fsclbi ii zwt i Durrhsrhnittspunctc unend- 
lich weit, liczcichuct uiau die drei übrig bleibenden Durcbscbnittspuncte duich A, B and 
C, so eilillt man ans der orsprOnglichen deidiani; mit Hinweglassung vom sweimal sedw 
Factoren und bei .•^erh^iuati^er Zcidien- Aenderuug, die Gleichung (2). n^i* dni Dlircb- 
acbnillaponcte einer Curve dritter Ordnung mit ihren drei Asymptoten liegen ha gerader 
Linie.« 

Als zweites Bebpiel wollen wir eine Hyperbel nehmen und für das Polygon ein 
Dreieck, dessen snrci Seiten 0,0, und 0,0, in die beiden Asymptoten derselben fallen, 
und dcasen drlH« Seile 0,0, dieselbe in irgend zwei Puucten B| und B, schneidet. Ai«- 
^dinn reducirt sieb die Gldcbung (4) auf: 

0,B|.0,B, = ObB|.0«B,. 

woraus unmittelbar folgt: 

OA = ObBs, 

das heifst, ,.dnfK auT )eder beliebigen TransvaraaleB swisdica dtf Gnrre md ikrttt Aqrm- 
ptolen gleiche Segmente liegen." 

06. Es bleibt uns jetzt nur noch der FaU in AscMiran Obrig, dals die WinkelpuMte 
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dM Polygons alle oder zum Thcil in den Uinfan<; der fegfcbenen Curre fallen. Alsdann 
»feilt sich wiedcniin die. Fimdninciit.il - Glfichnn;: (1) unter unbestimmter Fflm dir« lud ' 
zwar hier aus dem (irunde, dafs jeder Theil der«cibcn verschwindet. • 

Wir wollen annehmen, dafs (Iberhaupt irf^eod twei in efaieni Punete manincn- 
slofsende Seiten des Polygons O^^-iO^ und O^O,,^! seien und die Ciirve in ih u ht lden 
Poucten M und N schneiden, so dab das Segment OgM auf der ersten und das iie^ent 
O^N raf der xweHen Seite der Gleidiang (1), ak Factor, Torkoamt. Wenn wir di« 
beiden Pnncte M nnd N durch eine gerade Linie verbinden, so entsteht ein Dreieck 
HOgN, and da in demselben das Vcrhällnifs der beiden Seilen OgM und O^N dem Ver- 
hlltnib derSiiim der gegeoaberliegendeo Winkel O^NMoodOffMN gleich isiv keanen wir 

nn die Stelle jener beiden Segmente die?c beidpn Sinus in die Fundamental - Gleit Inini; (1) 
einführen. Wenn der Punct Og auf den Umfang der Curve rQckt, so tritt an die Stell« 
dler geraden Linie MN die Tangente in dieseni Punete O«, und an die Stelle der altdann' 
versehe indcuden beiden Segmeute O^M und O^N treten die Sinus derjenigen bcidon ^Via- 
kel, welche die beiden, in umgekehrter Ordnung genowuicnen, Polygon -Seiten 0(0(.|.i 
nnd O^iOk mit jener Tangente, oder, was dtetelbe beifiit^ nit der Cnrve selbst, im Punete 
Og bilden. Liegen insbesondere zwei auf cinaudcr folgende WinkeloPunctc des Puljgona 
Mif den UMange der Cunre, so könnt diejenige Seite, welche diese Punete Tcrbindet, 
ala Fnetor in beiden Tbeilen der Fundanciftal-Gldehong vor. Diesen Factor können wir 
also we^aasen. Dasselbe gilt für je zwei neue auf cinaudcr folgende Winkelpuncte^ wei- 
che in den Unlang der Cnrve fallen, so dafs, wenn das Poljgon irgend ein nEck ist 
und alle Ecken desaelbett in die Cnrve fallen, aus der Fundamental- Gleichung 2 nFacto- 
TCD verschwinden. 

Wir wollen ans hier mit einem einzigen Beispiele beguagcn, iudcm wir annehmen, 
dab die gegebene Curve nur von der zweiten Ordnung sei und alle Puncie des Polygons auf 
dem Umfange derselben liegen. Alsdann erhalten wir folgenden bi'incrkenüwcrthcn Sltl: 
H Wenn man in cincu f;ej:ebcnen Kef elsrlmilt irticnd ein beliebiges, in si< Ii ge5( lilo^senoa 
Poljipin OiOjOti . . . Ob— iOb bc-ichreibt, und diejenigen Winkel, welche die Seilen dea- 

«dbea 0|Oa, 0,0k>» 0_iO., OaO| in denPnnctcn 0|, O^... Ob-i. O. mitderOorve 
baden, 

md di^nigen Winkot. welebe dieselben Seilen in ihren andern En^poaeten Oi, Ob • • . 
... O., Ol, mit der Gnrv« bÜden, 

«a, Ca . . . Sa, tf| 

nenM», ao tu-, 

Alna' .»inte* . . . «""'.«iii«" ^ | 

mnai.aüta^ . . . «ina». i.süsccb 
89. Die Theorie der Tranaveraalen vrorde znent von Carnot aufgestellt, nnd er- 
hielt iieuerdingy, u.iincntlicli yon Hfrrii Poncet et *), in Beziehung nuf Amvendiini; Er- 
weiterungen, die iiu Urbeber nicht TerauUhet zu haben scheint. Meine Absicht kann hier 
keine ändert ■«■, ala daranf btnnweiien, in weldicr nahen Beiidinng diese Theorie m 



') jtKalfie dei IramrrriaUs afpU^ui* k U rechercie dri prepriiirt frojtttirti dei lif^»et et ttir/aeti geo- 
melriqua. Uit dem Hollo Caraet« „La tJidwü dti tmmenmk* m'ttt, m f nfmtMt ftrkr, q«t 
te rAArw 4«t cMOmdm ttOttmUm itßdn mm mi^ ssaf frim aar mim Mm** Grell«*« 
Jtand, Bd. m 
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unscm Bclrachtunpswrisrn fleht, und wie sie durch diffr» ilircn riMfirlicheO HttX erhilt. 
• Die Enhvicklujig dieser Theorie mit ihren Modificalionen, wie ich sie oben gegeben ttod • 
nnn BelMtf de« VersUndniMei dnrck Beispiele erlSolert luibc, scbeint an EfnÜMAlieit and 
IJeberaichllidikcit nirlils .mehr zu wfinficlien übrig zu lassen. Ge^ifs \Nlril ji'drr bei der 
ersten Bekannlscliaft mit dem Sets«, der diese Theorie cnlllil^ von der Allgemeinheit und 
Eleganz dewelben liberrawlit, and «war in oin ao hOberem Grade^ als derselbe aneh dami 
noch besteht, wenn nn die Stolle der Curvc irgend eine algdmiisdie Oberflüihc und an 
die Stelle de« ebenen Polygons irgeml ein in sich geschlossenes Polygpn im Aaiime tritt *). 
Ancb liefert derselbe eine grobe Menge geonefriscb'er Reaallate Idcht und nafilriidi. Aber 
dieae Besutlale sind gerade die}enigcn, welche sich eben .«o leicht und leicbler nach neb» 
reren andern Betrachtungsweisen and in den ihnen angepafsten Algorithmen ergeben; und 
ich möchte auf keine Weise diese Theorie als die Grundlage eines Sjstemes der GeomO' 
trie gellen Insseo. Denn der Nenr derselben liegt eben darin, dafs der Satz, auf welchen 
sie sich gründet, immer fortbesteht, indem das Poljrgon, nnd insbesondere das Dreieck, 
auf alle mOgliche Weise sich ändert, und hiemach nur ist eine gegebene Cunrc durch die- 
selbe charnelerisirt. Die Theorie der TransverRalen liegt, um mich so nusziuliilcken, in 
der Bcwcgliclikeil und \^',iii(lelbarkeit des Coordinaten- Systems, und deshalb k:inn ieli sie 
nicht als eigcnilicLc Coordinalcu-DesliromuDg, soudera nur als ein Corullarium derselben 
betrachten. — 

70. Wir wollen uns nnn <ler Rctrachlung der Verwandtschaft zwischen 
geometrischen Sätzen und den Tcrschiedeocn Ucbcrtragungs-Principicn wen- 
den. Der einhcbe und allgemeine Gedanke, der uns hierbei leiten wird, iai der folgende: 
„So 'wie wir, uro einen vorIiei;en(!t i) ^fosnelri-chrn Satz zii bc"ei--fil, mi<! verschiedener » 
Coordioaten-Desliiamungen bedienen kOuncn und dann .eben so viele analytische Beweia- 
flBhrangen erhallen, ao können wir aneh den Sjmbolen irgend einer vorliegenden analyli- 
sehen Bcwcisftilirung versrhierlenc Coordinnleti -Bedeutung beilegen, und erhallen nlpdann 
eben so viele geometrische Sätze. Bei diesem letztem Verfahren .tritt an die Stelle des 
Gegebenen fan Allgemeinen ein anderes Gegebenes, and das ncoe Resultat, sa den wir 
gdangen, \^^nn wir dieselbe End-Gleichung in andertn Sinne deuten, steht mit dem frü- 
hem in einer solchen Beziehung, die einzig und allein von derjenigen Bexiebong, in der 

die neae Bedeotang der analyltechcn Symbole m der frOhera siebt, abhingt, so dafs Jene 
Beziehung aus der DisruEsion von dieser sogleich und für alle Fälle sich ergibt." In den 
folgenden Nummern will ich in einige nähere Erörterangen hierüber eingeben, jedoch blofs 
in der Absicht, um die allgemeine Basis, auf welcher alle Cebcrtragungs-Principien beru- 
hen, hinzustellen, und dann zweien dieser Principicn, der Cöllinoation and der Reei- 
proeität, eine besondere Anümerksamkeit schenken. 

71. Wit wollen 

»7 = Tfj.t), 5 = v.(y,x), 

SCUen, und y and x mOgen, damit wir an etwas Bestimmtem festhalten können, get^Ohn- 
Uche Parallel-Coordinalcn bedeuten. Gleichungen von dieser Form haben wir im cr»lcn 
Paragraph«» anter den Gcdehlapaiicte dhwutirl; dab, für einen gegebenen Pnnc^ 9 nnd { 

ba- 



• * ) D«r Bewrit d!rs«r Ansdrhniin^ lilrtbt miTerliidrrt der friHim, weil iRe DcmerkaDgcn ilrr 4. Kammer 

auch für liit'M II VaW r.irtli< sii'Iirn ; \>.i:i iiiif fEiinz analnge'Wriie sich rr^ilil, wraa wir, lO-die Stalle dCT 
beuten Cooriliiuleti-Azca in der Ettene, drei Coordinetca-Ann im lUum« telaaa. 
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beBtkmiite Werthc erhalten, welche lieh, wenn die demselben Puncte zugehörigen Coocdi- 
naten j ond x gegeben sind, finden and wie diese geomelriich constrtdren hMcn. Jelit 
woUen wir dieselben Gleichungen aus einem ganz verschiedenen Gesichtspnncte iMtracb- 
Un. "Wenn wir irgoid xwci bestimmte Wertbe b ond a den beiden Coordinalen y nnd 
z und dieselben Werth« bexflglich den bcMcn neuen Coordinalen ^ und | beilegoi» m 
erhalt en wir zwei Puncte = b, x = a| und ^ti =: b, | = die sich gegmadllg 
cntsprtfchen, und die Art des sich Entsprechens zweier solchen Puncte wird in jedem vor- 
liegenden Falle durch die beiden, durch tp und %p angezeigten Functionen bestiuimt. FJne 
gegcbeOA Gleichung zwischen y und x stellt im Allgemeinen eine Curve dar, dieselbe Glei- 
cbunp, wenn ivir blofs j; iiiicl i an <Iic Stelle von y und \ schreiben, stellt eine zweite 
Curvc dar. Jedem i'uucte der ciueu Curve entspricht, in der vur&tcltcnden Bedeutung 
ein Punct der andern; « «nliprichl die eine Curve der andern Cure. . 
Wir wollen iweftaw vob den. folgenden beiden Gleirhungen: 
*Ä9P(W,v), . fssvCw.v), 
Mugebcn, die trir in iaa xwellcn PangniplMn «ns dem Geatdilspanet Aecntirl beben, dalä, 
wenn ^vir für eine gegebene gerade Linie die Werthc ihrer beiden Coordinalen w und v 
kennen, sich für dicselb« gerade Linie die Werthe der Coordinalen ^ und i geometrisch 
bcatemen laMen. Jetst wollen wir irgend «wd bcstöiinile Wertbe l&r w md t und dl^ 

selben 'Werthc für & und ^ annehmen, nnd erhalten nlsdnnn zwei bcstiiniiitr gerade Li- 
nien, die sich gegenseitig entsprechen, und die Art des Entsprechens hängt auch hier wie» 
daran '*on den -beidcffl, doreh tp und ^ dargectditen Fimelionen ab. Eine ond dleedbe 

.Gleichung einerseits zwischen w und v ond andrerseits zwischen & und ^ stellt zwei ver- 
echiedene sich entsprechende Gurren dar, in der Art, dat» jede Tangente der einen Curv^ 
bi dar «Upn Bedeutung einer Tangen!« der aodeni Gnrve entspricht. 
Wir Wldlcn drittens die beiden Gkkiinngen: 

^iihl&.0 = 0, V(,.&^,0 = 0. (8) 

betandltea, wvmmi, eineneiu, ij und | ab Tiattcliooen ^nnd ^ und, andrerseits, dieae 

. leWen beiden GrOfscn als Fonctionen von jenen beiden ersten !>ich ergeben, jj und $ 
wollen wir wie bisher ala Pigiet- und & ond ^ als Linien- Coordinalen betrachten. Wenn 
wir htemacb nrei besHminle Werthe den beiden Punct -Coordinalen ij und £ und diesel- 
ben beiden Werthc den Linien - Coordinafen & und C beilegen, so erhalten wir einerseits 
einen Punct und andrerseits eine gerade Linie: beide entsprechen sich gegenseitig und die 
Art des Enispradiens .wird auch hier durch die obigen Functionen bestimmt Irgoid zwei 
Gldcfanngcn: 

F(;:,;)=0, ¥(&,:) = {), 

stellen zwei Curven dar, die &icli entsprechen, und zwar in der Art, dafs jedem Puncte 
der ersten Gnrve eine Tangente der zweiten entspricht. 

F.S tritt nns also auf diese Weise eine dreifache Art des Entsprerwns entgegen, er- 
stens ein Entsprechen zwischen Punct und Punct, nnd zwischen geometrischen Oertem» 
in ao fem wir lAa dicaelbcn dnrcb die Bewegpmg einaa PoBcIcä l ieadi i ie l H a i danken; iwei- 
tens zwischen gerader Linie und gerader Linie und zwischen zwei geometrischen 
Oer lern, in so fem wir uns dieselben durch eine bezügliche gerade Linie umhüllt denken, 
nnd drittena endüdi cwinlien Pnnet ond geradeV Linie nnd cwisdwn *wci Conren, 
ven welchen wir uns die eine durch einen Punct beschrieben und die andere tob einer 
(aniden Linie umhüllt vorstellen. Auf dieser dreifachen Art dea jEntoprechens beruhen 
die drd Haapt-Ghtaan Ton UdMrtragungsoPrnicipien. 

7 
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• 72. Wir können nach geometrischen Voraussetzungen über die in der vorigen Nnm* 
mer eingefllhrten FbnclioBen ailgMneina BesfiniBODgen nadicn. Vfir kttmca zom Bei- 
spii'l die Rc(itngiin°; slcllefl, dafs jedem Pancte (y,x) nur ein einziger Pimct (.i)ti) ent- 
spricht: diefs setzt blots vorani, ddii in den GJeichiingen (1) durch tp md V rationale 
Ämetfonen dargestellt werden, dMiit t*fr nlclit lllr dieselben beiden Wertbe von j und x 
mchiTa<1ic Wcrlho von 7; und ^ erhallen. Bei dieser Vorausselxnng kann umgekehrt Je- 
dem Puncte (tj, I) norii |cdc beliebige Anzahl Ton Puncten (j, x) entsprechen. FDf;en wir 
die neue Beiebränkung hinzu, dab zugleich auch nur ein einziger Punct (y, x) jedem 
Pkineie (17. |) entapridtf, M «rhdtfa irir naA dar allgHuiasten B«rt—— g dir laMlio> 
ncD ff und Y'* 

« — „ y+ax -Hb ^ y-»-ax 4.V • 

Durch GU-ichun^en von derselben Form lassen sich umgekehrt auch y und x durch ^ und 
I ausdrücken, eine Bemerkung, die a priori schon aus den . geometrischen VorausMtnB-. 
gm «ich trgbi *>. 

Bei Reicher F^neÜMien-BcstimrounggdMBdieGkii^gcn (2) in die folgcadcnilMr: 
- ^ w-4-av +h y wt-a'y -fr-b' ... 

und cnthnllcn ein Fibcrtnicungs-Princlp der zweiten Alt, nach welrlicra zwei gmdt Li» 
oien (1^, ^ und (w, v) sieb gegenseitig und aaC einzige Weise entsprechen. 

78. Wem ivir endUch dto ncoe YoinnMetzung inacbcn, dals xwitcilcn iwei- Con- 
Ctroctionrn die doppelte Beziebung Statt findet, dafs, einerseits, je zwei Puncte dersel- 
ben und, andreneitSt je iirei gerade Linien denelben aidi gegenseitig «nd an( ein- 
zige Weite oitipredien, eo Tcreinigea lacli ffia betden eben erwibatea Uakerfragungs- 
Principicn in ein einziges, in (In.'-j('iit<;o nemlich, waches sich auf diejenige geometrische 
Verwandtschaft bezieht, der Herr Möbius in seinem „barycentrischen Calcfil" den Nft- 
men Collineation beigelegt hat. Für diesen Fall findet man, dafs die Form der (Hei- 
cbongen (4) und (5), indem man einerseits die Bedingung aufsucht, dafs eine Gleidrang 
des elften Grndcs zwischen r\ und f eine perndc Linie, und andrerseits, dnfs eine Glei- 
cbuug (ics ersten Grades zwischen t> und Q einen Punct darstellt, in folgeniio üixirgcht: 

.V-4-ax -»-b ^ y + a\-J-h* 

- ' w-f-nv .4-b „ w-Ha'v -Hb' 

* = '*w4-a%+l»- ''-"•w-l-aV+b- 
•Durch jedes dieser beiden Gliirhiingru -Panrc «ird also die Verwandtschaft der Colli- 
neation ausgedrückt. Diese neuen Gleichungen unterscheiden sich von den entsprechenden 
irflÜMm dadiiidi^b die Neaner in den lidden GtdclRngen )ede« Piuvea, wcklM 
beÜdHM 



irgend nrel beÜflnge Uneara VanetioMB «ireB, nun idenliMh deielbeft gemirdMi dnd 



•) Die Frst;f, „w«iin rnloprirlit in ivrfi Fipirpn gcgraaeittg »in<-m Pancle icnmrr nur rin Punct" (eint- 
Fnt;<'. <li>'- ilircr >'ulur rijrli. iilJri^('^s kriiit' rrin geomclrisclic ist. Fonilrrn lieh Irilislirli aof algebrai- 
lebe UrgriHs-Bcslininiang grCndrt) »Irlllni sieb in n«urat«r Zeit xvrri Gcometcr, zürnt Herr Hagnus, 
aaf MtljUKliriii Wege (Crcllc's Journal Bd. VIII, S. 51.), irad dann lierr Steiner, anC nicht 1 
d«r dcRMte Weiss, Ucm er dk fadoiuito ERcagai^ il^pvbainids, deich die Bm 
gsiadMi Idaia, «cMe in aVn Ihn« Lagra drei «tgiteM aad bsto ptnU iMm im Htm 
n flUb Bihm, and gelrngten beide n desjcaigca UcbeitiegBiis-Fkfac^, da» iebfid^idMa (Crel> 
le'e Jwraal Bd. V, 8. ».) aHgctdgt bati«. 
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wonncb. während die den Gleichungen (1) und fii) entsprechenden allpemeiiiern Verwandt- 
wbafleu von zehn CoosU^ten, die Vemr-aadUcbad der Coliiucation nur voo acbt Con- 
•lainten abUtaigt. 

Wir bemerken, dafs die Gleiehungon (G) und (7) eben dieselben sind, auf »velchc 
wir UDMre aUgemeioe Bestimmung linearer Coordiuatcu iu den beiden ersten Parpig^pben 
baabt halwD: seboä der Begriff lolcher Coordiiiaten adiliefirt alm den Bepiff dar 

jmliflBg-Vcn^ andlst Iirifl ein. Jede Dnisf oliiingswcise der Geometrie, die auf Allgemein- 
hät Anapruch macht, mub ihren eigenen Algorithmus haben, uui diese Venrandtscluft 
«MindrOdMii. Für ans lieft er oninittdbar ▼«r. Es ist jede geomctriadie Eigoicbaft, 
deren Beweis in der nllj^einoinen lioearca Coordinaten- Bestimmung, ohne dnfs über die 
Conataoteii, von welchen sie abhangig iti, besondere YoraussetzuDgen gemacht werden, ge- 
fidiit worden ist, üirer Art mdh dne coHbienre. ' 

Zwei andere Algoriihmen sind noch mit Erfolg angewandt worden, um dl« ColÜDM»' 
tion daRUBlellen: erstens die Betrachloog der metrischen Kelation«n, and zwei- 
tens die perspectiVische ProjectioD* Wir nUssen ans hier begnügen, diese blols 
erwtthnt zu haben, jene wollen wir andeoliugsw eise mit ein paar Worten berühren. 

74. Wenn irgend eine Zusammenstellung von Gleichungen zwischen irgend zwei all- 
gemeinen linearen Punct-Coordinaten, 17 und ^, und durch dieselbe also irgend eine Fi- 
gur, irgend eine Zusammenstellung (icumetrisiiicr Ocrter, gegeben ist, so können wir in 
allen gegebenen Gleichungen überall ?/ und | mit zwei andern Coordinatcn derselben Art, 
f]' und vertauschen. Alsdann stellen die neuen Gleichungen eine zweite Figur dar, 
welche, der Definition zufolge, mit der ersten in der Verwandtschaft der Collinealion 
steht Wenn >iir hiernach irgend eiAe Reibe TM Poocldi in dar «nIcB FJgnr beüdwg 

•uswtiilen, und für dieselben etwa: 

= ij = b,, i] = b,, •} =s b«, . . . . (I) 

«haltan, •» agao^ in die Augen» daCi, fOr die enHpredend«! PomI« .in der zmilen 
lipir, 

V'ssb,, if=sb,f V^bs, i|^sbi(, .... (ßy 
•Ich «q^, wobd in beidenAeiboi vm dekbuecB die anC diaatOwWeiw bflMid«etan 

b dieselben Gonsfanten bedcotcn. Wenn wir, Ibnlkh wie in der 7. Noouner, a» . ^ an 

r 

dBe Stelle von t] schreiben, und d<-iiji tii;:rn Werllirn, wrlrlic flic linrarrn und p.iiixcn 
. FtoactiODen q und r für die verschiedenen Puncte der ersten Figur erhalten, zur Unter- 
adieidaag die entsprechenden Maifcen beihgen, so konatt 

».Slssb,. jtiSicb,, x.^ = b„ *.3!=b, (S) 

Ti • r, " r« " U 

So lange « einen nnbeatisuitcn Qoefiidentea bedeutet, kSnnen wir q und r als ganse nod 

lineare Functionen von der Form ftOr+ax+b) und ft als gegeben iietrachten. Ins- 
bdsondere lifinnen wir also, zum Behuf geometrischer Deutung, die Functionen q und r 
cmslniiren: ab Peij^anUkel, welche von dem bezfif^cben Puncte aus auf die beiden, 
dnicb die Glmchungen 

q = 0, r = 0, (4) 

dargestdllen geraden Linien gefällt werden — oder als Parallel -Coordiaaten — oder ala 
SegMlBte deijenigcn geraden Linie, welche durch den bezüglichen Punct geht und eine 

geeebene Rifhlung hat, etwa der durch die beiden ersten Puncte dor ersten Figur gehen- 
den geraden Liiue paiatiel ist — oder wir können endlich auch den wülkUhrlichen Cocf- 

<!• 
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ficicnten u so annclimcn, dnfs zum Uriiipid dcT Ausdruck (liri — q^r,) die Flärlic dcsjenU 
gea Dreieclu darstellt, dessen drei WiBkdpldWtc die beiden erstea Puocte der ersten Fi- 
gur imil der Dordnciadtt d«r beiileB geraden Linieii (4) rind. 

75. Wenn vrir zuvörderst blofs die beiden ersten Puncto betrarhtcn und zwischeD 
den bezüglichen beiden der Gleichungen (3) den nnbestimmten Coetücienten x filiminirwy 
•o kommt: . , 



-Di« l^nni dhMr Catkhng können wir 

der swvitan I^pir UberlngaD, indem wir an di« Stdl« der beiden geraden 

q SB 0, r s 0, oder i| s 0» i| s co, 
die ihnen enttpredienden 

q' = 0, r' = 0, oder i/ B 0> rf & CO^ 

letien und erhalten aladanni bei analoger Bezeichnung: 

i-'-.^-i^ = ^ = 3i:53. (5) 

r, ft b, r, r, 

„"Wenn man irgend zwei gerade Union und zwei I^unctc einer pef^cbcncn Fif^ur be- 
tndlte^ so kann man den Quotienten der kürzesten Abstände eines dieser Puncte von der 
einen Jener geraden Linien und des andern Ponctes von der «ndeni geraden LWe bilden 
und dann wiederum den neuen Quotienten derjenigen beiden, welche sich auf diese Weise 
ergeben. Dieser neue Quotient bleibt alsdann constant, wie «ich auch die gegeben« Figinr 
«oDinear ongeelaiten nag." 

„Wenn man irgend zwei u-cradc Linien und xwel Poncle einer gegebenen Figur nimmt, 
SO kann man zwei solche Parallelogramme betch^ciben, deren zwei anstofaende Seiten in 
dl« beiden geraden Linien btho, imd deren beide flinigffi Seiten dnrdb die beiden Pnncto 
gehen, ohne sidi in diesen Punrten zu schneiden: der Quotient dieser bticlrn Parallelo« 
gremue bleibt coustant, wie sich auch die gegebene FigMr collinear umgestalten mag." 

Legen wir durch Ae gegebenen beiden Puncte der arsprünglichen Figur, die wir 1^ 
ond.Mj nennen wollen, eine gerade Linie, welche die beiden gegebenen geraden Li> 
nien ( 4 ) in den Puncten Q und R achneiden, ao kflnuen ivir für den conataatcn A mdinA 

gi den folgenden nebmen: 

M.Q .M.Q 

Hieniach ergibt aich dne Betrische Rdation zwiadien den gegenseitigen AbstSndcn von ir- 
goD(! vier Puncten, die in gerader Linie liegen, welche, bei jeder collinearcn Umge- 
staltung, dieselbe bleibt. Herr Möbius hat den fraglichen Gegenstand unter diesem Ge- 
■ditsimnete bebacblet» nnd nennt den Tontehenden AniAncb: „Doppebdinitte-yer- 

hÖtaifs." 

„Ein D(^peIschnitt>-VerhSltni£i bleibt, bei jeder collinearcn Umgestaltung constant." 
71t. Ana den Gieiehungen (8) «riutUen ifir Corner, inden ivir ider Puncto, der nr- 
aprüntficben Figur betrachten: 

«. '''^;-'i»^' «b,-b>, ».3!!i^ = b.-b.. 

«.Sil!^ = b»-b.. « b.-b. 
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MTflUI wir das Product der beiden ersten dieser vier Gleichungen durch das Product der 
bddcn ietztea dividireo, so vcncbwiudon die Nenner der .ersten Theile zugleich mit dem 
onbiptimliHi CoflfliciHilMi », «t kownl: 

(qirs— «irj(f,r4— q^r.) (q, — bj(li,— b«) ' 

oder, indem nach einer oben gemachten Bcmerkosg geometrisch deuten, mid den 
Durchschnitt der beiden geraden Linien (1) A und die vier Puncte der ersten Fignr B, 
Cf D and E iMUiait 

BAC DAE _ (b, -b Ub, — b.) 

B AD ■ C.\E ~ (bj — b J (b, — b J • " 

„Wenn man irgend fünf Puncte emer gegebenen Figur betrachtet, so kann man einen be- 
lidli^ derselben (A) mit den Tier übrigen B, C, D und £, und iibcrdiefs die lcUtg8> 
nannten vier Puncte unter sich auf beliebige Weise zu einem Viereck (etwa BCED) Tcr- 
bioden, und erhält nlsdauu zvrci Paare von Dreiecken mit g;emcinschaftlichem Scheitel im 
PWete A welche zu ihren Basen die beiden Paare gegenQberlicgcndcr Seiten des Vierecks 
(einerseits BC und DE, andrerseits BD und tT) haben: das Vcrhiillnifs des Producics der 
beiden Dreiecke des einen Paares zu dem Pruductc der beiden Dreiecke des andern 
bledM, bei feder coUlnearen Umgeetahang, eonetuit'' 

Das Voi^tchcndc enthält chic, zuerst von Ilrrni Möbius nufgestclltc, constanle me- 
trische Relation der colliucarcu Verwandtschaft zwischen fünf beliebigen Puncten, wftlirend 
die frühere Rektion sich auf vier Pmcte dcndbea gendcn Linie hnUU. Beide Rel»» 
tioiien nimi xn IdentiMiMii Glekhimigai, wami swel der KTrltfirlrfn Pakte nrnrnmitn 
bUen. 

77. Zwei colllDeflre Vigdreii lind enf Toüiandlge und Üneare Weise gegenseitig durch 

einander bcslimmt, wmn vier Puncte der einen und vier Puncte der andern, die in fcst- 
gettellter Aufeinanderfolge sich gegenseitig entsprechen, gegeben sind, vorausgesetzt jedocbi 
diA unter den betdcanallgeB vier Ftaneten oiebt*dtai te gender Unit liegen. Statt der 
' liciden Grxippcn von vier sich entsprcrli enden Puncten, kOnneu auch zwei Gruppen »eil 
vier Hcb entsprechenden geraden linien gegeben sein. £s ist beides al« gleichbedeutend 
amnieben, dem, wenn wir £e vier gegdienen Pmete jeder der beiden Gnippen auf ana< 
löge Weise zu einem Viereck verbinden, so ergeben sich zwei Gruppen von vier sich ent- 
sprechenden geraden Linien. . Nach der 18. Nummer bSngt die allgemeine Bestimmung der 
Punct-Coordinaten von vier gegebenen geraden' Linien, und nach der 5L Nummer die 
allgemeine Bestimmung der Linien- Coordinaten von vier gegebenen Puncten auf lineare 
Weise ah Wir können also, in Beziehung auf das Viereck der ersten Figur, die wir 
ala ursprünglich gegeben betrachten wollen, einerseits die Coordinaten- Werlhe jedes fünf- 
ten Pnnctes und andrerseits die Coordinaten -Wcrtbc jeder f&nften geraden Linie beatbiK 
inen; und ibinn , in 'ne7.ichung auf das entsprechende Viereck der zweiten Figur, einerseits 
denjenigen i'uuct und andrerseits diejenige gerade Linie, welche bezüglich durch jene Co- 
etdinten-Wertb« gegeben sind, coasiraben. Anf diesem Wege finden wir eleo n jedem 
gegebenen Puncte und jeder gc|;cbenen {jcradcn Linie der ersten Figtir den entsprechen- 
den Punct und die entsprechende gerade Linie, und somit die ganze entsprechende zweite 
Figur. 

78. Wonn wir, wie bisher, die beiden Punct- Coordin.iten irgend zweier Bestimmun- 
gen durch Ti und |, q' und S darstellen, und dies« (Symbole im Allgemeiuen also verSu- 
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derliche GrOfoeD bedeuten, die, «nf gegebene Puncte bezogen, erat beaÜBmte Wertbe er> 
halten, 80 hat man fttr je iwd rieh cntiprecbende Pimcte: 

'; = M. .^ = m- .(1) 

Diese beiden Gleichungen enthalten die ToUständige Definition der CoUineations-Ver- 
waudtscbaft. Sie zeigen zugleich, dafs diese Verwandtschaft von acht ConatMUten ab- 
hängt, weil wir durch eine solche Anzahl von unbestimmten Conslnuten tj' und 1* baOMr 
durch i; und J aii?drfirkrn kiiuncn. Sic zeigen ferner, dafs eine (Jnippe collinear ver- 
wandter Figuren in einer solchen gegenseitigen Beziehung stehen, dafs man alle diese Fl- 
gnren cAaltcn kann, wenn irgend eine derselben gegeben ist; und deii, wenn in einer 
Reihe von Figuren jode von diesen mit der nuf sie folfondfu rollinpar vemandt ift, Jt 
zwei beliebige derselben in der Verwandtschaft der Coiliucatiou stehen. 

Wenn wir partienllre Yorenetetkongen Aber die Bettlmniang der Co- 
ordinaten ?; und J. i/ und 1* machen, so erhallen die Gleichungen (1) eine beschränk- 
tere Bedeutung, und drücken, wenn unsere Voraussetinngen sieb gleicbmäfsig auf beide 
GooidinaleB-Peare entredtcn, eine engen VerwiBdlediaft iwiechen Figunn, wddie un- 
ter sich eine abgeschlossene Gruppe bilden, aus. DicM engere Verwandtschaft kann sich 
indefs auf gleiche Weise auf die Gestalt, die Diaeneion und die gegenseitige 
Lage der Pigoren beziehen. 

79. Eine entere Vcnvandbiftaft wird hiemach snn Beiipiel dnrdi An nadietefcen- 
den beiden Gleidumgen: 

■ ? = ■ 

aosgedriickt, deren Form dadurch characterisirt ist, dafs die ZXhlcr in den allgeii|einen 
Aasdrücken fQr die Coordinaten t} und */, i und |' bezüglich dieaelben Bnmren Btan^ 
«tionen sind. 

Es stallen die lieiden CUeicbungen: 

17-l-AI-l-B = 0, 

,/-HAr-l-B = 0, 

überhaupt irgend z%vci sich cnlsprerhcnde gerade Linien dar, wenn \Tir für A und B ir- 
gend zwei constaotc Wertbe annehmen. Bei unserer parliculärca Voraussetzung geben 
dieae Glekhnng^ in die folgenden Uber: 

q + Ap + Iir = 0, (S) 
q-4-Ai>-+-Br =0, 

nnd'werden idciitledi, sobald B Tencbwindet Es fallen also nnendlidi viele sich cM» 
aprecbende gerade l inii n zusammen, die alle dmcii denselben Ponet, den Dnrcfasdinitt^ 
pUBOt der durch die Gleichungen: 

qsO, pssO, (4) 

dargestellten, beiden gemdon Linien gehen. 

' Irgend swd Paare sieb entsprechender gerader Linien schneiden sich in zwei enUpre- 
dend« Pmcten. Um also insbesondere diejenigen sidi enispreehenden Fände cweier 
3jSlManl, die auf einander fallen, zu erhalten, müssen wir Gleichungen -Paare wie die vor- 
Stcbenden (3) mit einander Terbioden. Ziehen wir diese beiden Gldcbuogen von dnan- 
der ab, so kommt: 

r— r' = 0: (5) 
eine Gleichung, aus der alle Spur derjenigen Constanten, wdchc jedes Paar dch entspre- 
chender gerader Linien particukrisiren, Toachwiuiden ist Neben dem merkwürdigen 
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'Puncto, <1pr die Eipcusclinft 1ki(, dafs in jede durch dcuscibcu cclicnde gerade Linie 
nrci akh eulsprcchcndc gerade Linien der beiden Sjstcmc zusauimcnfallcD, gibt es also 
anch Doch dae gerade Linie (5), weicbe die Eigenadieft Iw^ deb in jeden Putut der- 

eetben znci sirh. cnbpncheode Puncto der beiden Sy<:(oino 7i)<:ntnnionfnIlon. 

Herr Magnat hat ^nerat gezeigt *), dafs )e zwei coiliuear vcmaudte Figuren, im AJl- 
gOBefaien, dm^ ForMdmig md DreUng einer dendben. In dl^enige Vennindtaefcaft 

treten können , wclclic dtirrh die GIcirluingon (2) ansgcdrtlckt wird. Er sagt, dafs die 
beiden coUinearen Figuren alsdann zugleich eine collineare Lage haben, und nennt 
den Dnrchaelmittspanet der beiden geraden Linien (4) Collineationi-Gentrvin nnd 

die gerade Linie (5) CoIIinoations-Axe. 

80. Wir wollen ferner die Gleichungen (1) dadurch particoiamiren, dab wir 

7' = [t']. ? = [^]. 

setzen, indem wir, wie bisher, die ersten Thetle dieser beiden Gleichungen auf die Puncte 
des einen and die zneiten Theile derselben auf die entspredienden Pnncte dnei andern 
collincaren Sjrstcms beziehen. Die Form der vorstehenden Gleichungen ist so gewählt, 
dafs die in beiden Theilen derselben vorkommenden, Uncaren Functionen identisch diesel- 
ben sind, und also nur deshalb im Allgemeinen verschiedene Werthe erhalten, weil, in 
AIlgcineinoD, siciS entsprechende Puncte nicbt maanmenfkUen. Zogltoich aber bcnnkCa 
wir, daüs in jede der drei geraden Linien: 

. r=;0, q = 0, • pasO, (7) 

sich ent ap reei i ende gerade Linien, und also in den DoNba^niÜtapancten je siraier danal- 
ben alch entsprechende Puncte zusammenfallen. 

'Bei achicklicher Functionen -Bestimmung können wir irgend zwei beliebige col- 
Üneare STaten« dordi die beiden Gleidiungen (6) cbaraelefiahren; weit in je swei eoleben 

Systemen, welche gegenseitige Lage diosotbcn auch haben raöfjen, immer drei Paare Fleh 
enisprecheuder gerader Linien einander decken. Wir wollen, um diese Behauptung di> 
tect m mbtfoifigan, indeoa wir in deai allgcneincD Falle der CMeidinngan (1) oder 

HCl H['{] 

*) S—aihBH m iatgim mi Mwsima aas «hr s a s \yti sd i s a C e w s tti e twi L.J.Hegaaa. BeHln, 1833. 
Dtr letite Gnnl, aaf'w«1dbcai St WtfidUMl, geomclfitdk« IMsiloara dirrik Aotdrfieke ron be- 
atiannter Form dinn^lrlli n, Itrralit, i«t !muirr dir. Ari»M ili-r CoMUattn, nriclic <1iVtr Aiisiiiik li' i nt- 
hshm. W'm den TorlirgFDcIcn Fall bctrifTt, so Lommrn in den GIrichangen ('i) der 79. Nnminrr drs 
Tales im G«nMtl zehn Coostantc vor Dir Dritiminmig ivreirr collincartr Sys^pme hingt, iiu Allzc- 
■ancn, Ton 2 . 8 es 16 Conitanien ab. Diese Anuhl voa ConstaaUn radadrlsidi ahar aas 2.3 = 9, 
wtan wir di« Lage der beiden Sjrsteme ab eiaa wiUkfihriidhe bstndiltii. Dcaa die Laga «iacr Figar 
ltiriisa | » t ist als i^fdwii ra Lt irücliUB, wsaa üb Lag« eines IwittimmHa Penetce aaiplaar daidhde» 
stlbffl gskcadeii höltainitpn r.idrn 'Lüne der Figur gefeltn Ist, and Iilogl somit von drd fttaaiaa 
(.'onslantcn ab. I m einer grgrficnfii Fi;;ar rine si ;;« Lt im ju t;« !" m , Llniirn ivir nemlich zoenl 

einen beatiinmtcn Punct dertribi-n luit ciocin gegebenen Puncto rur Uerkun; bringen, und dann nm die- 
senPanet die Fi^r so drehen, dab eine imtiramte, durcb diesen Puuct gebend«-, gerade Linie der Fij^nr 
eine gegebene Richtung erhilt; oder, vrii könnea auch eine bestimmte gerade Linie der Figur mit cioer 
gegebenen tnr Deckimg bringen, and dann die Figur, parallel nit sich selbst, nach der Richtung dieser 
gSiadcn Linie, ao Tcnchiebea, d«b cia bealimnter, der Figar aa mi Jiigar Aaset aaf dieaer getadea 
äle eine gegebene Lage eridlL Bisnitcfa hingt also die allgcoHtaa PwiiWBiai^ awrisr calfaasNr Sj- 
Btrmr, in .^o fern wir ihre Lage als eine \>illliiLriiche belracbtca, Bar aeeh «VO SS liltal CllllSlsatsn SB. 
als in den (jleicbungen (2) TorkoaMBCO, nemtich von zehn. 
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znriickgelieB, irgend zwei einander entsprechende gerade Linien durch die beiden Glei- 



q+Ap-l-Br =0, - (8) 

q'+Ap'+Br' = 0, 

darstellen. Wir können immer (27) die linearen Functionen, die Mif du xweite Sjitem 
aich beziehen, vennittelst neun unbestimmter Cooflicienten dnrcil die dn 
ctioncB des ersten Systems auf folgende Weise ausdrücken: 

q' = aq-f-bpH-cr , p' ~ n'q -|- h'p -|- e r , r' = a''q-|-b"p-t-c"r; 
and «riialteB alsdann an die Stelle der.z>vcitcn der Glcichongen (8) die nac 

(a-+-Aa'+IJa')(j + (li-|-\b'-HBb>-4-(c+Ac'-|-BO"- =* 0. (9) 
Sollen also die beiden durch die Gleichungen (8) dargestellten geraden Linien zusammeu- 
UUm, 90 vBhoi iolgmd« beide BdUngungs-Glcichangai biefiriediglt werdeni 

b+Ab'+Bb- . 



• ■I-Aa'+Ba" 
c + Ac'4-Be" 



= B. 



a +Aa'-4-B.V' 

Nehmen ifrir, etwa an« der ersten dieser Gleichungen, den Werth von 3» um ihn in die i 
dendben cftunelMn^ so gelangen wir, an A m befUnmici^ in einer Gleichung des dtUten 
Grades. Fir fed«R der drei auf diese Weise sieb ergebenden Wcrthe dieser Constanten gibt 
dw xwelte Sär Tontabenden Gleichungen auf lineare Weise den bezOglicben Werth too 
Bt so dab wir immer durch eine dreifadie Bestimmnng von A und B &t beiden Gle^ 
chnngen (8) identisch machen können. Es gibt also, in Uebcreinstimmung mit der tot» 
stehenden Behauptung, in )e zwei coIKnearen Systemen immer drei Paare sich entspre-- 
cheuder und auf ciaander fallender geraden Linien. Eine dieser geraden Linien ist noth- 
wendig reell, die bddcn andern können imaginär sein, schneiden sich alsdann aber immer 
in einem reellen Puncto, so dafs al<io wenigstens ein Paar sich entsprechender reeller 
gerader Linien und ein Paar sich entsprechender reeller Punctc auf einander fallen. 

Wir wollen di^enlgen drei Puncte, in deren jedenL nrci sich entsprechende Punete 
zweier geRebrncn collinearcn Svsleitie, bei < itu r ircfiebonon gegenseitigen Lage dcrsclhm, zu- 
sammenfallen, Situations-Puncte und diejenigen drei geraden Linien, welche diese Puncte 
penweise TCfbindcii, «nd In deren Jeder dio swei sidi e oto prec h enda gerade LUen m> 

Sammcnf.illen , Situations-Axen iit-nnen. 

Wenn das eine von zwei coUiacaren Systemen eine feste Lage behält, während das 
udere derselben licb ibribewegt, so rerlndert das von den drei Situations-Fnnctcn gdilU 

dcte Dn irtk, im Alberacinen, zugleich seine Gcsfalt'und seine Lage. Es treten uns hier- 
bei mehrfache interessante Fragen entgegen, in deren Beantwortung hier einzugeben der 
Rmui Teibielel. 

81. Ni#'cine Bedeboog kann ich nicht ganz unberührt lassen. Wenn irgend zw« 
collineere Sjsteme gegfbcn dnd, so g^t es in jedem derselben eine merkwürdige vdl> 
boomen bestimmte gerade Linie, welche tob der gegenseitigen Lage der beiden Systeme 
unabhängig ist. Eine gerade Linie, die unendlidi weit rlldit, rcrliert dadurch ihre be- 
stimmte Ricbtong und steht zu jedem Sjsteme in einer solchen Beziehung, die sich auch 
dann nicht ändert, wenn dieses System um eine endliche Strecke verschoben und beliebig 
gedreht wird. Betrachtet man diese nnendlich entfernte gerade Lfade nach einander ale 
jedem der beiden collincarcn Systeme angehUrig, so kann man in dem jcdcsni.->'<gcn an« 
dem Systeme die entsprechende gerade Linie bestimmen. Man ciblU alsdauu zwei solche 
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gerade liaicn, von welchen jede die Eigeiuchart ixat, dafs irgend zweien geraden Linien 
im beilli^Bdiea Syttem, a«f denelben lidi'sduiciden, <wei »olche gtnide Linicii des ' 
IDdeni Suterns CDli^prechen, die parallel sind. Die so bci^limmtcn beiden geraden Linien 
dnliCD ddi, wenn die beiden Sjateute sieb dreben, zuglcicb aüt dieMD^ ond werden, 
wenn iBe bdden Sjttene eine colliseare Lage etlalten, adt* der CollineatioiM-Äz» iiod 
ako auch unter sich parallel. 

82. £io auigiBMichaeter Fall, den mt besonders berrorfaeben mOssen, ist deijenige, 
dsb die Nenner in den AusdrQckcn fllr die Coordinaten der allgemeinen Bestimmung auf 
eine Constantc sieb redueiren. Wir künnen die Fundamcntal*Gleidiungcn (1), welche 
die all;;eineine ColUncalionS'VerwandUchaft anadrttckeD, alsdann auf folgende Weiae par> 
ticularisircn: 

so daClt wenn fOr eine Gruppe von Puncten eines Systems, M|, Bf» Ut.. • • . 

»q, s: b(, xq, = b,, xq, =s b,, . . . * («) ' 

Inden wir, durch die den Functionen q qnd p beigefQgten Marken, diejenigen bcsondcrn 
Werthe derselben unicrsdieidcn, vrelcbe sieb auf die verschiedenen Puncte beueben: für 
' die entsprechende Gruppe von Puncten des andern Sjatenu, M'i, M*,, . . . 

s^^i — bi » « — b* » *V» = !>•»•••.* 

rr'p'i = a, , n'p\ = B, , ,t'p'j = aj , . . . 

hervorgeht. Je swet sich entsprechende gerade Linien der beiden Systeme kOnnen wir 
dnrdi di« »Mhslehendcii GUachniigen: 

.'xq+Affp +B s Ö, (*) • 

x'q'+A;i'p-l-B =s 0, 

darstellen, indem wir \ und B, die irgend zwei Constanlebedenlen, gehörig annehmen. 

So lange wir x und tt ala onbeslimmte Coefiicicnlen betrachten, können wir «B* 
Wertbe der bi'idcn FiiiK(iotu-n q und p nls uorndc Linien conslmirai, wdche*VOBden 
bezügUcLcn Puncten aus, uach (Ion beidcu geraden Linien, 

q=0, p = 0, (4) 

unter irgend zwei conslantcn ^^ iiikcln gezogen werden. Die einfachste Function der Co- 
ordinaten -Werthc von Puucten des ersten Systems, die von jenen beiden Constanten un- 
abhlngig Ist und also eine onniltellMre geomelriscbe Deutung snUds^ eriiaitett wir ans der 
Zusammenstellung etwa der beiden «taten der Glädumgen (2). Et eigUit rieb nemlieb 
aus derselben: 

* Hl. =s 

* bT . 

Wir sehen hieraus, „dafs der Quotient der Ahslünde irgend iwcicr Puncte einer gegebc- ' 
nen Figur von einer geraden Linie derselben, bei jeder affinen Umgestaltung, constant 
bleibt.« 

AVenn wir die Ausdrücke (j, und auf derjenigen geraden LiniS!» welche die beiden 
bezüglichen Puncte Mj und verbindet, und die gerade Linie: q s 0, in irgend «inen 
Puncte Q schneidet, een i l i uir e n, io konanti 

M.Q _ b, . 

M.« - b,' 

woram berrorgebt, „dafs das VeAÜtnUa dhr haHsB Abilinda «bea wn irgend drei Pune- 

8 
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Scbon die erste dieser beiden Gleichungen allein fpbt A, und fOr dasselbe einen zwicfa-. 
eben Werth; dann erhalteo wir aus der sireiten Gleichiiag zwei Wer(he von B , die den 
licideo Werlben von A auf finear« Weise enteprecben und, llbereinstiniincnd mit dieaen, 
entweder reell oder ImaginSr sind. Ks i;ibt also inuner, der obigen Behauptung f;emafs, 
zwei Paare (rcller oder iinaginrirer) gerader Linien je zweier affinen SjtHieOM, die sidl 
decken, und wenn wir diese durch das Gleichungen -Paar: 

q=ü, p=0, 
darslpllon, ersieben sich, um die Aflinilät der beiden Sysfemo auFziKlrficVon, dir ^nr?(oh^n- 
dcu Gleichungen (5). Die so bestimiutcn beiden gcradL-u Linien wollen wir die bitua- 
tions-Axea und ihren Dnrchscbnittapnnct den Sitnattonapnnet der beiden afflneii 
Systeme nennen. (Die letzte Benennung IhH Herr .Magnus lür «in«n }>eaoiideni Fdl 
der AfQuilät: die Aehulichkcit, cingefUlirt.) 

Ea tritt ona bierbd logleldi eine «rtte Benwikang^ entgegen. Wenn wir daa eine 
der beiden nffincn Svsloiiie belii Iiip vi rsrhiibcn, jedoch so, dafs Vcinr Dn linti): Statt fin- 
det, so wird dieb offenbar durch eine blofse Aeuderung der beiden Coustantcn c und c' 
anigedrflckt, nnd liat alto aaf die Bestimmong von A dordiao« keinen Etnflnfe. Wir >•• 
hen hicrnu?, dil'-. wiiliniid d<.r Situationspmirl In i riin r tolclicn Verschiebun;: irgendeinen 
Weg beschreibt, die in dentsclbeQ aicli «dueidenden i>ituations-Axcu parallel mit sich 
selbst fortrOekcn. 

84. indem wir uns ferner norjniials zu dein allgemeinen Fall der Affinilät zurück- 
wenden, können wir, mit BäckBicht darauf, dafi x und n, »' und n* nnbestiiumtc Coeffi- 
denten bcdenten» in den, diese Verwandtseliall cbsractcrisirandei^ Gleidmngen ( 1 ) q und 
p, ^ nnd p' als Farallel-Cooniinaten betrachlan. Znr Unlcncheidaaf wollen wir. dieseU 
bsn umklaaunem. 

Wenn wir zugleich, der Kürze wegen, ^ = a, sz a! setzen und dorch a irgend 

eine bdiebige Constante bezeichnen, erhalten wir: 

(q) — aa(p) = 0 , «(q) = Ü , 

(q')-«»Yp') = 0, «(«l^-t-aVp-) »0. 

als die Glcirlmn^eii zweier s-irli eiils|)r«-f licndcn Linien - Pa.nre zweier arCnen Systeme. 
NVcnn wir hiernach der Gonstantcu « nach einander alle ujüglichen Wertbe beilegen, er- 
halten wir »wd ' InToltttionea Ton geraden Linien (erster Art), deren )e t«rei Vtan, die 
von dcmselheu Werthe von et abh;itij;eii, ?ich cusprcchen. Zwei solrlic Linirn - Paare sind 
namentlich diejenigen, welche den Wcrlhcn et = 0 und ce = entsprechen und durch 
idie Gleidiungen: q s 0 nnd q' =s 0; p b 0 luid p' s 0, dargeatdlt werden. 

Betrachten wir nun iii^lx Mincicri' olna die zueile Itivnitilinn , so wird dieselbe, ihrer 
Nalur nach, durch denjenigen Winkel, welchen die beidcu geraden Linien: q = 0 und 
p' = 0, dnadilie&en, nnd dnrch die Constante a' Tollkommen bestininit, nnd ist also (so 
wie andrerseits dif eifte liivolulion) für je zwei afriue Systeme, als unmittelbar durch die 
Gleichungen (1) gegeben, zu betrachten. Die Constante a, dnrdi wdche die einzelnen 
Paare der brolntion sieb u^encbeiden, htogt von einer constanten BicUong ab; Sndein 
wir diese constante Richtung so, dais sie, nadi einander, mit der Richtung jeder der bei- ' 
den Linien desselben Paares zusammenfallt, so ändert sich, für dieses Paar, der Werth 
von et continuirlicb zwischen den Grünzen Null und Unendlich. Statt aber jene constante 
Richtung zu ändern, kOnncn wir aurh <lie zweite Involution, unabhängig von der ersten, 
OB ihren Sdieitel drehen; dann wird dasaelbe Paar nach einander durch alle möglichen 

8« 
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Werthc von o: bezciclinct, und iriicnd einem gegebenen Wcrilic von « entsprechen nach _ 
duander alle uöglichca Paare der zweiten InTolulion. llieratu scheu wir, ohne die Aan- 
denm^ welche die beiden deicbnnf^ f I), die die AffioHtt tweier Sjstente MHdrOcken, 

dadurch erli idcn, dafs eines dcrs clbcii mn den Sidi.ilionspunct sich dreht, anal_\ lisch zu 
disculircn, dals, bei einer solchen Drehung, jedem Paare der lovolulion de« ersten Sj- 
BtenN naeb einander )edes Paar der Inrolation det iweiten' S^Memes enttprleht. 

Wenn wir also in der vorigen Nummer nacfagewiesca liaben, dafs durch den Sitoa- 
üonapvnct xwcier aflinen Systeme immer sotcbo zwei sich enitprechende gerade Linien ge- 
hen, dto sieb dedieo, so ist dicls, nach den ▼orttehenden Betrachtungtwdsen, damit gleich- 
bodenlcnd» n zeigen, dafs, wenn irgend zwei Involutionen denselben Scheitel haben, io» 
Allgemeinen die beiden Lioieu eines Paare« der ersten die beiden Linien eine« Paarea 
der zweiten decken; was leicht dircct zu beweisen ist *}. Zugleich aber ergibt sich eine 
Reihe neuer Folgeningen (33, 34). 

In jrdcr linoluliou gibt es ein ein/ipcs P.iar, drsfrn beide Linien auf einander senk- 
recht stehen, und wcna zwei Involutionen denselbeu Schcilci haben, so künuen offenbar 
' innner, durch eine schickliche Drehung einer derselben, diefenigen beiden I*aaro, deren Li- 
nien sieh re()it>*inklif; sclineidcn, zur Deckung gebracht >ver(!en. Nehmen wir hiernach in 
einem zivcier afiiuen S^steiDC einen Punct beliebig an, so künncn wir zuvörderst dieses 
Sjateii^ parallel ndt sieh selbst so verscUeben, dafs dieser Panel dar SUnlionspand i»M, 
und dann das System um diesen Punct so dr<-1ii'n. thh die beiden Situalions- Axen auf 
einander senkrecht stehen. ^Vir können also zwei aftilie Systeme iuoier in eine solche 
fSf;«nseitl§8 La(8 bringen, Adli die Fondanental-Glcicliangcn (1), an^ nnler dar Yoraa- 
scitinng» dais die beiden Situalions- A\cn: 

q = 0, 0, 
auf einander senkreebt stehen, die Form: 

== [x'(q)] , ^rp = [.VCiOJ , (7) 

anndunen, oder, indem wir a und a' in der frQheni Bedeutung einrühren, uaclistehende 
' Fonn: 

<q) = [x'(q)] , a;<p) » [aV(p)]. (8) 

Die beiden Wertbe von a und a' crrdcben in das Torfiegendcn Falle» daCs die beiden 



*) Wtna die beiden Gicickungcu-PNre: 

0 = 0, T = 0; 

BM-t-nv " 0, m'a+nV = 0, 

sich aaf Irgnd iwei Linlen-PMrc rrveicr Favolalionea bestelMii, «o Iintinen wir, \rrm y und S anbe- 
sfamle CgtlBdnilwi bedcaica,' SMb cfaaadcr alle ibdgcB Linia-PMn iut bcUaa IwelaliaaM deich 
die iwchslAate faddwisso dupsteHm (32): 

=s 0, ,11— T=sO; 

(«MI+av)-l-J(m'o-+-n'v) = 0, i(n>a-t-nv) — <in u-|-ii'y) =» 0. 

BaSdsiBMB wir dlt bddte Cocnicimtm und 3 durch die Glricliungen: , 

■ -h Jn' 1 n' — -'n 

^ ~" inH-Sm*' y m' — <)m ' 

s» iUka di« hdd« bcsl|||HdMB Lialca-Ptaie anMaMB. Diese Bwlinonag ist Iwacr lecU, dam aas 
iem varstcbMdeii Gtefdiia^ criUdt ima miiU«Asr: 

nund ,l»)-(ni'-m'')J = nnVI-JM-Cn'-n''),), 
nnd Licraot xxrti reelle WctUm fftr 4, ^ sicJi, i» ihr Product glcick ifi ( — 1), aof dssaelb« Pur 
dar swaitai bvilBllM badtlea: 
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Silundons-Axcn auf einander senkrecht stehen, ihr HuÜDam, der Almeidmog Von der Eia> 
hcit. In jedem der beideo, durch zwei aQioe Sjsteme bettinuntea InvoluliöiMn {M>t es fer» 
ne^ ein Maxiomm der Abweidniiig der DaRhschniltB-WnilicI deuelbeo Paairet ton dnem 

redten Winkel. Da» kleinere der beiden, auf diese Weise sich ergebenden, Maxims ist 
zugleich das Maximun der Abweichung der Winkel, unter denen die Situations-Axen der 
beiden affinen Sjrtlcne, bei einer beliebigen Drehung, sich achneiden. Diesem Falle ent- 
fprich(, dafs entweder a = 1 oder a' = 1. . ^ 

Ks kann in^^bcKondcrc eine der beiden Involutionen nur aus Paaren von solchen ge- 
. radeu Linien, die auf einander senkrecht sind, bestehen. Die beiden Situations-Axen 
achneiden sich alsdann ebenfalls bei jeder gegeMalligen Lage der beiden affinen Systeme 
unter rechten Winkeln, und übcrdicfs behnllcu sie, bei eiiirr brÜebijjeii Drthunf; desjeni- 
gen Systems, auf weiches jene Involution sich bezieht, uiu den Siluatiunspunct, unverrückt 
' diaaeUM Lafa. Die beiden Wartha dar Coostanten • and »' bleiben für alle Lagan dar 

Systeme dieselben, und (ibcrdiefs einer von iluieii {!er EiDficil pleirh. 

85. Jiiu ausgezeichneter Fall endlich ist derjenige, dafs die beiden Involutionen idcn- 
liseti' dieselben sind; er wird.dadoreh angetalgt, dafs. a s a'. Abweichend tod den all- 
peiiuiiitn Falle decken sich alsdann, im Allpemeitun, nicht irgend zwei Linien-Paare der 
beiden Invololionen, bei einer gehörigen Drehung indefs fallen zugleich alle eich entspre- 
.cbanden Linien-Paare «Mamnen. Im umliegenden besondera Falle eibllt die Afflnint 
den Namen der Aehnlichkcit, lad die lolalzt angezeigte gegenseitige Lage zweier Sy- 
ateme wird eine ähnliche Lage genannt. Endlich beifst noch der «xtuationspunct irgend 
nreiar Ihnlichen Systeme, nakbden man dieselben dorch eine sdiidtUcbe Drehung um 
.danadben in eine .'liuiiichc Lage gebradit hnt, der A ehnlichk e i t s p u nc t der beiden Sy- 
BteuM. Jede durch diesen Punct gehende gerade Linie ist alsdann als eine Situaüon»-Aze 

' . in belraditen; m )ede fallen swci rieb entsprechende gerade Linien der bdden Sysfene 
zosammen. Wir bemerken zugleich, dafs zwei collincare und collinear liegende Systeme in 
swei ihnliche und Ihnlicb liegende, and der CoUinealiona|ianct vun jenen in den Aehn> 
fichkeitsiNinet Ton diesen fibergeht , wenn die Ck>IIincalions-Axe on^dlicb weit rttckt. Die 

* Fundamental- Gleichungen der Affinillt ndmcn für den der Aebnlicb|d^ bd einer 
ihnlichen Lage* die nachstehende Form ant ' 

x(q) = [x-(q)j. axfp) (9) ■• 

Wenn wir in den Gleichungen (5), welche tiberhaupt die Verwandtschaft der Att* 
niliit zweier Systeme durch die VeruiilleluDg der jcde5innligen beiden Silunfiutis- Ax6n aot- 
drückcn, die Zeichen von x und n ändern, so heifst diel's das zweite System um einen 
'Winkel von 180*, um den Sitoations- Punct drehen. Die beiden Situations-Axen bleiben 
Uenach dieselben, es wird blofs diejenige Richtung jeder dieser Axen, welche früher die ^ 
poritire war, nun die negative, und umgekehrt. In dem Falle, dafs die beiden Systeme 
nivd ihnlldie sind nnd irgend eine beliebige Lage haben, können wir dieae Lage anf zwie- 
fache Weise durch eine Drehung eines der beiden Systeme um den jedesmaligen Situa- 
tions- Punct. in eine Shniicbe verwandeln. Die beiden, sich auf diese Weise im Aligemci- 
nca ergebenden, Ihnlidien Lagen dar beiden SjtUm können wir durch EkilDhrang dnea 
doppelten Yonekliana In den Terrtahenden Glekhnngen anf folgende Wdae dtaraate- 
risiren: 

«(q) = ±[x'(q)J, «(p) = ±Cax'(p)]. <ie). 

Dar doppdte Achnlidldlipiinet, in welchen UemaA, hd add^idur DrahHig, der Sl- 
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tuationspunrt flbprgehen kann, steht auch in cinor doppelfcn llezielning 2u den beiden Sr- 
stemeu. £s liefen entweder, auf jeder durch deosvlbcu gehenden geraden Linie, die 
beiden rid entsprccbenden Panctc auf deneelben, oder auf eatgcgeogetefxtan Setlcu» 

in Beziehung auf diesen Puiirt. In dem ersten F.iür iint< r*rhridrn wir den Aehnlicbkcib- 
IKinct durch die BcDennuiig eines Xufeera, in dem zweiten Falle durch die eines in- 
nern. Wenn, wm bler ▼oraanmetxeD irt, » and ii beide viuglln oder beide poiUiriiii^ 
so ist der Aehnlit hkeil.<:punrt ein riufsercr im Falle der obeiB, liod cfa innerer im Falle 
der unlern Zeichen in den vorstehenden Gleichungen. 

86. Endlich geht, wenn wir in' den Gleichinigen (7) der 81. Nonmer ir aa ^ and 
fifg^****» nsBii eelzen, wonach sich: 

*(q) — Wq)l» «(p) = t»q»)]. 

ergibt, die Affinillt der beiden Sygtenie in Congraenz fiber* 

Hei ztvei CODgrucntcn S\£leuien kommt nur nuch die (;ef;enseitigc Lage derselben in 
Reirnrht, und namentlich ob die beiden Systeme durch eine Llofsc Verschiebung und Dre- 
hung in ihrer gemeinschaftlichen Ebene zurDeckuui: gebrecht werden können, oder ob hierzu 
flberdicfs auch noch eine Uunvendiing, eine Drehung dea einen Systems um irscnd eine 
gerade Linie der t;emcinschafllichen Ebene . ;ils eine feste .\\e, erforderlich i^l. In derje*" 
uigcn Lage der beiden congrucnten Systeme, auf die sich die vuraustehendeu Gleichungen 
beliehen, fallen je zwei einander cnt*precbcnde Puncte zusannnen. Wenn wir vorauf- 
Relzen, dafs die beiden >villküLrlichen Axen: i> = imd ij — 0, auf einander senkrecht 
stehen, und duun da& zweite System durch eine Drehung uui die Axc: p s= 0, umwenden, 
-eo bleOien, nach der Unwendnn^ die Weithe von p und q olEeidNtr dtetdben, und Mofll 
der \Vei;li von p !i »ein ZeidMiD, wonach die Gleichungen der Congraens in die 
folgenden sich verwandeln: 

SS |:«(q)3, n<p) B 

Wenn dh> bcidcu Axen nicht auf einander senkrecht et^en, to könueu nir uns die 
Umweudoug dwdi «ine Drehung de» zweiten System^ an- dicjeni^ -gerade Unic, weiche 
den von den beiden Axen gebildeten Winkd halbirt, bervorgebracbt denken. AUdann • 
veitaaedicn eich dorch die Umdrehung flbr das zweite Syatcm die Functionen p und ' 
und ea kommt: 

<q) = wp)], . «(p) = r^(<i)]. - - ■ 

Wenden wir %'on zuci ühnlichen Systemen, die i:1h i<licls eine ähnlielic Lage haben^ 
das zweite durch eine Drehung um irgend mne beliebige der unendlich vielen durch den 
AehDiicbkcilspunct gehenden Situalions-Axen um, so bleibt diese Axe offenbar auch nach 

der Ümwendun^ eine Situations-Axe der beiden Systeme. Derselbe Fall tritt für diejenige 
Axe ein, welche auf dieser senkrecht steht, ungeachtet dafs, durch die Umdrehung, die 
poi^itivc Richtung derselben zur negativen und diese zu }ener wird. Die J^rklärung dieses 
Umslandes, so wie cine.s analogen in der vorigen Nummer, liegt darin, dab einerseits jede 
Siluations- Axc dadnrrli liri-(iiniiit i^l, d;jfs sie, nufser durch den SiUiatiiuispunct, auch noch 
durch zwei nach bcsliiuuitcr Kichlung in uneudüchcr Entfernung zusauuuenfallendc, sich cut- 
sprediende Ponel« geht, und daüt andrecwils ilttr eolche unendlich weit cntfenile Puncto das 
Enlge-cciiiioselzlc in der l\icli(nng sie Ii nicht mehr unterscheiden läfst. T)er friiliere Aohl^ 
Uchkcit^punct wird nach der ümwendung ein blolscr Situationspuuct, in dem nur zwei, anf 
einander senkrechte, Situations-Axen sidi schneiden. Wem wir das umgewendete System^ 
in peiner Ebene, um den Silualionspunct um irgend einen bcliebifien Winkel cj drehen, so 
erhalt CS dadurch gerade dieselbe Lage, als wenn wir es ursprünglich um eine andere Sir 
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(mliODS-Axe, um diejenigie, welche mit der früheren dca \>jnkei u bildet, umgewendet 
katten, so daft also, ia der mngeweDdeten Lag«,' di« beiden Sitoations-AxeB k m tr auf 

einander scnkrorlit b!ril)cii. und sirli, -wcnu wir das eine System nm nuvn bclirbifen 
Winkel um den äitualiüospunct drehen, eine Drehung nach dcrscUicn lUcblung und um 
denselben ^Vinltel erleiden. Da endlich bei einer pamUeten Verschiebung der beiden Sj- 
Btetne nur der Situation.spiinrt seine Lage, nicht aber ihc Siliinlions- A\en ihre Rirtitung 
andern (B3), so wt klar, dafs, bei irgend einer beliebigeu i<age zweier ähnlichen 
Systeme, nach der'Vnwciidung, die bdden Situations- Azen -iaimer reell sind and aaf 
einander 'seBkrecht stehen. Weil es ferner in einer ahnlichen Lage zweier ifanli- 
chen Systeme unendlich ^iclc Situations-Axen von allen möglichen Richtungen gibt, so sind 
anch je zwei entsprechende gerade Linien parallel. In einer beliebigen Lage, nach der 
Uwendung, bilden je zwei sich entsprechende gerade Linien mit )edflr der 
Situations-Axen, lo beiden Seiten derselben, gleiche Winkel. 

Kach der Umwendung, aber vur der parallelen Verschiehuug des einen der obigen 
beiden Ihnlicben Systeme, können wir, in der Annahme, dafs q = 0 luul p = 0 die 
hvulcn nuf einander senkrechten Sitiialioot-Azen darstclicn, die Vcrwandlscbaft der bei- 
den Systeme durch die (ilcicbungcn: 

j<(l) = ax(p) = :t=C«'(p)]. (O 

ausrirfickcn, und wenn tvir dal Bwdte Sjntem fSsdana parallel mit sieh selbst Terseyebea^ 

-durch die neuen Gleidiungen: 

a(q) = ±[j^(q)+e]. «s(p) =^Carf(p)+ia, (1) 

indem wir dtirrli r und i' 7.\\ii iinliestiniiiile Conttmileii bezeichnen. Um den jedesinali 
gen Situalionspunct zu bcstiiomeu, müssen wir die linearen Functionen auf beiden Seilen 
• der Torttdiendett Gleicbnngen aaf denselben Pmel bestehen. 'Wir sehen alsdann, dafs 
der Situalionspuuct nur in dein Falle, ihifs y. — y . und .dso die beiden Systeme con- 
gruent sind, unendlich weit liegt, und zwar nach der Richtung der beiden Situa- 
tions-Axen. Dieft findet also, im AII||nDeioen, bei einer beliebigen Lage «weler congmen- 
tfin Systeme, nach der Umwendung eines derselben, Statt. In Ausnahms-F\'dlen, wenn in 
- d^ leisten Glcicbaogen c und <i beide verschwinden, oder auch, wenn, im Falle der obem 
Eekhef , andi bfofs e, «nd im Falle der untern ^debcn, blo& cT Vierschwindet, gibt es 
oncndlich Tide Silualionspuncle (91). 

87. Ein besonderer Fall der Affinität, welcher vorzagsweisc unsere Aufmerksam- 
keit Terdicnt, und auf dm.tocrst Herr Möbius aufmerksam gemacht hat, ist die Ver- 
wandtschaft solcher zwei Figuren, in welchen irgend zwei, von einander ent- 
sprecli cn den geraden I^inicn einpepch los.« en e , FI.'ichcn-Räumc picichcn 
Inhalt haben. Fhe wir hierüber in analytische liesliiiimungeii eingehen, mochte es 
Bwnekmäfsig sein, von vorn herdn die Möglichkeit einer solchen Verwandtschaft and hier- 
mit zugleich die Natur derselben frooinclrisrh festzustellen. Wenti ireend ein Dreieck 
ABC gegeben ist, so .können wir ein demselben gldches Dreieck AB C immer auch dann 
noch constmiren, wenn wir swd "Winkelpancte von dktem beliebig anndimen und fiber- 

diefs die IJesiimmunp machen, dafs der dritte Winkclpunct auf einer, cbcnr.dls beliebic 
angenommenen, geraden Linie liege. Dieser Winkdpunct selbst kann alsdann zwar noch 
dn swiefacber sdn, ivird aber bcidcniale aof lineare Weise bestimmt; xogleich Ilbt ddk; 
naebdcm eine positive inul negnlivc Richtung beliebig fe.'itpesci/.l ist. ein für alle Mal die 
eine Lage des Punctes von der andern unterscheiden. i^Iiernach wollen wir die Winkel- 
poneto des «rstoi Drciedu den Wkikelpancten dea sweiten Dreieck« der Ordnung nach 
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ab eDUprcchcnd betrachten. Ist alsdann irgend ein Vierter Pooet D des ersten Sjstemi 
fC(|d»tn, so kOnnea nir immer auf lineare Weise einen cutsprechenden vierten Punct J)' 
de» zweiten Systems so b<stinimen, dafs etwa ^^CBI) = ACHT)' mu] zuiilcich AC.VD 
= ACA'D', «voraus nisdann sogleich sich ergibt, dafs aucli die beiden Viereclic ACDB 
und AfCDV^ to «i« }e zwei der durch die l>eidcn Gruppen von Tier Punctcn bestimmten 
FUchcn-Räame, gleichen Inhalt Imbeii. Auf diese Weise können ^vir fortfahren, zu jedem 
neaen Puocle des ersten Systems den cntsprcdieodea in dem zweiten zu bestimmen, und 
crimllcn aladann nvti Mlehe Figuren, die In der verkoglen Yerwandltdwft tteben. Deifii 

diese Verwandlsrhaft zur Collincatiun gehört, foIf;t anniillelbnr darau«, dafs, nach ihrer 
. DefioiÜon, drei Puncte, die in gerader Linie liegen (und also ein Dreieck bilden, dcsien 
FUdicn-Inlkelc TerechwiDdef), nolkweniHg dreien an^krn dben loldien Poncten cntepr«- 

chen; und vrcil bei drr ümgcstallunf^ eines Dreiecks, wenn drsscu Iiilialt iniveriindcrt dcr- 
•eibe bteibcD aoU, nicht ein Winkelpuncl dcstelben unendlich weit rücken darf, so ist 
Uer, dal* die frafiiiidie TerwaBdltduft teai>esondere anch sur Venrandtodiaft der Aüidllt 

f;eh(lrt. Sie ist narh dnn Vor.itehenden blofs von fdnf GoattantCD abhängig» irlbraMl 
dies«, im AUgenieioen, von sechs Constanlea abhängt. 

17in iHe Verwandtschaft der Gle'iahheit der Fllcken-Rlnme analytiscb 
annudrücken, wollen wir wiederaoi, was uns, unbeschadet der AUfsneinheil» geiMM ia^. 
^otaMietien, dafa In den Fundamental- Gleichungen der Aniniiüt: 
x(q) = Ix(<,')J, <p) = [-T(p')], 

die Functionen (q), (q"), (p) und (p') die Bedeutung gewöhnlicher Parallel -Coordinaten 
haben, und den Coordinaten -Winkel in dem ersten Systeme ft ifnd in dem zweiten S}- 
ateme /f nennen. Alsdann geht, wenn M|, M«, M, und M'i, M',, M', drei Paare sich 
eolsprechcndcr Pundn aindt dte- Idila Gkidnig dm 89. Hummer oOiBiibar in nadi> 
stefaeDde Ober: 

AM,M»M, ____ sixünß 

Wenn also die FlSchcn- Räume der beiden Dreiecke einander ^ei^.sein aolIeD» iO ma(s - 
die oachatebende BedingMOgs-GIeichnng befriedigt werden: 

nxamß = d^ti'x tin jf , (1) 
welche, indem wir n nnd a* in der frohem Bedeatang einflllMn, in die felgioid« lAer- 
giht: 

ax*«m/9 = iax'*««/?. (2) 
Diese Gleichung rcducirt sich, wenn die Functionen (q) und (q'), (p) und (p) da- 
dordi, dafs wir sie auf die beiden Sitaaiions«itjMn beäeheii» i d enliach werdta, wonach 
auch ß gleich fi wird, auf die folgende: 

. ftx = dbnV oder ax* s =taV*. (3) 
88^ Ef liegt ans Jctet noch «A, anch auf den xwtitai Banplfitll, dafa die beiden 

Sitoations-Axcn imaginir sind, Bücksidu zu nehmen. Wir können denselben un- 
mittelbar auf den bisher diacutirten zurOckfQhren. Wenn wir ncndicb dieAffiniUt djsr bei* 
den SjBteme wicdemm dnrch die beiden Gleichaugeo: 

^(n) = lAi>l. il(p) am C*^<p)], 

aaadrftdLen und, wie in der 83. Nummer, 

x'(q') =£ gx(q) + h;r(p)-*-c, «'(?') = g'x'(q)+h'n(p)+c , 

salwn, an and die beiden Sünfiona-Azen dann nmi^lr, wenn dar AnadnidL: 
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^gli+Cg-h)» (1) 
•ia«ii nepiänen. Werth h«t. Nehmen irit anm an, dafs die beiden geraden IMen dei 

zweiten Systeins: q' = 0 und p' = 0, was, unbeschadet der Allgemeinheit, gcsfadef ist, 
auf einander sculureclit stehen, und wenden dann das genannte System durch eine Dre- 
Iwng na die cnte dieter beiden geraden Linien nn», so wird, nach der Unwcndiing, die 
Yenwaidticbatt der beiden Systeme durch die folgenden Clpichiin;;cn: ' • 

■oegedrllckt (95). Ben Anadrndi« (1) entapridil dsdann der naehetdi'ende: 

-4g'h+(g-f-h')% 

und dieser ist nolhweodig positiv, wenn }ener negativ ist. Wenn also die beiden Sitaa^ 
tiona-Axen tot der ITmwendnng des m^en STstems inaginlr maren, so dndsie nach 
der Umwcndunp iiniliwendig reclL * 

89. Zwischen den beiden Hauptfttllen, dafs die beiden SUnations-Asen reell and deiii 
stA inaginlr sind, Udet der dritte Fall, dafs dies« beiden Äsen in^amnienffallen^ 
den Uebergang. Dieser dritte Fall wird dadhndi angsneigl^ dab nitBeilMfttnnB dervor- 
atdienden Bcxeidinung dar 83. ISammer: 

4g'h+(g-h')« sna- (1) 

In Aeaem FhII. können wir dia Yemandtsdnit der Affiidltt nkkt nd« dnrcb swsi 
Gleichung^ von der Fona: 

*q = C«'q3. »T» = r-"»'pl. 

.ausdrücken, während, in dem Falle der vorigen I^ummer, diese Gleichungen, vor der Um- 
Wendung des einen Systems, sich blofs unter imasiuSircr I'onn darstellcu, Diese Glci- 
dungen sagen unmittelbar aus, dafs, aufser dem äituation&puncte, für welchen p und q 
ngleich verschwinden, es auch nodi| in oncndiicher Eolfemun^ swd'Pancte gibt, in wei- 
den z>Tci Paare sidi colsprerhendcr Puncto der beiden Systeme zusammenfallen; denn es 
werden jene Gleichungen auch dann befriedigt, wenn wir, einerseits, q = U und zugleich 
p SS CO und, mdrerseits, p as 0 und tngleidi q a co selmn. Jeder dieser beiden 
Puncte ist als ein Silunlionspunct, der nach cepehencr Richtung unendlirli weit liegt, zu 
belrachlcu, und von jeder, einer der beidpu Situations-Axen paralleleu, geraden Linie 
bann man sagen, dafs sie dinrA.elncn strfeben Sitnationspmet geht In dem »debl dieen» 
tirten Falle decken sich die beiden unendlich weil cnifernicn Sifuationspnncfe, und .ms 
diesem Grunde fallen aisdann auch die beiden Situalions-Axcn in eine einzige gerade Li- 
nie suaammcn. Wenn wfar bk Aesem Falle das efaie- der beiden Sjatenie bcäddg Ter» 
rttekcn und dimn durch oine klidie T>rehun° desselben um den jedesmaligen Sitna» 
Honapouct das Zusammenfallen der beiden Situalions-Axcn in eine einzige gerade Linia 
bewbhen, so bat diese gerade Lbda immer dieselbe Richtong (83).' b der so htaiOftm- 
Um Lage der beiden Systeme erhalten wir, nu ihre Verwandisehaft annndrttdMn, die 
nadatebendeo Glctchungen: 

indem wir g' 0 und hiernach, um die ßediogungs-Gleichuni; (1) zu befriedigen, h' = g 
nehmen. Wir können, mit Rücksicbt auf die Unbestimmtheit der beiden Coefficicnlen m 
and X, die Ftanelionen p und q als Parallei-Coordinalen coostroireD and da wir für dia 
gerade Linie: q = 0, jede beliebige, dorch den Situalionspunct gehende nehmen könnet^ 
(iberdicfs auch noch die Voratisselzang machen, dab, wahrend die eine Coordinaten-Aza 
in die Situation« rAxe fällt, die andere anf ihr senkrecht steht. Setzen nir hicmacb: 

gaq-HhNp^ffi.f', 

• 9 • 



Digitized by Google 



* 



Enier Abschn. ADgem. Goordiinleii-! 

Iit der IdiBe: q s 0, ia dem xwehai Systeme die Liaie q' = 0. Wenn «od- 
Rdk « den eonrtantan WUUI beidctoat, den dUM linn idt der Silntiflnt.Aie faüdelb 

■nd ivir dann p* s= nelncn, lo kOnnen wir emfc <f ud ^ ab 'PmÜel-GoonBna^ 

tan eoMbairen. An die Stdk der Mdea GMuhaafim (IB) treten, bei dteHn Voinni- 
•eliangpn» die nachfteheuden: 

»Kq) = [s*(«i';L «(p) = [pi«.a.(p»;]. (2) 

Jede beeondere yonnaMMong, die wÜr nun fener noch Ober die Conatenten in den 

letzten beiden Gleichungen mnchcD, bestimmt einen en£;ern Grad der schon particularisir- 
teu Affioiats- VerWaodtMbaft. Wenn wir luuneutUch erstens g der Einheit gleich setzen, 
ao Migen'-die demnach pattieolMWtten Gteichnn^, daiä aiadann iiigend swirf-iidi entipr»' 
chcnde Puncle der beiden Systeme auf einer, der Situatioiu- Axe parallelen, peraden Linie 
liegen, and dab die Entfernung )e zweier sich entsprechenden Puncte, die auf derselben 
Fanüdcn Ueeait ooaatant iat Wenn tiir sweltena timm ^ 1 aelien, ao nM q 5 qf 
nad p ^ p" .Wonach die vdtelebeadin Glriehnny HuadrOekeB, dab die Sjatame einan- 
der ihulich sind. 

90. Wir lui»en in den voratiAenden Nnnnicni Überall atHilcfaweigend die YonH» 

Setzung gemacht, dafs weoigsteus ein Situationsponct der beiden verwandten Sjsleme 
nicht unendlich weil li^e. Wir wollen nun diesen Awinahmrijill nSber int Aage faucii^ 
nnd in djeaaai £nde, der 83. Nannar gemSfs, die Fandaiaental-fSeicihnngan dar Aflnii- 
Ot auf fiolgend« Wciae schreiben: 

«q ^ [9«l+h)7*^e3, »tp = [g'*q+h'»ip+cri. 
FOr Bolche sidi cntapredicnde Ponetot welche zugleich deh decken, erliJilt anf beiden 
Seiten der vorstehenden beiden Gieicknngen p sowohl als q denselben Werth. Hieraach 
stellt jede dieser G!eirliiinf;en, wenn wir p und q aU TcrSodcrlich betrachten, eine gerade 
Linie dar, und durcti dcu Durchschnitt der beidejo, auf diese Weise sich erf^cbcnden, ge- 
laden Linien bestimmt sich der jedeinMlige Situalioospunct. Dieser liegt unendlich weit, 
wenn die beiden geraden Linien pataHd aind* ein fall, der ane^jtiacb dnvdfc die Bedai> 
gungs-Glcidiuiig: 

augezeigt wird. Zugleich aber sehen wir, daüs, wenn die fragbcben beiden geraden Linien 
naananenfoilen, ea unendlich Tiele Siloationepvnele gibt, weB aiadann In )edan 

beliebigen Punct dieser geraden Linien zwei sich entsprechende PtaMte der beiden 8jt- 
alcme maanmeufalleu. DieCs geschieht in dem Falle, dafs 

g— 1 _ h _ c 

g' -ra'-c" 

Ea ergibt sich aus diesen Uetrachtongen zuTOrdertt, dab in dem fallc^ wo der Sitoationa- 
pmet unendlich weit liegt, ann, daadi eine arUekliche parettde VeraeUclMBg dea einen 
der beiden Systeme, unendlich viele sich entsprechende Puncte der heiden Systeme zur 
Deckung bringet kann. Eine solche Lage wird inilxMnudffni dadurch angaMigt« dati, 
die' BedingongS'Gleichung (I) besteht, e und ^ vetachwinden. 
1^1. Um die Gleichungen (1) zu befriedigen, kOnoen wir g = 1 und g^ aa OaMH^ 
aiadann, wo die fragliche Verwandlsduifk aatzodrttcken, hervorgaiUt 

«q s [xq-».h«p], «p ss [h'iipj. (2) 

dalä wir. nm denadUbe» Ge- 
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so lan^e nur p verscbvriadet, der Function q ein enffmUkahrlichMl Werth 
Jeder Punct der geraden Linie, welciie dorcb dieKIciclMmg: 

dwgestellt wird, ist mithin ab ein Siftiationspunct der beiden 5?ysfrn3e anzusehen. 

Wir können die obigen beiden Gleichungen (2) noch vereinfachen, indem wir, iho- 
Ikk wie Id 4« vorigen Nonaer, «ine aene gtocd w e i( dank dte Gmehnog: 

xq-f-h;rp = xq' '\ 
ciofilhrca and n* »tatt b'ff schreiben. Alsdano kommt: .* 

= «P — ryp]' (8) 

In diMCn Gleirhiins;cn bedeuten q und q', br/o^cii auf die ver(c)iiedenen Panctc der bei- 
den Sjlteme, solche Segmente, welche auf geraden Linien, dieMer Axe: p = 0, parallel 
•iad, swbdwn jenen Puiclen nnd den beiden gerMlen Linien: Jfc 0 und q* ss 0 liegen, 
coDstruirt werden kOnne n« nnd bei gebOrigw' IteeüiuHing der iBeelianittin Conelwilen n, 
conatruirt werden wBnin ' 

Die neae beeondeti» Art der AffiailM*>Y«niiiidl«disft, weiiie dnidi die lebten bei* 
den Gleichungen ausgedrOdit mird, «rollen wir Projectivitit, die gerade Linie: p = Ot 
ProiectivitKts-Axe, und eine solche Lage der beiden ^yitcme, luf welche sich die 
Fenn der dbeogenaanten GleichuDgen bciieht, tmd bei wdcber oDendlich viele eich eol- 
eprechende Puncte «nHunmenfallen, eina.projective Lage nennen. 

Di^ Annahme einw der beiden linearen Functionen q und q' in den letzten GIcichun» 
genbBogl, so lange wir nor zwei projective Systeme betrachten, ganz von unserer WillkQhr 
abf wir kOnuea dieselbe immer und auf einzige Wci»c auch so bestimmen, dafs beide 
Functionen identisch werden. Denn durch jeden beliebigen Punct der Projcrtiviliits-Axe 
geht, aufscr dieser Axe, noch eine zweite vollkommen bestimmte gerade Linie, in welcher 
swei einander entsprechende gerade Linien der beiden Systeme zusammenfallcD. Um dieb 
u xeigen, braurlitn ^vir blufs, indem wir SU dcB GlcichuBfen (2) xurOck gehen, oachm- 
weiieo, da{£ dic beiden Gleichungen: 

xq+Anp = 0, wq+bnp-f-AhVip s 0, 

durch schifKÜrhc Bestiininuog der unbeetinunten Conelanlen Af ^dfMlitth werden fcftpn*«, 
und dicis üudet wirkhch Statt, wenn 



A = 



h— 1' 

Wir können hiernach, unbeschadet der A llg em ein h eit, die Verwandtschaft der l'rujcctivi- 
llt auch durch die naehatchenden Gletdunigen aoediilcken: 

x(q)=[x(q)]. n(p) = [;t'(i.)], (1) 

indem wir zugleich die beiden Functionen (q) und (p) als Parallel -Coordinaten coustnii- 
ren. Han eiÄ; dale )e swd eich entsprechende Poneter der beiden STatene aaf irgend einer 
geraden Linie licpeii, die der 'Jnie: q = 0, p.iralld ist, und dafs es inilliin unendlich 
viele gerade Linien gibt, in deren jede awei einander entsprechende gerade ^änien der . 
beiden Sjatcme «aanmwnfiiiien. Wlhrend bi dem Fall« Ifanllclier und ihnljcb Übender 
Sjlteme, wo es ebenfalls unendlich viele solcher Linien gibt, diea« in denielben . Pancte- 
ecbneiden» aind dieeelben in vorliegenden Falle parallel. . . 

Wenn wir dae eine von swei projectiven Systemen parallel mit aich aelbat nach der 
der Projectivitais-Axe verschieben, ao ist ofTenbar, dafs nicht irgend zwei aich 
entsprechende Puuclc der beiden Systeme in endlicher Entfunoog noch msammunMlen 
können. V'erwhicben wir aber das System parallel mit aich aelbet nach der Richtoog der 
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(;cradea Linie: q =V, so gibt es im Allgemeinen eine neue, der urspriin^chen parallele, 
Projectivilfits-Axc, ip dorcn jedem Puncte zwei einander entsprechende Puncte zusamincu- 
fallea. Wihrcud ncmlich, um in der ncocn gegenseitigen Lage die Beziehung der beiden 
Systeme zu einander .-uisnidriicken, die ersten dor letzten Gleichungen (4) idcDtiwIi die- 
selbe bleibt» geht die andere derselben in eine Gleichung von der Form: 

f,(p) = + X}], 

ober, wenn wir durch x irgend eine aubesliinnito Constnntc bcreichnen. Wenn wir in 
dieser Gleichung der linearen Function p auf beiden Seiten gleiche Werlhc beilegen und 
üb Tcrtnderiicli betnditen, so atdh AcMlbe die Mae Prajeelifillte-Aze dar. Flr die- 
scllw ergibt aicfa elio: T . . * 

Also nur in dem Ausnaliuisr.illc . dafs n' = -r, ivo nlsdnnn die Verwnudtschnft di r I'ro- 
jectivität in Congrucni übergeht, vrird der Werlh von (pj unendlich, und folglich rückt 
•bdmn die Pn>)eclhrttM«-Axe onendKch weit. 

Wir ziehen aus dem Vorslelienden den Schlufs, dafs z^vei projerlivc Sjsleme, die eine 
projective Lage haben, eine solche Lage li«halteB, wenn wir sie nach einer ToUkomAiea 
iMMthHiteii Ricliliuig parallel nit rieb eelbit Tcncbidlen, nnd dab nach jeder «ndc» pa- 
rallelen Verschiebung es , auCser dem Situationspuiicte, der unendlich weit liegt, nicht mehr 
irgend xwei einander ealaprecbcnde and sugleicb zusammenfallende Poncte der beidca Sj- 
stene gM>t !■ dflOi'Mte twder congrncnlen Systeme, ist wenn diteelbcn ao liegei^ dab 
sie sich decken, Jeder Ptenct als ein Sitoationspunct, )cde gerade Linie ab eiM Flro|eCli- . ■ 
▼iiats-Axe anzuBchen; bei irgend einer paralleien Venchidning gibt ca nur noch in m- 
imendlicher Entfernung eine Projediviilit-Axe. 

. 92. Wenn zwei «ich entsprechende Fignren in ir{;end zwei aOinen Systemen gegeben 
siod, so bt es jedesmal leiclit, den SilnaUomponct durcb Coutruetion in finden. Wenn 
wir von den Gleichungen 

q = p = rp'j. (1) 

als Fundnincitlol G!ei(hnni;on der ;Vftinil!if, ausgehen, so erhallen wir, wie sflion früher 
bemerkt worden ist, indem wir die verschiedenen linearen Functionen auf dieselben Puncle 
belieben, die Gleidwngen; 

'I = q'- p = i>'. (2) *• ■ 

welche zvrei solche gerade Linien ausdrticken, die sich iu dem gesuchten Situationspunete 
achneiden. 

Stelli n wir ferner, bei !)rIicM<;iT AiiiKilime von A und TJ, ircend zwei sieh entspn» 
chendc gerade Unien der beiden Systeme durch die nachstehenden Gleichungen dar: 

q-|>Ap-fBsO, (8) 
q'-t-Ap'H-B = 0, 

so kommt, wenn wir, um £ zu eliminiren, diese beiden Gleichangea von einander ab- 
ziehen: 

(q— '|')+A(P-P') =0- . (4) ' 

Diese nene Gleichung aleilt eine solche gerade Linie dar, auf welcher di* beiden einan- 
der entipredbenden geraden Lüden (3), so wie je zwd andere aoldie Unien, welch« dordi 
einen andern Werlh von B, aber denselben Werth von A, bestimmt werden, sich sdnet 
den. Betrachten wir Ikiemach eine Reihe von Parallel -Linien des ersten Systems, so er- 
hallen tiir In dem iwetoi Sjtteo« ehM Reibe entsprechender gerader Linien, die ebeu- 
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falls »inlcr einander parallel sind, und je zwei einander entsprechende gerade Linien der 
beiden lleibcu scimcidcn sich auf der geraden Linie (4). Die Form der Gleichung dio- 
ter g^ea Ltatia «Igl, daCi di«M dudi den DavAicikdlt der beidca igaMem Ltaieii (2X 
■liO durch den Situationspunct geht. Nehmen wir för A irgend einen andern Werth, so 
Indem wir dadurch die lUchtimg der Parallelen des ersteo Systems zugleich mit der Iticb- 
tang der FeraUden de» sirdtcn Sjiteini, die beiBglk)» garede Linie (4) gelrt .aber in* 
mer noch dnrdi den Sitnedompniict, der «lio dnrdk zwei MildM Linien voUkamien be* 
slimmt ist. 

Die einfediste Äff, die AfBnftit zweier Sjrslcme geometrisdk ni beetlnmcn, betldit 
'dlrin, dafs wir drei gegebene Puncte des einen Systems als dreien gegebenen Punc- 
ten des zweiteo Sjrstems eot^recbcnd ansebeo. la den von diesen drei Punctea*Paa> 
reu gebildeten beiden Dreiecken entsprechen einender iSe Seiten ebenfalls, and ureott 
wir zweien entsprechenden Seiten parallel durch die gegenüberliegenden 'VMnkelpuucte 
zwei gerade Linien legen, et» entsprechen einander matk diese. Wem wir hionach den 
Darchschniitspimct zwder eolchen Selten ndt den Dvrditdmittipiuicte der bdden iincn 
bezijglicli parallelen geraden Linien durch eine neue gerade Linie verbindei^ iO geht diese 
durch den Situationspunct der beiden Systeme. Auf diese Weise ergd>en sich also drei 
gerade Linien, welche durch diesen Punct gehen. 

Da 'auch derjenige Winkel, welcher von den beiden einander entsprechenden gera- 
den Linien (3) gebildet wird, von der Constanten fi luiabhängig ist, so folgt, „dafs der 
geometrische Ort fQr die Durrhschnittspuncte solcher zwei sich entsprechenden geraden 
Linien, die sich unter einen gegebenen Winkel schneiden, eine, därch den Situations- 
punct gehende, gerade Liiiio ist." Jede der beiden Sitn.itioiis- Axen , wenn Dbcrhaupt 
solche reelle A.\en existireu, entspricht der Annahme, dafs der gegebene Winkel gleich, 
KuU oder gleich zwei rechten Winkeln gesetzt Wird. — • 

Es liegt uns hier die Frrt^e nach dein geometrischen Orte für die Durchschnitlspunele 
solcher einander enlsprecheiidcu Linien nahe, die, statt eine gegebene Richtung zu habo^ . 
darch zwei, faele (emander enUprochende) Pmcte gden. Wir kOnacn aberiMMipt irgettd 
zwei aolche Linien durch die beiden Glekhangca: . 

q+Ap = ü, q'-l-Ap' = 0, 

dueteilcn, and wcna'wk dann A dinbürao, ao koBoat fbr die Gleidiang des geincbten 
Ortes: 

qp' — q'p = 0. 

Dleia GlflidHing iat vom zweilea Gnide und stellt dao einen Kegdechaitt dar. Sie wird 
iM&iedig^ wenn wir zogfeiebt 

q = q'» p =? p'» 

Betzen; der bezBgl^e Kegelschnitt geht also dorA den Sitaallonspanct. Er geltt Obcrdielii ' 

durch die beiden festen, einander entsprechenden Puncte, in welchen sich die fraglichen 
geraden Linien jedes der beiden Syslene achnddco. — Ich kann diesen Gegenstand, der ' 
eine gröbere AnsAtbrong zalsfst, hier nnr betflbren. — 

93. Wir wollen schliefslich nur noch mit ein paar Worten auf die metrischen Re- 
lationen zurückkommen. Da sich die Verwandtschaft zweier affinen Sjeteae bd daer Se- 
lielngen gegenseitigen Lage derselben durch die Gleichungen: 

, x(q) =aj^Cq), ax(p) = aVCp), 

aosdr^icken lafst, so gibt es immer zwei feste ger.ide Linien, die Situations-Axen, Ton wel- • 
eben )cde die Eigenschaft hat, «iafa das Verhältnils der Abstünde )t zweier sich entspre- 
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cbenden Pancte von derselben ein conatante« ict. Für die eine dieser geraden Linien ist 

dieses Vcrhaluiifs —, für die andere — . Für den Fall der Aehnliclikeit und einer Khn- 

licbcD Lage gibt es solcber fjendtn Lmica unendlich viele, und fOr alle ist jenes ctnutante 
VerbKltnib danelbe, womoi denn onnüttelbar folgt, dab auch das Verblltnils der Ab- 
stlnde irgend zweier sich «Mftechenden Pimcte von dem AehnlicfakeitüpuDctc, in welchca 
alle jene geraden Linien ziuammenlaufcn , ein constantes ist. Da durch eine Drehung der 
Systeme um dieseu i'uuct, so wenig >vic durch eine Umwendung eine« der Systeme um 
«Im faete» Audi dicaen Punct f;ehende, gerade Linie in diesen Beziehtmgcn sich irgend 
etwas Sudert, und von der andern Seite durch solche Lagen- Veränderung der SystenM 
der jedesmalige vullkommcu bcsliuimtv und einzige Situationspunct zweier ähnlichen SyeteOM 
SOB AeUieUellapiiBcl« werden kam, so folgt, dab der SÜnatiinepimet die iwBkwtrAg» 
.Eigcaadiafi hat, d^r^, nenn ni.-in von demselben nach eiuem beliebigen Pancte des einen 
Sjjjniteiiia. ond nach dem cutsprechenden Pancte des andern zwei gerade Linien zieht, das 
Veriritflnib dieser beiden gendeB Linien ein eooalantes isL lAid ferner irt Uar» diÜH wem 

zwei congrucDtc Systeme eine beliebiire getrenseiligc Laf;c haben, es im AUgeMinen einen 
solchen Punct, den Situationspunct, gibt, der die Jügenscbaft bat, dals \» twei gerade Li- . 
nien, die vnn denselben ans nach Irgend zwei ridh entapredbenden Pnneten der beiden 
Systeme gezogen werden, einander gleich sind. Nur liegt, wenn eines der beiden Systeme 
eine ongeweiHlele Lage bat, dieser Punct immer unendJicb weit (86). Wenn zwei Sy- 
ateve In der Vervrandtscliaft der deidilieit der Tllchcnirttanie (87) etdien, ao gflst e% 
im Allgemein et) , zwei feste {:;eradc I^inien, die Situations-Axcn, welche mit irgend zwei 
einander entsprechenden geraden Linien zwei Dreiecke von gldchen lobalte besliannen. — 
04. Vfir baben in den TOiatciienden ErSiternngen die DlaenMion der Gollineation^ 
Verwandladiaft und ihrer besondcm Fälle an die I3elraclituug von Punct- Coordinaten 
«ngalnillpft. £a ergeben sich aber auch alle Resultate, zu denen wir Ober diese Ver* . 
wandlaehaik überhaupt gelangt sind, auf ganz analogem Wege, wenn wir, mn dieselbe 
analytisch auszudrDcken. mis der allgeMeiueu Li nien -Coordinaten bedienen. Bezeichnen 
wir zn diceein Ende, der 41. Nummer gcmSb, durch & und ^ die allgemeinen Linien-Co- 
ordiualon irgeud einer i>eliebigcn, und durch ^ und S die Coordinaten irgend einer an- 
dern Bestimipung, an bannen wir die Cx>1linenlinn dnrch die beiden GletehMsatt: 

,'/ = [,?']. = [;!,- (i) 

an deren Stelle wir auili die ful^enUeu setzen küuueu: 

•••;-[•■• vi ♦•r=[»--g- 

ausdrücken. Alsdauu bedeuten (45), bei gehünger Bestimmung der unbestimmten Goefii- 
dentan «, rf, f md f^. In dem etilen Sjratem t, ■ nad v die hlnwlen Ahalinde der . 
drei gegebenen fcaten Vnnd«: 

t S 0, Q S 0, ▼ SS 0, 

«m der beiegliebeB geraden Linie, nnd in den andern Sjatene bedcnico 1*, n' nnd V 
die bOrzeelen Abellnde der drei andern gegebenen festen Pundc: 
. t' = 0, u' =5 0, v- Ä 0. 

■ vm der enlaprcAendcn geraden Linie . 

Hat nan bieiaaeh IIb- Irgend zwei gerade Linien dee enten SjrtMia snn Bebpiel: 

C sn y.^. =s ai, 5 = y 39 
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•o eriiaUcQ wir für die beiden cDtsprech«iidea des zweiten Sytttma: 

v' v* 
C = 9»' . = = . -pl = a,. 

1 1 i j 

Wir bezeichnen durch «| nnd a, irgend xwd contlaate GMua, und anteracbetden durch 

antCB angehängte Maricen diejenigen betoildem MTertbe, 'wddw 4fo lIiMim I^mdiaiiMi 

erhalten, wenn sie auf die verschiedenen geraden Linien bezogaa "witl h D. Ana den lel^ 

GleichlMgWi«y*>Wtt erhalt man hiernach sogleich: 

Ii . Ij _ ^'i . ▼ '» _ fi 
t.-t.-7;'F,-a,' 



worin wir nnmiftelhar die netrisdie FuDdaaMnlal - Relation der CoIBnealloiM - Verwandt. 

wiedererkennen (75). 
95. Der Definition der Collioealion mfolBe (73), müssen noihwendig die allgcmei- 
BeddiBDgen iwcier coDinear Terwandten Flgoren, bei gehMger AnflataaDg, gerade 
und l'unctc gknchmllfsig betreffen. So beliebt sich die eben entwickelte metrische 
auf zwei Puncte und zwei gerade Linien. So gibt Qt in zwei colÜuearen Sjste* 
«in» im. Allg^flMiiieiii dnt Sttnationspuucte nnd drei Sitoatioiia-Axen; von ')en«n aowob^ 
all TMi diesen können zwei imaginär sein (80), und so gibt es neben einander ein Col* 
ÜDMlions-Centnin and eine CoUineatioM-Axe (79). Aber, sobald wir irgend eine na- 
her« Yoraanclzimg Uber die Art der CoUineallon nadien, wobd die «nendlidie EatCsi^ 
nung TOO Poncleu und geraden Liuicn als eine ausgezeichnete. Particularisatiou henroririU^ 
so liOrt die fragliche Analogie auf, und wir erhalten, um dieselbe Verwandtscluft aoaia» 
drücken, Gleichungen vmi venchiedenen Formen, wenn wir uns einerseits der Pondp 
Coordioatcn und andrenciU der Linien -Coordinaten bedienen. Während wir 
tum Beiqpiiel, zwei coUineare und cullinear licg^dc Systeme durch die Gleidumgnii: 



tvdche ganz dieselbe Form haben, als die Gleichungen (2) der 79- Nummer, charactcri- 
airen kilonaD, so kOoMa wir kciiMswagBe, am die AffinilM zweier Sjtteme aaandrOcke% 
die Vorai der frQheni Chidbapy anf die naoa Bewiriinnag Qberttigen. Den Grand für 
die Nothwcndigkeit hierron «rbennea wir aof^dcb darin, dafs bei einem Puncte, der un- 
endlidi weit liegt, die Richtong, oacb welcher' er unendlich weit liegt, noch in Betracht 
gezogen werden vavh, so dafs nach jeder gegebenen Richtung ein Puact aDCBdÜch weit 
ifegl, während gerade Linien, die unendlich weit liefen, sich iiiclit mehr TOtt einander an* 
lanchciden lassen und als eine einzige gerade Linie zu betrachten sind. 

96. So wie wir frQher die Discussiou engerer Grade der (.olliuc.itiuus- Verwandt- 
sdiaCt Ml die Ptortiariarisirung der allgemeinen Bestimmung der Fuuct - Coordinaten ge- 
geknflpft haben, so werden wir auch hier aufgefordert, auf aiiaIoj;c Weise en<:;ere Grade 
der Verwandtschaft zu bestimmen. Ein solcher wird zum Ueispiei durch die uachsteben- 



wi = [„•„'], = l-f^'l (3) 

wir fliese Gleichungen als aus den allgemeinen Gleichungen (2) henrurgcg^gen, 
wir «MiehnMi, dab dte bcidee pMete: t s • nad f s O, nach bestinHolcr 

Riclitang, unendlich weit f^crOckt sind. Wir wollen annehmen, (!:ifs diese beiden Puncte 
nach derselben Richtung unendlich weit liegen, was immer, wenn es nicht der Fdl is^ 

eiMs der bddsa STSteae bewidLt werden kann. Ua die 
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Silitttionspuocte der bcidcu Sy&teme zu erbalteu, braucbeo wir blob die beiden Glei- 



vn +B = 0, (4) 

v'vi-hAip'v+h = 0, 

zu bilden nnd dann Ibnlich vric in der 83. Nummer, die beiden nnbesttiiiinlen Constanten 
A und B so zu bestimmen, dafs diese Gleichanf;en idcnlisch werden, was im AII(;emcinen 
auf doppelte Weise geschehen kann. Es gibt, im Allgemeinen, zwei Siliiationspunctc der 
beiden Systeme; diese können aber reell oder imaginSr sein, oder nucli zusammenfal- 
leO' Die gerade Linie, welche diese beiden Puncte vetUiidet, ist immer reell; denn et 
werd» die Idxten beiden Gli-irlumgen immer befriedigt, \>cna inr xogleidii 

tu = v'u, yv = (f'v, (5) 

MfseD. Diese GtdckBgCB, wdche betee andcreo sind, ab die Gleidniilgeii (S), tvean 
wir n und n'. v und v' .luf dieselbe gerade Linie beziehen, stellen ^wei reelle Paucte dar, ■ 
welche die fragliche gerade Linie verbindet. Diese gerade Linie ist eine Siluationa-Axe 
der beiden Sjsleme; rafeer deraelbeD fibt es aber anch noch twd panüde SttnatiiMii- 
Axen, welche durrh die beiden Silu.ilionspiinf !e t:('heil. Von diesen Punctcn kann einer 
auch noch unendlich weit auf der crstgcnauutcn Axe liegen, alsdann rückt zugleich auch 
efaie der beiden parallelea Axen meodlldi weit, und Ae fragUche Venrandiscbafl gebt in 
Affinillit iiln r. In nlleu diesen Füllen kOnnen wir die Verwaadlacblft der beiden Sy* 
steme durch Gleichungen von folgender Form cbaracterisircn: 

. vu BS [w'u], as [9?'»], 

wobei abdann: 

11 = 0, T = 0, 

dio GleidiiKigen der iMidoi Sitartimiqionete sind. Wir bemeifccn fenur, dais. ee dann 
nnendfidi vide SUmtiOMponcte gibt, wenn indMsondere 

In diesem Falle remandell sich die fragliche VcrHandtschaft in ProjectiritäL — 

EndKch ist aoeb noA dei^enige IUI mö^cb, dab die ddcbongen (5) nicbt tag|eicb 

bestehen können, ohne dafs 11 nnd v unenillich werden. Dann aber ist es hinreichend, das 
eine System parallel mit sich selbst schicklicli zu verschieben, um hervorzubringen, dab 
die i^annten beiden Gleidningen Identisdi werden. Es fallen in den durch Jede dieser 

beiden (i li if Innigen <l,ii i:eslcllten Piincl iVic Jieiden Sitnationspnncle rnsamnien. iiiid jide 
durch deuäcibcu gebende gerade Linie ut eine Situaliuus-Axc: die beiden Systeme sind 
Ihnliebe. ' ' ' 

97. Es bliebe uns jetzt nur noch (ibrig, so Mio wir früher auch imaginäre Coor<Ii- 
naten betrachtet haben, den Bef^iff des Iwaginttren in die Verwandtschaft der Colli- 
nenlion d)enblle cinnifUiren. Aber da die bisberi]^ Erörterungen Ober diese Verwandt^ 
scbaft aebon eine solche Ausdehnung erhalten haben', die, bei dem Zwecke der vorliegen» 
den Sdwift, nur mit Bezngnabme auf die Wichtigkeit des Gegenstandes sidi rechtfertigen 
libt, so begnüge ich mich damit, hier auf die Betrachtung des Imaginüren ab' etwas We- 
sentliches hinzuweisen, dü, wenn es blob in Beziehung auf Puncte und gerade Linien 
auch enibebriicli scheinen sollte (was es aber, nm gewisse Beziehungen zu erklären, kci- 
nesweges ist), seine ganze Bedeutung in der Verwandtschaft der Curvcn erhält. Zwei 
•okhe coUinear Tcrwandle Qonren werden Abctbanpl, wenn wir de Bocidinnog der 78. 

Nonh 
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Nmnmer beibehalten, nnd durch das Symbol F beide Male dieielbe fanction »iw^r gtii, 
durch (Be Gldchiuigen: 

F(r?,*)a5 0, ¥(,}', &')=:0, 

dargostcllt, und beide Gurren kOnaen auch dann reell sein, wonn »/ und &' zum Beispiel 
imaginär sind. Ich scldicfsc mit der Bemerkung, dafs bei der coilinearen Verwandt- 
Bchaft der Curvcn ganz neue Beziehungen zur Sprache kommen. — 

98. Ehe wir diesen Pnra^raph abbrerhcn, wollen wir niirh rifuli die drille Art des 
sich Eotsprecheus zweier Figuren (71) iu dem einfaclisteu uu% wichtigsten l alle bclracbteo. 
Wir wallen Dcnlidi sogleidt die Voramwlnag nwdiea, dab Jedeoi Pmeto der eratea 

Figur eine einzige gerade Linie der zweiten, und also, tnnpckchrt, auch jeder geraden Li- 
nie von dieser nur ein einiger Vtanct der ersten entspricht. Hieraus folgt noch keincs- 
' irega, dafo aoefc Jeder geraden Linie der eralen Figur oor ein einiigar FmeC der zwcileB, 

und, umgekehrt, einem einzigen !*iiiule der zweilen eine cin7i;;e pemde Linie der orslen 
entspricht. Wenn auch dieser letzten Bestimmung Genüge geschehen soll, so drücken die 
fiaii^dcii Gicichmtgen: 

= ,r, i = r. (1) 

die Bexiehung der beiden Figuren zu einander aus. q und | bedeuten wie bisher Panct- 
Coordinaten mid ß' und C Lsnicn-CoordÖMlen irgend einer belidbigen BeBtinnnnng) äideoi 
die Werthe \on diesen den Werthcrt von jenen gleich gesetzt werden, bestimmen sich ein 
PuDct des ersten und eine gerade Liwe de» «weiten SjrateaH gegenseitig auf lineare Welse. 
Irgend eine gegebene gerade Linie des enten Sjateoii kSnaan wir, bei gehöriger Beslim- 
umng vnn A oüid B, durch die Gleichung: 

ti+\i+B = 0, (2) 
darstellen, der entsprechende Punct in dem zweilen* Sjrstene wird alidaMi durch die 
* naclMelhciMle Gleichung: 

,r-t-Ar-f-B — 0. (3) 

dargestellt, indem die beiden unbcstitniutcn Constanten dieselben NVerlhe behalten. 

Wir wdien denjenigen Punct dnes der beiden Systeme, der irgend einer geraden Li- 
nie des andern Svslcms entspricht, den Pol dieser Linie, und diejenicc gerade Linie eines i 
der beiden Systeme, die irgend einem Puncte des andern Syslemcs eutspricbt, die Polare 
dieses Ponelea nennen. Nack dein vorstehenden Aigoriihmus beslinmen sich die Ptole in 
dem erslcn und die Polaren in dem zweiten Systeme unmittelbar durch ihre Coordinalen, 
die Polaren in dem ersten und die Pole in dem zweiten Systeme aber durch lineare Glei- 
chungen. 

Wenn die roorflin.ileu mehrerer Puncle des erslon Sv^fcnii; dir Cii irhnn^ (2) befrie- 
digen, SO liegen sie auf der durch diese Gleichung dargestellten geraden Linie: die CooT- 
dinaten der PoUren dieser Pnnete in dem zweiten Systeme l»elriedigcn alsdann die Glei- 
chung (3), und gehen also alle durch denjenigen Punct, welcher durrh die*e Gleichung 
dargestellt wird und in den zweiten System der Pol der geraden Linie (2) ist. Umgi^ 
kehrt liegen in dem ersten Systeme die Pole Richer geraden Linien des zweiten Systems, 
wdche in demselben Puncte (3) sieb schneiden, alle nuf der geraden Linie (2) der Po- 
laren die.^rs Punctes im ersten Systeme. Von der andern Seile können wir die beiden 
unbestimmten Constanlen in der Gleichung (2) so bestimmen, dab diese Gldchnng nach 
cbiander mehrere gerade Linien darstellt, welche alle durch einen gegebenen Punct (i;,, |i) 
gehen, alsdann liegen die jedeRinalif;en durch die Gleichung (3) dargestellten Pole dieser 
geraden Linie auf derselben geraden Linie, für welche &' — fji und = ||, und die 
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alao die Polare de« festen Punctes (i;, , io dem zweiteo Systeme i«t. Umgekehrt geben 
in dem cralcB Sytlm» dm Polaren aller solchen Paneto des sweiien, die in gerader Lfc> 

nie lirpt'ii, diirrh deOMllMO Punct, dm Pol dio?(>r Linie in dein z»voiton SvstPino. Wir 
•eben hieraus, wie die Beziehung der beiden Sjrsleuie zu einander eine durchaus gegen» 
leitige ist. Wir nennen ^etelben »wci reciprok ▼erwandle, oder reciproke, imd 
das aus dieser Art der Verwaudlsdiiifl flipfsonJo Ptincip, nncli >velchcin die Reliilioncn des 
einen zweier reciprokan Systeme sich auf das andere übertragen lassen: Priucip der 
Reciprocitit. ^ 

Em ist UEanbar, dab wir die FundamcBlal-Gleidluogcn (1) nit andern: 

& = ,/, ? = r. (4) 

welche, bei niherer Fanclionen-Beslimmung, aus ihnen sich abieilen lassen, und nach weU 
chrii die Coordiiialfii t> und ^ einer geraden Linie des erslen Systems bczü{;llch den 
Coordinatcn r,' iiud ^ eines Puuctcs des zweiten Systems gleirh sind, verlauschen kOnnen. 

99. Die Yciwandlschaft der Reciprocilüt bat grofsc Analogie luit der Verwandtschaft 
der Collioeation. So wie dicae, hingt auch sie von acht Conatanlen ab. So wie die 

rolliiieation zweier Svsfemc nuf lineare Weise ^le^lillllllt ist, wenn entweder \ier Paare 
sich entsprechender i'uuclc oder \icr Paare sicli etilhpriclieuder geraden Linien gegeben 
aind, ao ist die RedprocMl sweier Syalcsae auf lineare Weise iMstfnunt, wenn bct Irgend 
einem der beiden Sy.-^teitie vi«^ Piinrie, und. in dem andern SjalcnM die ihnen, als Pola- 
ren, ctttsprecbendeu geraden Linien gegeben sind. 

Wenn kgeod drei Systeme vorliegen, von Jlenen dka erste (tf, D aalt )edeni der bei- 
den niiflrrn, {&■', ^) und JT) in der Verwandtschaft der Reriprociliit Rieht, so sind 
diese letztem Sjrstem,e collinear verwandt. Denn aus den beiden Gleichungen -Paaren: 

1» = ^. 

= ,9", ^ = 

welche wir als die Aussage der gemachten Vorau&sctzung betrachten können, folgt das 
Gldchnngien'Paar: * 

.9' = ,:^", {: = r, 

welches ausdrückt, daüs die beiden letzten S/steme collinear verwandt sind. Uosgekehrt 
liebt, wenn eines ym zw« colKnearen Systemen ndt einem dritten reciprok verwandt ist, 
anch das andere derselben mit diesem in der Verwandtschaft der ReciprocitSt. — 

Wir können die Collineations- Verwandtschaft derselben beiden Systeme auf gjktcbc ' 
Weise durch jedes Paar der folgcn4.en Gleichungen ausdrücken (78, 94): 

v = v. I = ' (Ä) 

indem wir die uicht acceutuirten Buchstaben auf das erste uud die aneniuirlcn auf das 
■weile System beziehen. Ungleich können wir hierbei etwa if und | und zuglefeh ^ und 
5* als Coordinalen einer von vorne herein willkührlich angenommenen Rcstimmung anse- 
(ico, ohne dadurch die Allgemeinheit der Collineations- Verwandtschaft zu beschränken. 
. Dniili die naehstchcniEen beiden Gldcbongan iOnnm wip dio aUgeoMine YarwanAsehaft 
dar RM^roeüll anadfOcken: 

• >j = i^. { = r. (1) 

Sinn ist aber andi, naeb den Gleiebnogen (5): 

.•^ = : = (4) 

Wann also ingend zwei coUineare Systeme gegeben sind, und wir dann die Puocte iles 
. einen Syateam als die Pda.der geraden Unten As andern belia^lan« ao sind anck di«^ 
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fmOk Pupctcn collincar entsprechenden, Pnncte dos iwoitrn Systems die Pole drr, diesen 
gendcD Linien collinear enlsprecheodeD, geraden Linien des ersten Suterns. Und, andrer- 
• aeilt, wem ivfend «wei redproke Syatcne gegdien rind, und wir dum die Pooete der 
|>eiden Systeme so zu<i4)mmcnni-hinen , dafs sie cilMDdrr rollinoar entsprechen, eo cnlipr^ 
dieo aacb die Polaren dieser Puucte einander auf collineare Weise 

IQO. Weon wir irKcnd eiBen gegebenen Punct nach cinaiider de jeden von swei 
reciproken Systemen angehörig betracblcu, so erhallen wir für die Polare in dem jedes- 
■lal^gea andern Sjratetse, in Allgemeinen, nicht dieselbe gerade Linie. £• pbt indefs, bei 
Jedei' beliebigen Lage der beiden Systeme, im Allgenetoen drei Puncte, wddie die 'Et- 
genschaft haben, dab, gleichyiel welchem «Kr Systi-ino »ir sie als angehörig betrachten, 
die beiden Polaren jedes derselben sich decken; so dafs es also auch, umgekehrt, drei 
solche gerade Linien gibt, deren jeder zwei solche Pole entsprechen, die ztisammenrallen. 
Auf die gegenseitige B<>zi(-hung jener drei Puncte und dieser drei geraden Linien, welche 
nolhweiidig ein und dasselbe Dreieck bestimmen, werden wir in der 103. Nuuinior zurllck- 
kommen. Um die obige Behauptung hier schon nachzuweisen, kOnnen wir, unbi-srhadet der 
Allgeneinbcit, in den beiden Paaren von Glcicbungcn ( 1 > und (4), Ton denen wir Toraoe- 
setzen, dafs jedes die Reciprociläl dfrsclben boidi^n Systeme ausdrückt, und i^, so 
wie C und £*, als identisch diesetbeu Functionen zweier beliebigen Linien -Coordiuaten be- 
mdiln; aoU. abdnn defielbeB geraden Linie in beiden Sjatcnen dovelbe Punct all Pol 
catqpndien, so müMMi für diesen Pnnct die b ö dan GleichuBgen: 

n = 1', . { sa f , • 

welcbe die nacbrtebeade nit äA bringen: - 

, befriedigt werden. Fliiren wir statt 9 md |, V nnd f, der IHilieni B eie j cbnung geni|j% 

p, ^t r vnd p'« ^1 r' ein, so gehen die vorstehenden Gleichungen in dto folgenden fllNir:* 

qr' = q'r, pr' = p'r, qp' = p'q, 

in denen wir die aoeentnirten BndMtaben als lionogene ganze and Bncore Fonetionen der 
idcht acccntoirten ansehen können. Durch diesif drei Gleichungen sind, ongelLebrt, die 
fraglicben Puncte liesUninit. Zu dieser Bestnunung sind irgend zwei dieser drd Gleichun- 
gen binreieliend , gdien aber einen fremden vierten Paoet, den wir ancb. ebne die jedes- 
gulige dritte GicidHnig ZU Ratbe ziehen, sogleich ausschliefsen können. 

101. Wenn sidi, indem wir Ton den Fundamental -Gleichungen (1) aasgeben und 
die friüiere Bezeicbnnng beii>ebalten, fOr zwei willkfibrlich angenommene Pnncte des er- 
sten SjrtemB, 

J = «.E|nna.. { = ».fe = a. 

crgOMI, so koonnt iBr die Polare dieser Pnncle in dem iwehen S^steaa 

Ken» folgl nnnüiSelbar: 

P > . P? _ Ii • I? _ 

r» • r, l, • t, a,' , * 

und wenn wir auf dieselbe Weise, wie Mber, gesaefiiscb deuten, gelangen wir in einer * 

metrisclien Relation, etwa z^vischen den kürzesten Abstanden zweier gegebenen Puncte 
▼bn zwei gegebenen geraden Linien des erstens STstemi, wdcba eonstant bleibt, wenn 
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wir, nach der roriprokoti Uingestallung de« Systems, an die Sicllc der bcitlen pcpebcnen 
Puuctc die Pülc der beiden gegebenen geraden Linien, und au die btullc dieser beiden 
geraden Linien die Piriaren der baidep gegebaiMa Puncte setzen. 

Wenn >>ir, im prston Systeme, dürr!» irgend zwei willküliilirh nnpenommcue Piinclc 
M und N eine gerade Linie legen, welche zwei beliebigen geraden Linien dieses Systems 
p und r in da luideB Psnetcn P imd R begegnet, «id dann, in den nrcHen ■S^enc^ . 
durch P' und R', den Polen von p und r, ebenfalls eine gerade Linie legen, welche m'' 
nnd n' den Polaren von M und M, in den Puucteu M und 2s' schneidet, so gibt die Dflll* 
tntag der lelitaa GleidHiBg imriHelbw «ndi': 

Mp . Np _ pw . ivivr VW, p;n' 

Zngleidi bt endehtlidi, dafr, bei der reciproken ITmgeetailung, m die SfeUe von vier 

linrinoiiischcn Theiinngspuncicn vier Harmoiiif<ilcii , und umgekehrt, treten, so wie nwb, 
dafs an die Stelle einer Involution von Puncteu eine Involution von geraden Linien, und 
vngekebrt, tritt Dtm Ueibd vcnuuddn atdi nm Bciipiel die Gkichnngai: 

in die folgendes: 

md iflbmid, bei beliebiger Bestimmung von «, )ene Dach einander jedes Paar cioer bn- 
Tolution Tou geraden Linien ausdrücken, drücken £eM, nadt eöiander, |edes Paar etaer 
Involution von Punclcn aus (32, 56). 

102. Wenn irgend zwei reciproke Systeme gegeben sind, so gibt es in jedem der* 
selben einen mcrkv^firdifren Puncf, dessen Construclion von der pe'ien'eiligen Lage der 
beiden Systeme, und insbesondere also auch von der gegenseitigen Lage irgend zweier rc- 
ciprolien Figuren deraeilMn, ddrcbant onaliUng^ Ist. Er behalt bei einer beliebigen Fort- 
rfickung des Svsteins, in Rerieliunp auf irgend eine Fipnr desselben, unrerriickt dieselbe 
Lage. Betrachtet man nemlicb nach einander eine unendlich weit entfernte gerade Linie, 
de )cdeni der beiden Syiteme angdiOtig, eo kann »an, in dem fedenmUgei^ andem Sjr- 

stcme den Pol derselben bestimmen, nnd erhült alsdann, im Allpemeinen, zwei solche Puncte 
der beiden Systeme, die nicht zusammenfallen. Diese beiden Puncte ncnut Herr Magaus 
die Mitteipnnete der beiden Sjttene; 

Wir können den Mittelpunct jedes der beiden Sjiteme leicht eonstruiren. Denn, der 
Definition nach, iat der Mittelpunct eines Systeme, daa wir als das erste unterscheiden 
wollen, der Pol einer geraden Linie, Ae in dem xwdten Systeme onendlicb weit liegt, 
so- dafs, wenn wir, in dem zweiten Systeme, nach beliebiger l\ichtuug pantllclc gerade Mi- 
nien ziehen, die Pole dieser Parallelen auf einer solchen geraden Linin, die durch den 
Mittelpunct des ersten Systems geht, auf einem Durebmesier dieses Systems, liegen. 
Durch zwei solche Durchmesser ist der Anttelpunct des ersten Systems bestimmt. Wenn 
wir, nndrerseits. in dem zweiten Systeme die Pole solcher geraden Linien des ersten Sj- 
stcuu, die dem eben bestinunten Durchmesser desselben parallel sind, eonstruiren, so lie- 
fen alle diese Pole anf einem Durchmesser des zweücn $]ratems, den wir, nach Henn 
Magnus, den zugeordneten des eben bestimmten nennen wollen. Zwei Tiipeorduete 
Durchmesser der beiden Systeme stehen also in der gegenseitigen Beziehung zu euiander, 
dab die Pohl« de^cnigcn Ptanelea iel, der irf dem aadcm anendlich weU liegt. 

Es gibt n.Ttli dem Vorstehenden, im Allc;emeinen , efne einzige Richtung, nach der ein 
Puuct unendlich weit liegen muts, wenn seine Polare in dem andern Systeme ein Durdi- 
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Bener ▼on gegebener Richlnog edn soll. Sind faicrnnrli A und A' irfend zwei zoffiori- 
nele Darcbmcsser, und i^ehmen wir, nach der Richtung da Durchmcswn A det ersten 

Systems, in dem zweiten Systeme cim-ii PuDct uiu-n<llirh wv\[, so ist die Volare dieses 
Punctcs im ersten Systeme ein solcher Durchmesser, U, der, im AllgenciDeo, nicht dem 
DurchuicssiT A' des zweiten Systems parallel ist. Aber, wenn wir das erste System nm 
seinen Millelpunct srhicklich dri'licn, fo können wir dadurch dem Durchmesser A eine 
solche I\ichlung geben, d.ifs die l)i i<Ii ii Durchmesser IJ und A' par-ilicl ^vcrden. Nnch der 
gemachten Voraussclzung i$t A dem zugcurdnclcu Durchmesser von It im zweiten Systeme, 
den wir B' nennen wollen, parallel. Wir können also zwei reciprokc Systeme, durch 
blofsc Drehung; eines der.«ellien um seinen Mittelpuiicf , in eine solrlic popcnseilijic i-age 
bringen, dafs von zwei Paureu zugeurdueler Durchmesser A und A', U und h', von wel- 
chen wir das eine Paar willkfihrlidi wllilcn kdnnen, A mit B* und B arit A' parallel 
wird. 

Endlich wollen wir nun noch die beiden Systeme durch eine parallele Verschicbuug 
in eine solche Lage bringen, daft ihre hdden MHldpoinele einander decken, wonadi dann 

auch die Diinhinesser A und Ti', so wieBnnd A' in dieselbe pimdc Linie zus.iranienfallcn. 
Jede der beiden auf diese Weise bestimmten geraden Linien küuuen wir als einen Durch- 
neaser )edcs der beiden Systeme beinchten, and eriialten alsdann Ar den sngeordneten 
Durchmesser lics andern Systems die jedesmalige andere drr^elheti: SO daJs also die Po- 
lare jedes beliebigen Pnoctes einer dieser beiden geraden Linien in jedem der l)eiden.Sy- 
sfenie der andern parallel ist. 

In der 100. Nummer hnben wir bewiesen, dafs es, im Allgemeinen, bei einer belie- 
bigen Lafc zweier rcciprokcn Systeme drei Puacte gpbt, deren beidesmalli^ Polaren zo- 
wwmimfiiHitn Bd einer eöneentriscben La^e der beiden Systeme ist der gemcfaMchallBche 
Mittelpunet derselben ufTenbar ein solcher Punct. Es zeichnet sich derselbe indefs dadurch 
wetentUdb äns, dafs, bei einer beliebigen Drehung der Systeme um diesen PuncI, derselbe 
immer diese Eigenschaft behalt; während wenn man Überhaupt, bei einer beliebigen Lage 
'der beiden Systeme, eines derselben um dncn solchen I'unct, dessen beidesnialigc Pohp 
ren (nicht in unendlicher Entfernung) zusammenfallen, beliebig dreht, nach der Drfliunp, 
die beiden Polaren desselben einander nicht mehr decken. Hierin ist der Erklärung.^giuud 
zu suchen, dab es, abweichend von dem allgemcbien Falle, bei einer coucentrischen L.age 
der beiden Systeme, aufser dem Mitlelpuucte, sonpt keinen Puncf, weder in endlicher noch 
unendlicher Knlfernuug, gibt, dessen beide l'ularcu zusanimenfalleu; dafs wir aber, durch 
eine schidJicbe Orehnng eines der beiden Systeme nm den gcmcinachaftliclien Miitelpanct, 
diesen eine solche gegenseitige l.age j^ebcn könnm, difs die beiden Polaren jedes Punc- 

und also auch die beiden Pole jeder geraden Linie, einander decken. Diese Liagc 
ist die^ge, die wir oben schon bezciebnet haben, wae wir nnter andern anch auf Ae 
nachstehende Weise zeigen können. 

Die metrische Relation der vorigen r^ummer vereiufucht sich, wenn sich in dem einen 
System anter den beiden Puncten der Miitelpanct md unter den beiden geraden Unten 
eine uucndlicli "eit entfernte befindet; ein Gleiches findet alsdann in dem zweiten Sy- 
steme Statt. Kennen wir C und C die Mitlelpuncte der beiden System« und lassen die- 
aallMn an die Stelle der beiden Pnnete treten, «Bc wir'^Oher. duräi M «nd P* bcicich- 
n«t haben, so müssen wir p und m' fUr die beiden onendRch weit entfernten geraden * 
Linien der beiden Systeme nehmen. Dann redudrt aldi aber die letzte tiieichongder «o« 
Mfen lümnter aof: 
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In der oben* bezeichneten Lage der beideo Sjtteinc fallen zuvörderst die beidn Mlltct 
pancte C und C zaununen. Dann wollen yrir den Pud et N auf canem der beiden zuge- 
ordneten Dnrchmeuer A und B*. die inil den zugeordneten Du^chme8sc^o B und A' zu- 
Hainiiirnrallcn, beliebig nnnehiiicii; die PoliM desselben, n', in dem zweiten Sjateme ist 
alsdann dem andern zugeordneten Durchmesser parallel, und schucidet den ersten Durch- 
messer in dem Puncte N', dessen Polare in dem ersten Systeme dem zugeordneten Durch- 
messer ebenfalls parallel ist und durch ihren Pol, den Punct N, gehl. Die gCTMle Liale 
n' wollen wir zugleich für die >\illk(ihrliclie Linie r des ersten Systems nehmen, dann liegt 
der Punct K', der Pol dieser geraden Linie, in dem zweiten Systeme ebenfalls auf dem 
«ntw OvrdiBeuer. Der Pnnet R, in welchen der «nte DnrdmMUcr von dtir lini« r 
geschnillrn wird, und dessen Polare durch R' ^chl uod mit dem zugeordneten Durchme^ 
ser parallel ist, fällt folglich mit dem Puncte N' zasanmen. Hiernach zeigt die letzte Glci> 
dmog, daf« andi die Puncte R' and N sammacMraiicn. Es dedtoi Mk deo die beiden 
Pimrto 11 und N', so wie 'ihre beiden Polnren in den beiden Systemen , weil sie durch 
die beiden zusammcDfalienden Puncte IV und M gehen und den zugeordneten Durcbmee- 
•er panllel lind. 

.Hieraus ziehen wir zunüchst den Sclilnfs, dafs die beiden Polaren jedes Piinrtps jedes 
dar beiden in Rede siebenden zugeordneten Durcbmester» ziuammenfaUcn, und dann, was 
unilidber hier«» hcrvoigebt, dab ein. Gleiche« fhr jeden bdiebigea Punct Statt findet 
btbetoodere folgt dann auch, dafs wir, in der besagten Lage, den einen von zwei zu- 
geordneten Darchmceeem nach einander als jedem der beiden Systeme angiebllrig lietracb- 
ten können. — 

103. Ich habe in zweiten Bande der „Kntwickclungen" die Theorie der Reciproci- 
tut aus einem andern Gesichlspuncte entwickelt und dieselbe auf die Variation der 
Constanten gegründet '(Unter demselben Geslcbtepunde llfit sich auch die Theorie 
der CnllintatioD darstellen.) Wenn r/ und f beliebige Paoct-CoonliDaten in twd Sj- 
alenen bcdenicn, so stellt die Gleichung: 

wenn wir tj und |' als conslant betrachten, eine gerade Linie des ersten Sjrsteou dar, als 
deren Pol wir denfenfgen Pnnct des iweiten Systems beteiebaen kOonen, der dorcb die 

beiden constantet) Werthe von »/ und JS* besliinnit ist. Wenn wir »; und | constantO 
Werths beilegen, so stellt dieselbe Gleichung (1) eine gerade Linie des zweileo Sjstens 
dar, ak deren wir gegeaseilig denjeuigen Pmct das ersten, der dnrcb S» beidan eon» 
ahnten Werthe von ij und £ bestimmt ist, beuicbnen können. 

Wenn wir in der Torslebenden Gleichung ij and | einerseiis, und f/ und 1* andrer- 
seits, auf einen und denselben Punct beziehen, so drflckt diese Gleichung diejenige Rela- 
tion aus, die Statt finden mufs, wenn dieser Punct in fteine Polare fallen soll, und zugleich 
Fcheii dafs diese Relation dieselbe bleibt, gleichviel in >%elclieui der beiden redpro- 
kcu S^ütuuie v>ir die Poiar-Ueslimmung machen. Denken wir uns die beiden Coordina- 
ten if und 1*, y^ruittelst acht' onbestimmter Constanten, durch 9 und | oder, mtfgAiAit, 
diese Coordinaten durch jene ausgedrückt, so erkennen wir pn»l<i(h, dafs der geometri- 
sche Ort für solche Puncte, die in ihre Polaren fallen, ein Kegelschnitt ist. Diese 
Poimo sdbst nndriiUflo ihrerseits einen «weiten Keg elaohnitt, was unmittelbar sieb 
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ergibt, wenn mr die Rcciprocitüt der beiden Systeme, statt durch Poncl-CoöiduMlCB wie 
in der Glcichang (1), durch LiDien-Coordinalen ausdrücken. 

Wenn wir irgend einen Punct beliebig «nncbincn, so erhallen wir zwei gerade Li-° 
nien, als Polaren dieses Puncics io den beiden Systemen. Lie^t der Punct insbesondere 
auf dem t inf;inc;e des ersten der eben bestimmten beidon Kefi-biflmitle, so sind die bei« 
den Polaren desselben diejenigen beiden i'anj^enten de^ zweiten Kegelschnittes, weicke 
fal den aogeoomuenen Pnncte sich schneideti. Wenn dieser Punct den Umfang des er- 
sten Kegelschnittes diircliljinrt , so lifriihnMi die beiden Polaren dieses Punctes fortwäh- 
rend den zweiten Kegclsclmitt, in der Art, dafs dieser auf doppelte W eise von einer ge- 
raden Linie, die in twiebdMm Sinne sich fortbewegt, onbOllt wird. Wenn wir endrer^ 

seits eine perade IJnie bcliebif; niinehinen, so erhalten >vir zwei Piinctc als Pole dieser 
geraden Linie in den beiden Systemen. BerUhrt diese gerade Linie insbesondere den zwei- 
ten Kegeiedmilt, so liegen ihre beiden Pole auf ihr selbst nnd sind also die beiden Dard^- 
«rhnitl.e|ninclp diesor perndcn Linie mit dein ersten Kegelschnitte. VA',iIitrii(i also die ge- 
rade Unie, den zweiten Kegelschnitt umliüllend , sich fortbewegt, beschreiben ihre Pole 
beide', jedoch nach entgegengesetzter Rfchtong fertrfickend, den ersten Kegdschultt. 

Da die allgcineinntc liesliramung der Vfiwandlschaft der ReriprocitHt nur von acht 
CoDStanten abhüngt, ao ist das System der fraglichen beiden Kegelschnitte .durch eine 
gleidie Anzahl von Gonslanton ToHstlndif bestinnnf , and da sn der Bestinrniing cnics Ke- 
gelschoifles überhaupt ftinf Constante gehören, so sind jede beiden Kegelschnitte nicht tr- 
fßad twei beliebige, die wir, onabbingjg von einander, von Tome herein willkQhrlich an- 
nehmen kennen. Es Ist leicht, auch ohne auf analytische Entwickelungen uns zu slOtsen^ 
die Beziehung der beiden KegeUchnittc zu einander aufzulindeu. 

'Wenn nerolieb der erste und zweite Kegelschiiilt einen Punrt M gctncin liehen, so 
fallen die beiden Polaren dieses Punctes in die Tangente des zweiten Kegelschnittes im 
Pnncin M tosanimen. . Hiernach fallen nothwendig auch die beiden Pole dieser Tanfenle 
zusammen, so dafs diese Tangente des z\%eiteii Kegelsrhniltes zugleich auch eine Tan* 
fjentc des ersten Kegelschnittes ist, und diese beiden Kegelschnitte also im Puncto M sich 
I w miM e n .' Die vier, reellen oder imaginiren Punete, wäehe aberinuiit «wel KegetacInUte 
ndt einander gemein haben, fallen hier also paarweise zusammen: die beiden Kegelschnitte 
haben einen doppelten Conlact. Das System z%veier aolchen Kegelschnitte hängt, wie 
die Verwandlsdieft der Redproeilll, nör von acht Constanten abw * 

Wir binioikcn zusltich, (Inf-;, %vcil die beiden Bcnilirtmu'^puiif !o zwei solche Punrie 
sind, deren Polaren in den beiden Systemen bczügUcb in den beiden gemeinschaftlichen 
Tangenten msamnienianfn, der Dorcfasehnittsponct dieser Tangenten der drille Ponet ist, 
dessen beide Polaren ebenfalls zusammenfallen, was in der Bcrührungs - Chorde der bei- 
den Kegelschnitte geschieh!. Die beiden Berühnuigspuucte nnd die beiden geneinschaftU- 
chen Tangenten ktenen bei einer doppelten Contaele nnaginir werden: «Be Berfihrnngs- 
Chorde und der Durchschnittspunct der beiden gemeinscbaftlicheu Tangenten bleiben ahtt 
■ lamn redL Zwei Ihnliche ähnlich liegende und conccntrischc Kegelschnitte sind als zwei, 
auf einer onendHA weit entfernten geraden Linie sich doppelt berührende anzusehen, ttnd 
der doppelte Contact ist, je naehdea die beUen K^gebdwitte Hyperbeln oder ElUpesa 

sind, ein reeller oder imaginärer. 

Wir erhallen durch die Vermiltelung der beiden fraglichen Kegelschnitte sogleich die 
allgemeinste Construdion der Pole nnd PofanB. (In den, der AnschanBehheit wegn^ 
beigafOglsp Clgpren sind irgend swei «Meenirisiio KreiM flir die beiden tiA doff elt be- 
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rfibrenden Kegelschnillc gcnommcD und zwar der EtSrker au8{;cdrfickte Kreit fllr den iwti* 
1% Ii. len Kegelscbaill.) £■ sei in der 15. Figur AA «oe gerade Linie, deren Pole in den bei- 
den Sjrsleraen constrairt werden loUcn. Wenn diese getade Linie den ersten Kegel- 
sclinill in reellen Punctcn sclincidet, so kOnnen wir von jedem der beiden Dorchnillspunctfl^ 
im Allgempinen, zwei Tangenten an den zweiten Kegolschuilt legen. Von diesen Taugen- 
ten GG und G'G', HH und HW correspondiren einander die crsle und dritte und die 
zweite und vierte in der Art, dafs, wenn man sirh dtni ersten DurclucbBiflepunrt auf den 
IJmfanpp dos crslrii Kr;;('ls(litiitlr.<, bis it iti den /«cilrn Duchschniflspunrf f.illl, fortpc- 
rUckl denkt, die corrcFpondirendin Inii^onleii zusainiucufallon würden. Der FuDct P, in 
welchem GG und HH sich s('hnei<Ii-n, ist der Pol v«i AA in dem eiiien Sjateme, und der 
Punct P', in >Tc1rluMii die bcidei) ;ui<lrrn einander rorrespondircnden Tangenten sich sdlBei- 
dcn, ist der Pol derselben geraden Linie iu dem zweiten Systeme. 
T%i M> Es sei femer (Fig. 16.) A ein gegebener Pimct, dcaeen Polanm cw Mlwhi werden 

solliMi. T.ccI man zu dirsem Ende, von A ans z\\r\ Taiiprntrn .m ili'ii zweiten Regel- 
Bcliuitt, welche den ersten in den Punclen G und G', H und H' schneiden, so sind, wenn 
ehieneita G md H and andrerseil« G' und IT darcb twel gerade Linien PP mid FP* ver- 
bunden werden, dic^c pcradcn Linirn die Polaren des pru'i henen Puncles A in den beiden 
Systemen, vorausgesetzt, daüs die obigen vier Durcbscliniltspuucte so bezeichnet sind, daCs, 
wenn man die Tangente G6' tich fortgerückt denkt, Us aie mit HH' znaammenfiint, die 
Puncte G und II einerseits und die l'unrtc G' und II' andteinrila zusamnicnrtllcn. 

Wenn die vorstehenden Pol- und Polar-Bestimmuugeu, dadurch dafs die angezeigten 
Cnustmctionen inaginKr oder nnlrestiannt werden, ihre Anwendbarkeit' Tefllemi, u6 kUn- 
ncn wir iiimu-r dmi Pol einer geraden i..iuio finden, indem wir fOr irgend zwei ihrer Puncte, ' 
wie oben, die Polaren sncbeo, welche sich alsdann in dem verlangten Pole scbneiden; 
nnd umgekehrt kOnnen wir immer, wenn ein Punct gegeben ist, die Pole irgend zweier 
hl diesem Puncte sich scbneidendeu geraden Linien suchen, wonach alsdann diejenige ge- 
17. rade Linie, welclie die beiden Pole verbindet, die verlangte Polare ist. In der 17. Figur 
sind P P* und PT** die Polaren der beiden Puncte »i* nnd «* (in einem der beiden Sy- 
steme), CS ist alsdann n, der Durdischnilt von l''P' und P"I'" der Pol der geraden Linie 
PI>, welche die beiden Puncte n' und verbindet und diese Ycrbindong^-Lini« also die 
Polare jenes Durchschnittes. 

Wenn in der vorigen Conslruction die gerade Linie PP dem tweitra KegplacbnMt« 
bepepiicf nnd "ir die beiden Durch? rhnitlspuncle für die Puncte f' und n" nehmen, so er- 
Pig. 18. ballen wir folgende Constructiou des l'oics der geraden Linie. Man lege (Ifig. 18.) in . 
1^ und Tangenten an den xweiten Kegebcbidtt, and in den bexftglidien Durehsdinil- 
ten dirnci Taimfn(cn mit dein ersten Kegelschnitte wiederum zwei Tangenten an diesen. 
Die letztgcuauutcn beiden Tangenten P'P' und PT" schneiden sich alsdann in dem ver- 
langten Pole n. Die ümkebrang dieser Constraction liefert die Conttmetioa der Polaren 
eines gegebenen Ptinrlrs. Ist dieser Punct ,-t, und legt man von diesem Puncte aus zwei 
Tangenten P'P' und P"P" au den ersten Kegcltchnitt und von den Berflbrungfpuncten 
■nf diesen Tangenten aus xwei betHgliche nene Tangenten an den iweiten Kefdsdmill, 
so ist diejenige gerade Liuic I'P, welche die beiden Bertihrongiipuncte Mlf diesen neuen 
Tangsnteiii die Puncte «' und a", verbindet, die verlangte Polare. 

Es ist leicht; nach dem Vorstehenden die beidM Mitteipnncte in den bddcn re- 
ciproken Systemen zu (Inden. Wir brauchen zu dicson Ende blofs in jeden Systeme Ae 
Polaren irgend sweier t*ancle, die nach beliebig angeooonnenen Riditangen nnendlicb weit 

tte- 
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liegen, za bestiuuDco. Der Durchschnitt der beiden Polaren ist alsdann der BlIittelpuDCt 
des f edetmaligea Sjatems. Warn A« beiden tnr Bestfammmg der RedprodtBt dkneDden 

Kcf^elschnitte insbcsonJcrc conccnfriBcli, ähnlich und iihnlich liegend sind, ?o sind die 
beiden rcciprokcn Systeme ebenfalls conceatrisch, uud, umgekehrt, wenn diese concen- 
triech aind, nmls «Be Berfilmiiigi-Choide jener beiden Kegehduiitte nnendlicli weit Gegen 
(102), und dif.«n also in der cbon bric irhnr tcn T?(j7.ichung zu einnndcr stehen. T)\c Mit- 
telpuocte der beiden Systeme fallen alsdann mit den Mittelpuncten der beiden KcgcU 
•dünitte mannen. Die Bestinmnnig de« Sjetcn» dieser KegeUdmitte bingf , ivie die 
dpiodtfit im vorliegenden Fnllc, blors noch von scrhs Conslanten ab. 

Wir haben schon in der vorigen Nummer l>emerkt, daCs nir xweieu concentrischen 
ree^roken Systemen, indem der Miltelpunct derselbe bleibt, inner dn« «olehe gegensei- 
tige Lage gelben kflnncn, dafs io den beiden Systemen die beiden Pole jeder gegebenen 
geraden Linie, so wie die beiden PoLiren fedes gegebtoen Pmiotes, znsammenGilleo. Dieb . 
setzt voraus, dafs alsdum an die Stelle der beiden zor '^Eemittelung der Constmction i&t- 
ncnden Kegelschnitte ein einziger tritt, damit die Pole der Tungenten dioes einzigen 
Kegelschnittes beide in den Berührungspuncten anf denselben zusammenfallen. Hiernach 
tritt uns die doppelte Aufgabe entgegen: wenn die Rcciprocilüt zweier Systeme durch zwei 
concentriscbe, IhnUdie nnd •'ihnlirh licf^endc Kegelschnitte gcoinetrisc Ii bc^itmint ist, die 
beiden Systeme durch die I)rehunp des einen um den gejtieinsclinflliclu'ii Miltelpunct in 
die, eben u;iticr bezeichnete, gegenseitige Lage zu bringen, und dann den einzigen Kcgel- 
idnitt m constrairen, der allein, in dieier Lage der Sjrstene, inr Bestinnnng der Red- • 
pradt8t hinreicht. 

In der beigefügten 19. Figur sind für liic beiden gegebenen Kegelschnitte zwei con-flg. i9. 
centrieebe Krebe genonncn. Wenn wir abdann dnen dritten (den in der V^nr am , 
stärksten ausjicdriickicn ) Kreis beschreiben, dessen Radius mittlere Proportionale zwischen 
den Radien der beiden gegebenen Kreise ist, so tiberzeugt man sich mit leichter Mühe, 
dab die bdden Polaren jedei Panctea dicaea dritten Kreitea d»en dieaen Erda berObren. 
In dem ersten Systeme sind zum Reispicl die Polsrcn der Puncfe Q, M", N, M*, bczüg- 
lidi die Tangenten in M", N, M', P; im zweiten Systeme sind die Polaren der Puncto 
P, M', N, BT besagKeb die Tangenten in IT, N, M", Q. Drehen wir biemaeb daa erste 
System nm den gemeinschaftlichen Miltelpunct so, dnfs der Punct M' nach N rückt, so 
fallt die Polare von N im ersten Systeme in cUc Tangente io IS, die gerade Unie MM. 
Dreben wir tnner daa iwcite System nach entgegengesetzter Riditnng so, dab der Pnnct 
M" nach N rfidlt, ao fiillt auch die Polare von N im zweiten System in die gerade Linie 
MM. Nadi. diflMr swiefachen Drehung fallen also die beiden Polaren des Poncte» N xn- 
aammen, und iwar fn eine aolcbe gerade Linie, welch« durch dieaen Pnnct gebt. Ea ist • 
klar, dafs in dir neuen Lage der beiden Systeme gegen einander die Polare jedes Pnnctca 
des dritten Kreises die l'angente desselben in diesen Pmcte und dar Kids selbst also 
der zu bestimmende Kegelschnitt ist. 

Statt die Systeme bdde, nach entgegengesetzter Richtung, zu drehen, brauchen wir 
blofs eines derselben um einen Winkel, der durch den Bogen MM" des dritten Kreises 
gemessen wird, zu drehen, und zwar, entweder das erste nach der ilichtung von M' za 
M", oder das zweite nach der entgegengesetzten RiditaDg von UrT zu M". • Dieser VHakd 
wird offenbar auch durch denjenigen Rn^en des ersten f;egebenen Kreises genMtSflBt wei- 
cher durch eine beliebige Tangente <in den zweiten Kreis bestimmt wird. 
. W«M wbr den «aten und swdten gcedbcn« Krda gegenadlig nit «faander ▼«rtaa- 

11 
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tauschen, so dafs der zureite Kreis deu gröfsern Durchmesser erhält, so wird dar dritto 
KraiB inn^Dlr, and wir erhalteo also einen einzigen iiuaf^iuircn Kcfelsfhnltt SV 
Plltar-Bcflitiinninp, die nirlils dcslo weniger immer reell bleib!. 

Da nach jeder afüucD Umgestaltung zwei ursprünglich reciproke Systeme immer reci- 
- fiTOk bkftcn, md mA, wühi d« £e fai B«de stehende La^e nnpdinglkli Inbcn, dicadbe 
bcibelHiltcn, so ist klar, dafs, wenn statt der beiden Kreise irgend /wvi ronrciUrisrhi', 
duliclie and ähnlich liegende Ellipsen, zur Bestimmung der iVecipruciliit , gegcbeu sind, 
bei f;c1i<lrif er DreboDg der Systeme an die Stelle der beideo ElBpien eine ciinigv diesen 

Jilinlidio Fllip-o (ritt, deren J)uirliiiios?rr iiiiltirrc Vroportionnlcii 7"ifrhi>ii den Jedem^ 
iigcu beiden entsprechenden iJurcLiucsscrn der beiden gegebenen Ellipsen sind. 
1%. Ml. Um nodi mehr Lidit Ober die Nalw der Reclprodtlt xa veri»reHen, wollen wir 
schliefslich noch den Fall belrarlitcn , dnfs i!rr Clontact der bpidcn zur IU\sliiiiimiii^ der- 
•elben dienenden KcgciscLnilte au( einem gemeinsamen Durchmesser derselben Statt ündet, 
und swar iBr den ersten Kegelachnilt einen Kreia, fDr den sweiten eine Ellipte nehmen. 
ZuvOrderst müssen \vir indefs eine allgemeine Bemerkung vorausschicken, die sich auf ei- 
nen Unterschied in der Polar- Beslimmtug, je nachdem die beiden Kcgelachoitte einen ima- 
ginlren oder reellen Contact haben, bezieht. Wenn nemlich, in dem Falle eines hnagp» 
nXren Conlactes, auf welchen die hit^b« i ! > i-rfu-ii n Figuren Bezug haben, ein Punct den 
Umfang des ersten (riufsem) Kegelschuittes durchlauft, so umhüllt die Polare dieses 
Punctes in jedem der beiden S^ysteuie den zweiten Kegelschnitt, indem sie immer in 
demselben Sinne sich fortbewegt, und der Sinn der Itc^ogung ändert sich blufs vun den 
einen Systeme zum amlern. Wenn aber, in dem Falle eines reellen doppellen Coutactes, 
ein Punct deu ersten (liulscru) Kegelschniil in demselben Sinne durchlauft, so umhüllt 
.die Polare dlceea Panctes in jedem der beiden S.vsteme den xweiten Kegetscbnitt, indem 
sie von einem Rpriilirun^spunrtc zum andern in deniM-lben Sinne, von diesem Ilerührungs- 
punctc zu jcuciii aber in culgegcugesctzlem Sinne sich fortbewegt. In der 2U. Figur lie- 
ben die geraden Lfaiicn N^» KN«, V^t m Polen bi einem l^yaleme, das wir ab 
das erste bezeichnen wollen, die Pmicte M,, N', P„ P' und im sweitcn STSfem« die 
Puncte Ä \ ^„ P-, P^ 

Die beiden fegebenen Kegelachnitte haben bdunnllicb «wei zugeordnete Doriehraesier 
gomeinschafllich , von welchen der eine durch die beiden Berilhrunpiipunrtc ^<Ii!. In die- 
len Dnrchmeaser fallen die beiden Polaren desjenigen Punctes, der nach der Richtung des 
andern Darchmessers unendiidi weit liegt, «osammen, so da(ä anf demselben die bddca 
Mittelpnnclc der beiden Systeme liegen. Um diese Mideljiuncte volUt.'indig zu bestimmen, 
ktanen wir nach beliebiger Richtung an den xweiten Kegelschnitt zwei parallele Tangan- 
teo, etwa M,M* und P,P*, xidien nnd St vier DoichsdniitlspancCe dieser beiden Tangan- 
ten mit dem ersten Kegelschnitte durch die beiden geraden Linien N,P, and NT" TeÄfal- 
hsnden. Auf diesen geraden Linien liegen abdann die beidan geanchten Mittelpnneie 
and im ersten und xweiten Systeme. 

Wenn wir femer von irgend einem Puncte Q desjenigen zugeordneten Durchmessers 
> . der beiden Kegelschnitte, der nicht durch die beiden Bcrührungspuncte geht, zwei Tan- 
genten an den zweiten Kegelschnitt legen, und diese den ersten Kegelschnitt in den vier 
' Punctcn and H', 'S" und schneiden, so sind die beiden Polaren des Punctes Q in 
den beiden Systemen diejenigen beiden pcraden Linien N,N' und N"N , welche die, auf 
dcrselbda Seite des letztgenannten Durchmessers liegenden, beidesmaligcu Durdui^hnitts- , 
pnaeio vedUnden. Wen, wie In dam Falle dar Fi^, dte beUan ingeoidnetan Dnrdi* 
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messfr auf cin.indcr senkrecht sfclieii, so 1\(inncii "ir eins erste System durch eine Dre- 
hung um den JDurchmeser CQ, als um eioe feste Axe, so uiuwendco, dafit, nach der 
lAnwcDdimg, wlhrend der PUKt Q UDvertiidert dieietb« Lage behalten het, die beiden 
Polaren dieses Punctcs in den beiden Sysinnen, NN' und N'N, , zusanimenrallcii. \uf 
gleiche Weiae fallen alsdann die beiden Polaren jedes Punctes des besagten Durdunessers 
tttnanDcn, ood Ihnadi die beiden Polaren Jede* beÜdiigen Piuwtei. Nach der Unwen- 
duog fallt alsdann der MittelpqMC dea «nten Sptn* C, in den lIBlteipancC des xweiten 
Sjatems 

Deijcnigc Kegelschnitt, welcher, naeb der ümwendung, allein sar Polar •Bestimmung 
bioreiclit, hat offenbar den getneinschaftliclicn Millelpuuct der beiden rccipmkeii SyslcaM 
aucb n dem seinigeD, und zwei zugeordnete Durchmesser desselben haben mit denjenigen, 
beiden, welche den beiden ursprünglich gegebenen Kegelschnitten gemeinschaftlich sind, die- 
selbe Richtung. Zur vollst&udigen Bcsliuimung dieses dritten Kc^elFcbiiillcg reicht es hiOt 
zwvi «.'pr.ide Linien ZU kennen, die durch ihre Pole geben. Offcnbnr aber ist eine solche 
gerade Liiiic diejenige Linie M'M", welche mit .C,C„ parallel ist und den zweiten gege- 
benen Kegelschnitt berührt, and anf ihr M" der Pol. Kine zweite solche gerade Linie itt 
fi'rnrr (lic)ciiit;p Tangente des zweiten Kegelsclmittes, welche durch I\, cinrn Durch- 
schnitt des Durciiioesscrs CQ mit dein ersten Kcgeisclinitt, geht, und auf ihr U der Pol. 
Der zu bestimmende Keg^ladobt berührt also die beiden geraden Linien Um" und RG 
bexOglich in M' und II; er ist, im Falle der Figur, die stärker aus(;edrürkle Hyperbel. 

!Nacfa den letzten Entwicklungen müssen wir zwei verschiedene Falle unterscheiden: 
«• kApncn n*el ledproke SyaienM entweder eine aolcbc Lage haben, dab eine blofee 

▼orrOcknnp eines dir briilon S\ steine hinreicht, damit die zwiefache Polar- Bestimmung 
fa^miWl» dieselbe werde; oder die L.agc derselben kann von der Art sein, dafs überdiels 
tnA wtA eine üniwendnng ebm der beiden Syeteme hietm erforderlich iet. Hin 
sieht Itidit ein, dafs, überhaupt, der Coutact di^r hiidcMi zur C!oiistniclion der Pole und 
Polaren dienenden Kegelschnitte ein imaginärer im ersten und ein reeller im zweiten 
Falle irt. Zwiacb'en diesen bddcn PlDen bfldet der Fall, dab die beiden KcgeUchaitte 
sich vierpuncti^ o.'^culiren, den UebcTgang, Bod bcnddiiiet aomit cbie eig^ntUtailicha 
Art der ilcciprocitäts- Verwandtschaft. 

Wenn" wir diejenige Polar-Beatimmung, die in den beiden Sjileaien identisch dieselbe . 
ist, zu Grunde legen, so erhalten wir diejenigen Coiistniclionen, auf welche die Herren 
Poncelet und Gergonne xaerst das Princip der l\eciproeitlt gegründet haben. 
Die Redprodtlt hangt alsdann nur von einem einzigen Kegelschnitte, nur von fünf Con- 
atanten ab, während diesdbe, wie ich »ie ziu rsi. unbekannt mit den bezflglicben AibeÜea 
der beiden eben genannten Geoneter und bald nachhor »us der Variation der Constanten 
abgeleitet habe, von acht Constanleu abhängt. Herr Magnus hat hierauf zuerst ge- 
xeigl, daCs sieh^ dnnh eine schickliche Lagen -Aendcrung des einen Sjstean gegen daaaB> 
derc, der allgemeine Fall inuner auf den besondem zurück führen Isfst. In dem Vorste- 
henden habe ich neue Beaiehongep angedeutet, die, weiter auszuAihren, die Abeicht die- 
ser Sduift Tcibietal. 
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jEwelter AliseMmltt. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe. • 



§. 1. 

l>i»cus«ion der allg;emeiiien Cileichung des swelten Grade« 




104. £s sei: 

<f^-hQtK^+ßtf>*-i-ly^+i8fft+t sa 0 (1) . 

die nllgemeine Glciehurg des zweiten Grades zwischen den beiden veriinderlirheii Gröfsen 
9 und d.enen wir vorerst durcbaua keine geometrisclie Bcdeuluug uulerlcgco wollen. 
"Wir Imbcn den cnlcn Gliede kdncn Coeilleiciiten gegdben, durit Auahl der anb»- 
slitnralen Cocrficicnten fich auf die notlnrendl^e reducire. Wollten wir diesem GHcde 
dennoch für besondere Zwecke irgend ^neu Coefficientea » hinzufügen, so hieüse das, die 
miprilDgliclicii liVertI» der Cooilanten dnreb » dMdiren. Hienncli kAnocii wir von der 
dnen Aunahmn iinmittdber nr andern übergehen: eine homogene BcdinciiD^K-GIcichung 
zwischen den ursprOogUeheil Coefücientco, zum Beispiel fy = etä, bleibt ia der neuen 
Aanahne anreifiidert dieselbe, eine Intcht hooMtgaw awb durdi Hhnofügung von s ho- > 
mögen gewidit, sna ]|«ii|piel die Giei^ng: s io fblgpiide: «* s= nft, T e rw a ndelt 
werden. 

An die Stdie der vontelModeii Gladkong kann imo, iai Aügeneinen, Jede andere, 

setzen, welche ebeundi.'i vom xweiten Grade ist und fQnf nnbeetimrale, von einander un« 
abblogige Coottante enüiilt. Zuglekb lassen sich, indem man die beiden Gleichungen al« 
identische lielnicblet, die neoen Coefficientea durch die ursprünglichen bestimmen. Für 
jede besondere Annahme bleibt dann die Untersuchung, ob die fDnf Gleichungen, die man 
auf diesem Wege zur Bestimmung der fünf neoen C^nslanten erhält, von der Art sind, 
dafs diese Bestimmung Überhaupt und insbesondere auf lineare Weise möglich ist, und 
dann ferner, in welchen Folien die neuen Constanten reelle oder imaginSre Weflke erbal- 
tcn, und ob es besondere Falle gibt, in welchen sie unbegtimmbar werden. 
Wir wollen hier die Gleichung von folgender Form annehmen: 

deren erster Thcil dns Pruduct zweier ganzen und linearen Functionen, jede mit zwei 
Constanlen, ist, und die aufserdem noch eine unablritagllge Conatante cnthälL Es ist dieis 
dte eialäcfcale Welae, eine dddmng nreHea Grade« in bUden, in weicher, Matt der df- 

(^(irniif^lichen beiden vcrniiderlichen GrOfscn q> und i/', ganze und UUMn Fknedoncn der> 
selben, und zugleich dieselbe Anzahl von Constanten vorkonunen. 
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105. Wenn vrir die TOnldiende Gleichung entwickeln and die Coeffidenten der 
entwickelteu Gieidiuog den anlipreclieDdeti Coeffidenten in der ursprilnglidien gleich 
Mbea, M» koannt! 

a+a' = 2a, 

ab'-l-a'h = 2J, 
bb'+,/t = f. 

Zuvörderst sehen wir, dab wir aus diesen Gleichungen} im AUgcineinen, die fünf oeaen 
■OmaiaiitcB Audi die «npritagBcken undiOekeB Utamii. Denn dte beiden' ent« die» 
ser Gleickancen geben • nnd dnn die beidan foiendett b and b^ »d en^iek die 

letzte c . 

Die beiden- Gleiduingai: 

a + a' = 2a, aa' = ß, (3) 

zeigen, dala ( — a) und ( — a') die beiden Woneln einer und derselben Gleichung zweiten 
Gndee find, nenAch der folgenden! 

z' + 2az+,? = 0, 

and dali also die Wertbe der beiden ersten Constanten reell, einander gleich oder ine- 
|(kdlr sind, ^e nachdem 

o»— /9>0, «»— /9 = 0, a*—ß<9. 

Sobald a and a' beikannt sind, geben die beiden Glelcbangen: 

b+b's^, äb'+a'b = 29, (4) 

die Vrcrthe der beiden C>>n8tantcn b and b'. Und zwar ist dic«c Rcsdnunong durch end> 
Behe Werthe und auf einzige Weise imnier mOgUch, mit Aunchluüs dea Fallee, dab 
a B a', oder, wae daaeeUie heilet, dab ■ ^ • 

a«-^ssO. (5) 

bi dteien Anwirimie-Mle irti 

eb'+a'b ss aOiH-b) ;s 2af ss 9af , * 

oad mithin kommt: 

8—ar:ss0. (•} 
Wenn diese letxte Bedingangs-Gleichang zwisdicn den onpribiglicben CoostantiAi nickt 

Stnlt findet, SO kOoncn die beidoii GIcirlningon (4) nur durch uncndlirhc Werlhe xon 
b und b' zugleick l>efriedigt werden; wenn sie Statt findet, so werden diese beiden Glci- 
idenliscb, ao Ms wir erst eine der beiden Comtanlen b nnd V «iükUkriick' an- 

aen mflsscn, um die niK?<-rc zti I)cstiiiiinen. TVi-nn >vir die WcfdM diCBCr 
am den Gleichangen (4) wirklich herleiten, so ergibt sich: 

b = a.^=Ä, 
« «— • 

sind diese Werthe also reell oder iinaginnr, )c nachdem a und a' reell oder imagkUIr 
•sind; sie werden nnendlicfa, wenn a = a', und demnach die Gleichung (5) Statt findet, 
nnd encMnen anter der Fora -I, wenn nglhieh die Bedfaigpnge-Gleidiang (6) befriedigt 
wird. Ana den letzten beiden Glelcbangen erhxlt man: 



= (Tili? ' 
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Eadlidi bldbt um jmr nock die i&iifte Constuite fi ra UmämmBa. Oric» Et iit 

II s i-bb', 

aad wom wir ia iBcm dekiiiBg fiir W d« vontcbeiMlai hmkndL ndMlilnirai, fin- 
d« wir: 

-^^^Tß * <^> 

Der Worlli u ist also iniiner rfi ll, es mögen n und a', b und b' reell odrr im.ijiiiiar 
sein, aad immer ein einziger, vollkommen bestimmter, wenn b and b' beslimmte Wertbe 
haben. Wem fi s 0 ist, m nittUt dar ent« Tbol der GUkhimg (2), und iko Mch 
der ilir idcniMdm CJeiffbiMig (l),-iD twei FacCoMD des entea Giadce. IHdä findet alio 
SUU, wenn 

a»— 2aJy-#-<!?/'+(a'-/S)« = 0, (8). 
uud inEbeioiidere raeh, weu diese B etÜnf tp ig i-GUidiiiii^ in die blgcnden bddeii eich 
aaftOset: 

S—aY = Q, /9 = C. (9) 

In diesen leltteni FeDe stellt sich der Werth für fi anter der unbesliiMelcn Form S dar, 
weil wir zur Bestimmung der beiden (^onstrmtrn b und b', von vrdchen /( abhauf^t, nur 
eine eiozige Gleichung haben. Wir kuuncu irgiud eine zweite Glcidiung zur Bestimmung 
dieeer Coostaoten wilUlIhrüeh binxanehuicu und losbesendere 

bb' = « 

setzen. Bei dieser Annahme, wodurch ( — b) und ( — b) Wurzeln der fulgcmleu quadra- 
tiidran GlddHAg werden: 

verschwindet die Constante /t. 

106. IVir sehen aiis den TorstebendiBii ßitwieUnDgeni dafii die gegebene Glfidiiiiig 

(1) f'nh iinnier auf die Fonn der Gleirhun^ (2) bringen Isfst, sowohl wenn tfl—ß'^O^ 
als auch wenn a* — ß<.0, nur dafs die beiden linearen Functionen 

im ersten Falle reell, im zweiten iinaginSr sind. In dorn zweiten Falle, wo die bei- 
den linearen Functionen imagjnar sind, ist ihr Product, das immer der reellen Gr^^Ite ( — /t> 
^eicb Iii, nolhwendig positiv, und wem daher In diesen Fdle fi einen podliren Werth 
eihdl, dae hdiel, wenn 

in~2a3y+ßy*+{a* — ß)t<0, . (10) 

eo ist es durchaus opmOglich, die gegebem Gleidmig ( I ) durch irgend zwd reelle Werthe 

von tp und y> zu befriedigen. 

in dem Falle der Gleichung (5), der als ein Gcänz-Fall zwischen den beiden Fal- 
len, dab a* — ß'^0 und o*— /9-<0, sich darstellt, behSit die umgeformte Gleichung (2) 
ihre Bedeutung nur in «o fern, dafs auch sie als eine GrSnze, als ein Uebcrgang zwischen 
Sirei entgegcD^^esetxten FAllen betrachtet wird. Diesen Gesichtftpunrt wollen wir festhal- 
ten, zugleich aber, da die Form der Gleichung (2) ihre absolute Bedeutung verliert, sie 
dorch dte IWfende Form enetien: 

(y-hax-+-b)'-|-A(v-*-cx + d) = 0. (11) 
Diese neue Form ist der Bcdiogungs- Gleichung (5) entsprechend gewählt, und man erhslt 
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iog^dch a s a. Durch diese B«diogungs-Gleicbimg reducirt «ich aber die Äoxahi der 
Coaitanten in der anprüDglicheii Gkichmig auf Tier, m dait die Tontebende Fonn dn« 
ConstaDte mdir enthllt, als Coostaiite bestimmt %Tcrdcn kSonen. Man erhalt netnlidi siiri> 
sehen den vier Conatanten b, c, d und A blofs die folgenden drei Gleichangen: 

2b-*-A = 2y, 
b*+Uas «. 

Wrnn wir die Conslantn h \\illkührlich annehmen, so {^cben (fiese drei GIeicliun};en d<r 
Reihe, nach k, e und d auf liuearcm Wege. Die allgemeine Gleichung ( 1 ) kann also in 
dep Torliegendem FaUe «nf nneadlldiaaUKe Welte auf Ae Form (II) gdiracbt werden. 
Diese Umfonnung wird eine vollkommen be^timmto und lineare, nachdem wir b, oder 
maAf wie man leicht sieht, statt dieser Constaote, X oder c wiUkOhrlicb angeuoinmen 
haben. 

• 

§• 2. 

llieorle .der Carr^n awelter Ordnimgr und «weiter Claflwe. 

107. Wenn wfar In der im vorigen Parngraphon di^^ctiiiru n Gleidmng: 

tf*-i-2a<pfß+ßit>*'^2r^ + 2äifj-^e = 0, (l) 
die fflnf Constanten als unbestimmte ansehen, so stellt dieselbe, mir Tollkommcn {gleicher 
Allf^eineinbcit, cinerEeils nllc möglirhcn Oertcr zweiter Ordnung, was für Unearc Punct- 
C'.oordinalen , und andrcrseils alle möglichen Oertcr zweiter ClaRRC dar, was für lineare 
Linicu-Cuordinalen die beiden veriinderlichcD GrOfscn ^ und xp auch bedeuten mögen. 
Bei Jeder willkübrlichen Coordinaten- llestimroung laaacn lieh dl^enlgen Fälle, in welchen, 
einerseits, die Oerter zweiter Oidnuiic Systeme von zwei geraden Linien, und, 

' andrencits, die Oerter zweiter Ciassc Sys lerne von zwei Puuctcu sind, von vorne 
herein abeondeni^ and iwar vcnnilleLit der Bediogunp-Gieichang! 

!P — 2aSy + ßy''-h(((^ — ,'r)t = U, 
wddie ausdrückt, dafs alsdaun der erste Theil der gegcbeueu Gleichung in zwei Factu- 

• ren des ersten Citades «erflült. Iffit Ansadilnfs dieser FRlie sind alle firagUcben Oeiter 
Ciirven im engern Vrrslande, und eine ('nrve zweiler Ordnnnp ist znpleieli immer nnrh 
eine Cune zweiter Classe, and umgekehrt (103J. Deshalb wollen wir diese Curven ivh 
({Mdi an* dem döppehen Gesfcbtspascte befrachten, indem wir uns dieselben «imnal als 
▼on oinan Pnncle beschrieben, das andere Mal als von einer geraden Linie 
nmhflUt denken. Die Curvc ist imag;injlr, wenn die Coordinaten des beschreibenden 
Pnnctes, oder »ndi wenn di« Gooidteatoi der nmhOttenden geraden Lbd« nianelt leell 
vrerden. Wir erhallen dao flir diesen Fall, bei )ed«r beBdrigcn Coordfaialcn-Bestbiininnib 
die Bedingungen: 

a*— /9<0, d*— 2oJ/+;?y'+(a»— /9)e<0. 

Alle flbfigen Bedingungen, welche uns bei der iHacnssion der allecmcincn Glddrai^ enl- 
gegcngeirctcn sind, erhalten nach vewchiedenartlgffT Coordlnaten-Bestnnnnnig «In« vewchic- 
denartige geometrische Deolung. 

106. Die aUgenidn« deicbnng swiNhcn iwci TsilindeiliAfln GriMiMB 9 nnd yr hOn« 
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neu wir nach den Torbergeheaden Eotwicklnogen, im Allgemeinen, auf die nachstebende 
Foffot briBgtDS 

•ivS+^sO, (2) 

indem wir 

7+ay>-|-]» 5 i|, . y+a'v+k' s 

setzen. Statt ip and ^ enthXlt dieae neue Gleidumg Uob zwei ganze and linear« Fonctio- 

ncn «liescr GrOtsen, deren Construction von der geometrischen BedentuDg, die wir jenen 
oraprünglidien beiden veräuderlicben Gröben beilegen, abhängt. Da aber die Gleichung 
(IX Air )ede beliebige ora p rOBf^b« Cootdlaaten-Be all minaDg, dieaelbe AUgMnefBbell be- 
hält, so können wir auch den bridcn linoarou" Funclionrn »; und ; irgend eine beliebige 
Coordinaten-Bedeutung bcilcgcu, und umgekehrt alsdann von dieser die Construclion der 
uwpriinglichen CoorAnaten uns abhanpg detaken. DIeae AbblD^keH telbit kooMit nur 
in so fem in Betracht, als \ oriuiHi;! si i/i «erden mufs, dafs die Keslimmang von (f und 
durch t; und | möglich upd von der Art ist, daCi ein PuDCt, oder bezOglich eine gerade 
Ijnie, dnrch tp vnd yi beatinnl werden kann. Jede neue Coordlnaten^AiiiMkaM^ die wv 
alsdann über und | machen, gibt der Gl«chung (2) eine neue, durch die jedesmalige 
Coordinaten- Bestimmung ermittelte, geomeimcbe Bedeotuogi so dafs dieselbe jedenal 
die Aussage einer neuen cbaracteristischen und aUgeneliien Eigeiisdiaft der Onrren xwel* 
ler Ordnung und zweiter Classe cnihfill. Die ganze Discussion dieser Curv« n lieft darii^ 
dnfs wir einer einzigen einfachen Gleichung' eine verschiedenfache Deu- 
tung geben, während man, nach der gcwObnlicben Art zu verfahren, £e Form der Glei- 
cbmig Indert, indem man entweder dieselben CooidTneteD beibehält, oder dieselben nach 
ganr. Fpeciellen Voraussetzungen in andere vcrv^andclt, und dapn jede neue Foin^ mwal« 
eher mau auf dem Wege der Rechnung gelangt ist, geometrisch intcrprctirt. 

IM. Die oben geeMchlcn Beschränkungen mQssen wir nucli uühcr ins Auge fassen; 
dabei wollen wir aber von denjenigen Füllen, ^yo der erste Thcil Jcr alljremeinen C.Iei- 
cfaung in zwei Factorcn des ersten Grades sich auflöset, ganz abstrahircn. Die beiden 
veritaiderlieben GrOben *f und ^ kaacn sieh hienaefa durch ij und | offenber nur 'dann 
nicht bestimmen, wenn sie beide unendlich werden, und dief» geschieht, wenn nach der 
bisherigen Bezeichnung a und a' einander gleich sind, oder wenn zwischen den Constan- 
ten der orsprilngliehen Gldcbong £e Bedingnigs 

a^ — ß = 0 

Statt findet. Bei jeder veränderten Coordinaten- Bestimmung erhalten d(e CoefGcienten 
der OUichaiig (1) andere Werfbe, wenn diese Gleichung dieselbe Corre als frQber dar- 
stellen soll, und dann wird im Allgemeinen nurh die vorsiehende Bedingung« -Gleichung 
nidit mehr befriedigt, wenn sie es ursprünglich wurde, und überhaupt die VerAnderung der 
Coordinaten-Bestimmung auf die beiden Cocffidenten o nnd ft Einllnb hat. Wir brau- 
chen also in dem Falle, dafs för eine besondere Coordinaten-Bestimmung, für eine beson- 
dere Cnrvc oder eine besondere Art von Curven die letzte Bedingungs- Gleichung Statt 
findet , blofs die Bedeutung von ip und tp zu tndem, damit die fragUcbe UmiMiDung mög- 
lich werde. \Vir können insbesondere, wahrend wir r/ und | in ihrer frfibeni geOOMtri- 
schen Bedentnog beibehalten, 9 und y> rtldLwirts durch die Glcicbungan: 

l g <p-h»'fff+h' fc 

9iH-«i^+b 9-4-a^+b * 

betHnnnen. IMcee GlddMmgen gdien 

9 
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Mid J^i^ «Mit aiaii M^nh Tom, tat wddM die eegebaM CItiffcmg ddi tedwirt: 

oder, atrtt dendb«, iadn mb ngldch ^ a i sebti 

17«+^ sO. (3) 
Diese Gleichnni; stellt also, iu Uebcrcinslimmuug mit den directen EntnickloogeD de« er- 
Um Paragraphen, alle diejenigen Cnrren dar, deren Gleidnoig eidi bei einer 
CooidbiitMi-Aiiiiaknie, Mkt.-md die Fdnn (2) bringen labt. 

HO. Wem nun dl« Gleidiinig <9) nü irgend einer Uaeeren GleielNnig 

,Aij+B£+C = 0, (4) 

iiMimmmiilfllt. eo ffbA ee innier nrel Paare ron Werfben für dieee OrOlBeB, weldte .m- 

^eich beide GleichoDgen befriedigen. Die beiden Wierthe für jede dieser TerSnderlidieB 
GrOfiMa etellen sidi ab die Woneln einer Gleicbung de* zweiten Gradcc dar. Wenn 
dteae' ffldchung durdi eine besondere ComftMiten^Beetfiwiwitg hi der lelitcn Gleidug 
(4) aich auf den ersten Grad rcdncirt, so gccchiebt diefs blofs deshalb, weil die Spor der 
einen Worzel, dadurch, dab lie ancDdiicb wird, ane der algebraiacbcn Bezeichnung ytr- 
scbwnnden ist, and wenn dieeelbo fihiitouBg ikii enf eine Nobe Conetenle redudrt, so 
geichieht dieb blofs deshalb, wefl beide Wonebi unoidlicii rind. Der «lete Fall tritt; 
in Beziehung auf die Werth« von 17 zam Betipiel, dann ein, wenn wir A s: 0 nehmen, 
der zweite Fall, wenn wir zugleich auch C s 0 setzen. Dae CHbarecleriatiMbe der Form 
dar Gleidinng (2) beateiit Uemech darin, dafs, wenn wir aadi einander 

t/ = n, ^ = 0, (5) 

setzen, die resultirendeu Werlbc der jedesmaligen anderu dieser beiden veränderlichen 
Grfifsen beide unendlich werden. 

Während also, indem und | Punct-Coordinaten bcdpnien, jrd<> durch die Gleichung 
(4) dargcstelUc gerade Linie die vorgelegte Curve(2) in zwei Puuctcn schneidet, wird die 
Cnrre intlKsoodere von der geraden Linie 17 =: 0 in aolcbcn vmi Pnncicn gesduillcnk 
fÖr welche dioWerthe von ^, und von der geraden Linie J = 0 in solchen iwei Pimctcn, 
für welche die Wcrihe von beide unendlich sind. Wenn ?/ und ^ Coordinafen der 

allgemeiuBteu £cslimmuTigswei.se, die wir im der 7. Nummer durch ^ und ^ dargestellt 

haben, bedeuten, so gebt die Gleichung (2) in die folgende Uber: 

pq+fu' = 0, (6j 

und die GMibnig (S) in; 

pr't-ftq* = 0. • 

Diese beid^ neaen Gleichungen haben ganz dieselbe Form und enlhallcn dnher die Aus- 
sage einer und derselben aUgemeinea Eigenschaft der fraglichen Curvcu. Es ist blofs die 
eine der beiden linearen Fondioncn, q und r, an die Stelle der andern getreten. Wir 
können also durch jede der beiden TQwteiwndea dcichnngien, oloe Aunalun^ alle Cor. 
Ten der zweiten Ordnung darstellen. 

' Wem 9 «od i eoidM Coordinalen bedcmcn, die wir ab fUM imd 

19 
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B« dtr gBifSUlchifli Plii^^-CovnBDilM IwbaiAlni kOnn«, and de nir dordb q und 
p diri^ellC baben, M «(dlcB die beiden Gleid»iibgcn : 

q = 0, p = 0, (7) 

welche akdann an die Stelle der GieicbuDgcn (5) treteo; zwei solche gerade Linien dar, 
deren Durchscbiiitte ait der Gurre nnendtich weit liegen; denn die Werthc von q und p 
können nur dann unendlich werden, wenn die beiüglicben Pii|icte unendlich weit entfernt 
nnd. Solcher geraden Linien gibt es nach dem vorigen Paragraphen nur zwei: sie hcifsen 
Üit Asymptoten der Carve. Diese Carre iclb-sl hcirst Hyperbel, wenn die Asympto- 
ten reell, iin<l KIlipsc, \renn die Aaymjptoten imapulr sbid. Sem ia Aede atdieodcii 
Falle entspricht die Gleichung: 

pq+^ =: 0. 

Anfter dieser Gleldnuig aAven wir aber auch noch die totgeiMle betnebten: 

q'-HAp = 0, • 
tm kcbie Art von Canren sweiter OrÄnmg «ifiMr Aebt n lesaen. Ee folgt aas den Er- , 

örteruiij^cn des vorizfii P.irncrnphcn , dnfs die beiden As^nnploten, in diesem Atisnnhms- 
und Ucbcrgangs-Faüe, unter sich und mit der geraden Linie: q = 0, parallel sind, aber 
onendlieb wett Hegen* Die Curvtf beifirt alsdann Parabel. Man kann eine Päirabel auf 

unrndlirlifnclie Weise durch eine Glcicliutii; der vor>t< licnden Fonn nusdrOckcn. Ilicrhci 
rückt die Linie: q =: 0, die ein üurcbmesser der Parabel heifst, parallel mit eich 
adfcrt, tut , 

lU. DicGIeiduaif 

pq+/i = 0 . <8) 

bat fun dieselbe AUg^einbell; als die Gleicbniig (1), obgleidi in Ihr'mir eine einxlge 
Ctmetaote Toikommt, wahrend die eben bezeichnete Gleirbung fünf Constante enthält. 
Sie Tiisr ^nf diese Weise ana der Gleichung der Curre veracbwundenen Gooctanten fin> 
den rieb faidefii in der neoen Coordinaten-Bealinnoinig wieder. Denn, wenn wir «Be vt- 
epirOnglichon Constanten als iinbcstiniinlc ansehen, ii)(hisen yMt die beiden t^crnden Linien: 
q = 0 und p = 0, ebenfalU als zwei beliebige betrachten, und die geometrische Bestin- 
nung jeder geraden Linie fordert zwei gegebene Constanten. Inden wir ako die Curre 
durch die Gleichung (8) darstellen, bcstimwen vrir dieselbe, statt durch fünf Constante, 
durch zwei gerade Linien und eine einzige Constante. Dioso b<>i(!(Mi cr-raden 
Linien stehen aber in einer bestimmten, und im vorliegenden Falle au&scklic{«iicfaeu , Bc- 
siebung zu der darzustellenden Owe, wlhrend die orsprOnglicbe Coordinaten-Bestinunnng • 

ohne alle Rücksicht nuf diese angenommen worden ist. 
Diejenigen Gurven, welche durch die Gleichung: 

q*+2p sO, 

darcrflellt werden , werden ebenfalls durch zwei gerade Linien und eine Consfanic be- 
stimmt. Da aber in diesem Falle dadurch, dab zwischen zwei Constanten der ursprOng- 
lieben deidunf «bie BedtagungB-GUicbang Statt findet, Sb ZabI der Constanten anf 
vier sich rcducirf, so enthält die neue Gleichung iraplicid' ( itin Constante mehr als noth- * 
wendig ist, so dafs eine derselben willktibrlicb aogeoommen werden kann. E» stehen also 
noch dfo beiden geraden Unien: ^ as 0 und.p s 0, niebt in einer ansaddiefslicben Be* 
Ziehung zur Curvc, wir können, im Allgemeinen, eine dieser Linien irgend einer IJesfim- 
mong imterwerfen, etwa die Richtnng der zweiten derselben wilikOhrlicb annehmen, und ' 
dann nocb iuner efaie.e«c*lMM lieAer gehörige Own imuk Ae vatstalMBde Glelchnng 
danteUen. 
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112. Die beiden Fiinclionen q und p sind dadurch, dnfs die beiden geraden Linictt 
(7) gegeben sind, oocb nicht ToUkomuen bestimmt. Wenn wir wie früher, indem wir 
gnvidudieh« ParallcloCooRKiiiten does beliebigen SjstenB rar Yennlttelung gebrauchen, 

q = x(y-+-a'x-4-b';, p =' .-i(\-f-ax-+-b) 

selMB» M bleiben alsdann noch die beiden CoefficicQteo * und n unbestimmt. Je nach 
den vendilAiIeiMn YoranaNttaDgen Iflier dleiB Co«flMeiH«n Ist die Giekbuig: ' 

pq-H/* = 0, (8) ^ 

der analjtiaehe AuadnidL Terscbiedener ModiGcationen desselben geomelriadien Satsea. 
Werna x and n intbetondere ao angenommen werden, dafs q und p ktirzcste Abstind« 
bedeuten, so sagt die vorstehende Gleichung aus, „dafs das l'roduct der beiden Abstlude 
Irgend eines beliebigen Punctes einer gegebenen Hyperbel von ihren beiden ÄBjrftptoten 
dne constantc GrOfse ist." Nehmen wir Jeden der beiden Cocfficienten x und 7t der Ein* 
'beit glcirh, und berQefcaiehtigen ngleich, dafe Jede beliebige gerade Linie als die Axe 
X =^ (t iir?prtiiiglif h angenommen wi-rdcu kann, so erj:ibt fiili, ..dnff, wenn eine Hyperbel 
und eine dicsriljo schneidende gerade Linie gegeben ist, das Pruduct derjenigen beiden 

Segmente, die zwischen einen der I>«rchschniit.<;puncte der geraden Linie nnt der Corre 

' nnd den beiden Diirdif.rhiiillspimrlen mit den beiden Asymptoten liegen, ronslanf ist, wie 
man auch die schneidende gerade Linie parallel mit sich selbst fortrücken mag." Aus 
{•den der beiden vorstehenden Sitze und federn einer andern Coefticienten-Bestimmung 
cntsprcchendtn analogen Satze folgt, dafs die durch (S) dargestellte Curvc sich den bei- 
den geraden Linien (7) immer mehr anuiibcrl. Ucberdiefs folgt aus dem ietzteu Salze uu- 
niUelbar, indem man entrlgt, dab eine Carve iwdter Ordnung von einer geraden Unie^ 

im .\llcemeinen , in zwri l'unctcn peschnitfcn wird, „dafs dii'ji'nicrii beiden Segmente, 
welche auf irgend einer beliebigen geraden Linie zwischen ihren Durchschnitten mit einer 
gegiiienen Hypetbel und deren Aayn|ilolCB- Hegen, einander ((^eich sind, und* daft Jnsbo* 
sondere also eine, von den beiden Asymptoten besrünzlc , T.-ingcnto di r Ilypcrbrl, in ih- 
rem Bcrflhrungspuncte, baibirt wird." Dieser neue Satz liefert eine mügiichst einfache 
' ConalraeUon dner Hjperbel, wenn ihre beiden Asymptoten und irgend ein Pnnet dersel- 
ben gegeben ist. Wir erhalten iiriiilich s(>i;loich auf jeder gera'den Linie, welche durch 
den gegebenen oder irgend einen durch Construction schon gefundenen Punct der Hier- 
bei geht, einen zweiten Punct deraelbcn. Statt des Punctes bann auch eine Tangente der 
Hyperbel gegeben sdn, wdl wir den BeMlhrangspunct alsdann sogleich finden kOnnen. 
JEbenso können wir in jedem Puncte dar Cnrve, indem wir bkilit die beiden Asjmptot« 
als gegeben betrachten, die Tangente eonstmlren. 

Bei jeder beliebigen Annahme der beiden (>ocflirieiitf n x mul ,-i zeigt die Gleichung 
(H), dafs jede gerade Linie, welche durch den Durchschnitt der beiden Asymptoten (7), der 
immer reell ist, wenn die Asymptoten selbst auch imaginär sind, geht, die Gurre in solchen 
zwei reellen oder imaginären Funden schneidet, deren Mitte jener Durchschnitt ist. Es 
heifst dieser der Mittel punct der Curve. Jede durch den Mittelpunct gehende gerade 
Linie heilst ein Durchmesser der .Curve. Wenn von der Grüfsc eines Durchmessers 
die>Rede ist, denkt man sich densdbcn in seinen bdden Durchscbnittsponcten mit der 
Curve begrünet; es ist derselbe reell oUcT ioMgpnfe» nadidem dies« DniyhsrhniHnwfta 
reell oder imaginär sind. 

118. Wir wollen als lelilca Beispial die Torliegende GIdebnng <8) «mb mtA in - 

der am Ende der 24. Nummer berührten Coordinaton -Bestimmung geometrisch deuten; 
nadi dieser Bestimmung bedeuten q nnd p diejenigen beiden Segmente, welche auf einer 

12* 
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beliebigen, durch den DarclisdiniU der beideo As^-mploten (7) geboiden, geraden Linie, 
xwiscbco diesem DurchschniKe und denjenigen beiden geraden Linien liegen, welche durch 
den bezüglichen Punct, parallel mit den beidm Aljinptoten, gelegt werden. Hienucb enU 
halt die obige Gleit Illing den Salz, „d;tfs, wenn man durch einen beliebigen Punct einer 
gegebeneu Hyperbel zwei gerade Linien den Asymptoten derselben parallel zieht, diese 
Linien aof irgend einem festen Durchmener, von HDltelpuncte an gerechnet, zwei «oicka 
Segmente bestimmen, deren Prodnct constant und twar dem Quadrate der llälfle diese« 
Durchmessen gleich ist." Der lelite Tbeii dieses Satzes ergibt sich sugleich, wenn niaa 
ftr ilen beliebigen Ponct der Hjperiiel indMMMdcre den Scbeitd fmta DuKtoeHcn 
nimmt. Es knüpfen sich an diesen Satz wiederum mehrere Conslrurlionen an; namentlich 
kann Itan, wenn die beiden Asj'mploteu und irgend ein Punct der Hyperbel gegebw 
dnl, ao^deh die Giillae eines der lUcktoDg bmIi gegAoMB DanftncMen beeUnoMB. 

Der letzte Satz lafst sich offenbar leicht aus einem beliebigen der Sätze der vorher- 
IldMDden ijaiDmer geometrisch herleiten. Dieselbe geometrische Umwandlung begt bei uns 
in der Coordinetcn-BcetliinBaDg und ist hier «in f&r alio Mal gcnmcht. "Wir TcnneideB 
auf diese Weifc einen, in Beziehung auf Methode, grofscn L^'bclstand; wir knfipfrti ncin- 
lich nicht unmittelbar au die Cur^e Constnictioneo, die mit der Curve selbst durchaus in 
keiner Verbindung stehen. leb madie glddi schon bei der ersten sich dubiefeoden Ge- 
legenheit diese Bemerkung, welche in der Folge ofd r nodi, uaiiirnllicli auch bei Gelegen- 
heit der Lehre von den zugeordneten Durdunessem, welche zunädist uns entgegentreten 
iHrd, Ihre Anwen^Mikdt findet ' 

114. Wenn wir durch efaie algebraische Transfonnation, statt der beidcii BoMMi 
FoDCtionen p und q, xwei andere lineare Functionen Ui der Gleichaiig der Cnrren zwdr 
ler Ordnung zur Evidenz bringen, so vrird die eigenlbOmOche Natnr dieser Curven za- 
nlchst durch die Vcnnitldung derjenigen beiden geraden Linien, welche den neuen Fun- 
ctionen eniitprechen, statt durch die Vcrmittclung der beiden Asymptoten ausgedrOckt Wir 
können statt p und q, auch wenn diese Functionen imaginSr sind, immer zwei solche ein- 
fuhren, die reell sind, und die Fom der Gleichung der fraglichen Curven reell lassen. 
Alsdann wird also die unmittelbare geometrische Deutung sich nirht auf den Fall der 
Hyperbel beschranken, sondern i-ich gleichmäfsig auch auf den Fall der Ellipse aus- 
dehnen. 

\Vir wollet^ den in der 28. und den folgenden Naaunen 

weisen gemäfs, 

t = u -4- «v , w = V — «n , 

setzen, und erhalten alsdann durch blobe Substitutionen (29) statt der obigen Qcichnngi 



i'+w'-h/* = 0, (1) 
md dann ftmert 



(JL+a*) {u» + v' } jit = 0. (2) 
Ut IbMtionen t and w sind nnmittclbar gegeben, sobald die geometrische Bedcutnng 
der Teitnde ri idwn GrOben 7 nnd ^, tob denen p nnd q abhängen, besdannt ist akt 
eine unbestimmte Constante, Ton der die Bestimmung der Functionen u und v abhXngig 
ist Wir können jeder gegebenen Gnrre «weiter OidnoDf m£ «undUchmaligip Wciia dte 
Fonn der GUkfaung (2) geben. ' 
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Die vorslehcndc Umfonnun»; bcTi.lU sich zunächst auf den Fall der Ellipse, wo 
p uod q imaginttr Bind. Jt'ür den lall der Iljpcrbel müsficn wir a, w und t bezQg* 
Bdi mit aK=l, wV^ ui vflrtanwben, ynm Ibrtwihniid «ocb u dn« ndle 

Com tute and w und t reelle linean FimetiMMa bedeuten ••Oen. "Wir «rhall«B ab» 

P = t— w, q M t+w, 

t =S U — «V, W S T—OTIJ 

und hietnach filr GleidmogeD der Hyprrbcl: 

t'-w'+z* = 0, (3) 

115. DM-GlimcteiMedM der Fonn der beideo Glddiiiiigen (2) and (4) bettefat 
darin, dab jade dioiw Gleicbnogen blor« die Quadrate der beiden Functionen u und v 
'enlhlüt, wfloaA, wenn wir nach dnaader jede dieser Fondioncn irgend euer Constanten 
flMcbMttctt» iSr die jedesmaliga andere Fnactkni iw« ^hicba nqd ent^egengeselite Werth« 
sidi ergcbeD. Hieraus ziehen wir unmillelbar da« Reidlaty dalii jada der Mdcn geladen 
linicB, walcte dnrdi die folgenden bdden Gleichungen: 

n s 0, ▼ == 0, 

dargestellt werden, alle solche Chorden der Cnrre, welche der andern parallel sind, bat- 
birt. Diese beiden geraden Linien sind Durchmesser der Curve; wir geben ihnen Gber^ 
diefs den Namen xwei zugeordnete Durchmesser. Wenn die Curre eine EUipee 
ist, begegnen beide angeordnete Durchmesser der Curre (wenn fi positiv ist, steUl dte 
die Gleichung (2) keine reelle Curvc dar); wenn die Ciirvc eine Hyprrlnl ist, begegnet 
ihr nur einer derselben. Iis gibt uuendiich viele Paare zugcurdnetcr JJurchuiesscr, die, 
bei schicklicher Annahme der unbestimmten Conslanten a, alle durch die Torslebenden 
beiden Gleichungen darseslellt werden. Jeder Durchmesser liat st inen zn<:eordncten. Eine 
Reibe von Paaren zugeordneter Durchmesser einer Hjpcrbcl bildet eine Involution der er- 
tten Art, eine Hefte von .»geordneten Dnrduncsseni dner Ellipse bildet eine Inrolotion 
dar tweiten Art (32). Es gibt unter den unendlich vielen Paaren zugeordneter Durch- 
aaeMr, einer Ellipse sowol, als einer Hyperbd, immer ein Paar, dessen Durchmesser auf 
dnander aankradit atdien and die aar lÄitersebeidnog die' Azan dar Carva genannt 

werden. Es gibt aber, im .Mlirr-incinen, zwei Paare zugeordneter Durchme^^irr einer (^unrc 
awdter Ordnung, die sich unter denselben gegebenen (nicht rechten) Winkeln seimeiden. 
IMase Winbd bannen bd der H jpeibel, «n» )t Bwci angeüfdncle ])nrthnciaer nit den 

bdden Asymptoten ein System von vier Ilnnnonicalen bilden, durchaus beliebig angenom- 
men werden; wenn, die Grtfbe derselben sich immer mehr von einem rechten Winkd ent- 
fernt, ndiem rieh die bdden, «olcha Wbikd bildenden, zo|^ieo«dnden Dnrdnnener dner 
der beiden Asymptoten immer mehr, mit der sie zusammenfallen. Wenn der Asymptoten- 
Winkel ein rechter ist, so hei&t die Hyperbel eine gleichseitige, und dann werden 
die von irgend zwd zugeordneten Durchmessern gebildeten Winkd von den beiden Asym- 
ptoten halbirt. Für den Fall der Ellipse gibt aa efal *^««*-™» dar Abweichung der Durch- 
schnitts -Winkel zweier zugeordneten Durchmesser von einem rechten Winkel; diesem Bfa- 
zimum entsprechen zwei zusamm(<nfallendc Paare zugeordneter Durchmesser. Ein beMB> 
derer Fall iat derjenige, dafs zwd zugeordnete Durchmesser sich innner nntcr mdllai 
Winkeln schneiden, in der Art, dafs je zwei auf einander senkrechte Durchmesser zu- 
gleich zugeordnete sind. Die Ellipte hdfst alsdann Kreis, die allscilige Symmetrie des- 
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aelben um leinen Mittclpunct stellt aicli als dne muBiUdbrn Folg^ der eben cmlhilteii 

EigcDschafIt derselben dar (35 , 36). 

118. Wenn nit die Yoransseiximg machen, data n und ▼, so wie p und q lineare 

Funclioncn von der Form: ((/^ + a>/'-4-b) bcdenten, und dieselben alsd;iun durch [u] und 
[v} unterscheiden, so kommt, zuoüchst für den Fall der Ellipse, nach der 4U. ^iummer: 

[u]»co.';f+[v]»«V;r = C\ (5) 
wenn wir itmSclist ( — u) mit C viTfnuscheu. An die Stelle der tinbestiinmfen Constnn- 
tcn o ist tmgx getreten; die Fuuctiuuen £uj und [vj hängen also nun von dem Winkel 
g A; welcheD Werth wir A^t dfesem Wiokel «leh beilegeo vBgen; ce stellt Ha vor- 
stehende Gleichung immer dieselbe Curvc zweiter Ordnung der, auf ifgeod ein ll^dli- 
ges System zweier ihrer zugeordneten Durchmesser bezogen. 

Wem wir in der vontalMnden Gleidmig necb einuider Jede der beiden FoncUnnen 

l^u] und [^vl gleich Null setzen, und diejenigen besondem Werthe, welche. eldl flbr die 
ledenaalige andere Foocttoa ergeben, V und U nennen, so ergibt sich: 

nnd Uetam: 

Wir wollen dieee Gleidnnig in der Voremeetnmg, dafs und y> beliebige' gewafan- 

lidie Parallel- Coordinaten y und x darstellen, pcomelriseh deuten. V und U bezeichnen 
alsdann diejenigen beiden geraden Linien, welche nach constauicr Richtung, parallel mit 
der Ordinaien-Axe: x s 0, von einen En^pnnele dee twclien und aralen der dnreh die 
beiden GUebangen: 

• M = o. W=sO, (8) 

düfeatcUten zugeordneten DurehoMner bezflgUck nach den ersten nnd zweiten denelb'en 

l^en werden kfinnen. Also: 

»Wenn man nach coostanter beliebiger Richtung von einem Endpuucte jedes von 
swei angeordneten Durehnenem einer ElUpee nedi den andern -Durdimeiaer eine gsnia 
Linie zieht, so ist die Ouadrat-Suinmo der reriprokcn Werllie der beiden {ers^cn Linien, 
welche man auf diese Weise erhält, coostant und gleich dem reciprokcn Werth« TOtt C% wie 
BHHt.anch die beiden ugeordnelen DurdmeHer nil ii]gend zwei andern rertanachen mag." 

Die beideu Gleichungen (6) geben, wenn nan Xi »Bd ntthb auch dte ürfiheN unbe- 
•tinuite Constaate a, gleich Null nimmt: . 

U = dbC. Vas OD. 

Wir lehcn hieraus, dafs derjenige Durchmesser, dessen Lage dnrdl die erste der beideu 
GIeichun|;cn (8) dargestellt wird, alsdann der Ordinaten-Axe: x = 0, parallel ist, und 
dafs die Hälfte dieses Durchmessers gleich C ist. Die in diesem Falle durch die Glei^ 
|en ( S ) dargestellten zugeordneten Durchmener lind ah«r kehle andeiai ak dlejeni- 
welcbe wir friüter durch die beiden Gleicluuigcn: 

t SB 0, w = 0, 

dargestellt haben, 

117. Wem wir in die Gleichung (5) für eoa'x nnd tin*Xf ibre durch die Gleichun- 
gen (6) gegebenen Werthe einaeHen, an wird dieaa Gleidinng durch C* theÜlMr nnd wir 
erhalten alsdann: . 
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T)a ferner U und V besondere Wcrtlie der beiöglichcn Functionen [u] und [vj sind, und 
in der Tontehcndeu GU-icliung nur die Quolicaten von U »d [uJi und von V in [vj vor- 
junmea, m können vrir, ohne dab Mt letzte Gleichung dadurch bffioi eine Aenderang 
erleidet, statt durch [uj und [v] Functionen von (!er Form (tf + a^'+h) lu bezeichnen, 
diesen Functionen «inen beliebigen couslauten Cucfliciculen hiurufügen, und insbesondere 
abo midi [u] vmi [▼] da Pnallel-Coonliluten cmMtmireii. In dieaer lettten Vorana- 

selziing brdftifrji , iicnn wir y und x bezOglich statt [u] und [x"] oinffiliren, TT und V 
diejenigen beiden halben angeordneten Durchmesser, welche in die jedesmalige Ordinatcn- 
«nd Aheriaaen-Aie bUen. Nennen wir dieselben xor Untenwkeidnng B und A, ao »iaaat 
die lelite Gieicikuii^ «ach Tortschnffung der Nenner, die aicbatdiende tmm wat 

. A'y»+B'x' = A»B», 
wo wir nacii cttiander Je zwei zageordnete Snrduneaaer zn Coordinalen-Axen nehmen 
können. 

118. Diejenige coiutante GrOfse, welche wir in der 33. ^Nanuner a genannt haben, 
nnd die' rieh Ten einem Paan aogaordnelcr Dnchmeaaer an dnan andern hn Allgemeinen 
Indert, aber Air daeaelba Paar bei allen Lagaii der Ellipaa nDverlbdart bUbtt iat nach 

B 

der d>en eingeltthrteii Beaeichnnng gleidi Ea gibt alao nad der . dien angefithrteä 

Nummer für den Fall der Ellipse immer ein einziges System ZTtcior gleicher zugeorit 
neter DurchmeEser, und diese schneiden sich unter solchen Winkeln, deren Abweichung 
von einem rechten ein Maximum ist. Beim Kreise sind alle Durchuicsscr einauder gleich. 
Es erreicht a diejenigen Werthe, welche am meisten von der Einheit sich entfernen, wenn 
die bezüglichen Leiden zugeordneten Durchmesser die beiden Axen sind (31). 

FUr den Fall der Hyperbel, wo a(= a'K — 1) imaginXr ist, ist also immer von Je 
cwei ingeotdnetett Dnrdniieaaeni einer ImagMr. Di« Grtnze swfadhea redlen und ina- 
g^uHren Durchmesst rn liildi n die beiden Asy mptoten. In jede derselben füllt ein Paar 
zugeordneter Durchmesser zusammen, und diese Durchmesser sclb.st werden an dieser 

Grftnze unendlich. Nur für. den Fall der gleichseitigen Hyperbel kann a'\= — a') der 
Einheit i^ch sein, und ist es alsdann für alle Paare zugeordneter Durchmesser. Im All- 
gemeinen gibt es für a' ein M;i\imura der Abweichung" von der F.inheK, nnd dieses findet 
für die beiden Axeu der Hyperbel Statt. £s ist, wenn wir die Asymptoten -Winkel durch 
II üeicidHicn, nadb der 9ß, NnanMr» imA die nachalebendie ddchnng beatiniit: 

Mint] 

119. Wenn wir annehmen, dab. p and q Ttanctioncn von der Form (f+an-l-h) 

und d.'ifK (iberdiefs einer der beiden gleichen zugeordneten Durchmesser parallel mit der 
ursprünglich angenommenen Axc: x = 0, sei, so erhalten wir nach der 48. GleicbuDg in 
der 40; Nummer fdr die deiebing' der hexOgMchen EUipae: 

{(")•+«•(')•} = c*. 

.wenn wir dordi (n) nnd (t) Parallel -Coordinalen darrtellen und a In der obigen Bedeu- 
tung nehmen. C bedeutet alsdann die IlalRc einer der beiden gleichen zugeordneten 
Durchmesser (116). Setzen wir nach einander (v) und (o) gleich Noll, ao aind B und A 
Werthe rm (n) und (▼), und wir erhalten: 
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DkM Glrirlmg, am tvdeber a wncbwandai irt{ Mgf mm: ^«bb die SmM'der Qo»- 

drate irgend iwricr ziiscordootcn Durchmesser constant ist." 

12ü. Die 49. Gleichung der oben angezogenen 40. Nummer gibt ans: 

u nnd (a—u) bedeuten hierbei die Winkel, unter welchen swei xi^eordaete Darchme»- 
Mr der EHipse neh tdnKtdeo, und erbalteB, wem irir ihr diM0 dte bddtt 

mcn, die besoudem Wertbe & und (n — &). Setzen wir dM dw 
ctionen (t) und (u) c^cicb Noll, fo kommt beide Mal: 
ttnm M adb« «mm 



mdUanDSt 

AB«üi(<j = C'»i«^. 

Der erste Thcil dieser (^aidoDf; stellt den Inhalt eines Parallelogrammes dar, dessen zvroi 
Seiten irgend xwei halbe zugeordnete Durchmesser der Ellipse sind. Das Vierfache dieses 
Inhaltes ist zugleich der Inhalt des der Ellipse umschriebenen ParaUelogrammea, dessen Sei- 
ten denselben DurcbnMeieni pmlld dttd. Alto: 

„Alle Parnlli lop-amme, die einer gejrcbcncn Ellipse umsrhriebf^n und deren Seiten iv* 
gcnd zweien zugeordneten Durchmessern derselben parallel sind, haben gleichen Inhalt." 

121. iDdoB p and q iBHBer nocli Boeere TtaaetioiMii Ton der Fem (y-|»es-Kb) be- 

I, wollen wir donjenif;on liniheii Dnrclimossor itci^nt! einer erpebenen Kllipse, wd» 
der Ase: z = 0, parallel ist, durch B', die Hälfte des ihm zugeordneten Dorchaiee- 
•en doR^ A', oöd den ven B* wid A' ciogeedilBeieBen Wiakel dntli t/ htauUbami wir 
trollen ferner diejenigen beiden Winkel, welche irpcnd zwei andere halbe zugeordnete 
Diircbmewer B und A mit dem Halb -Durchmesser B' bilden, d' und ä nennen. Aladaon 
^ eadSdk moA die 39. NnaNner ihr die GldelHiog der £U^e, beragn aaf iididiige 



folgt: 



, (▼> mi (B) 1^ NoU edMa, ündee wir: 
_ B'*ei»M _ B'*«tV3' 

lt*{A*aMMH-BWd'} _ 

A'Ii'.iV« 



und wenn wir berücksichtigen, daCs nach der vorigen Nummer: 

A«B"<6i*» s AV«&i*«r, 
gftypp— > tvir «BdÜdl n der nachstehenden Gleichung: 

A'«iVJ.+-B«*in»5' = A'**iii'«'. 
Die Aotdrflcke Asinä und Bmud* bedeuten diejenigen beiden Perpendikel, welche 
TOB den Xadpaaetcii der beiden Hdb-DorcbneeMr A nod B anf den Hulb-DoreluMner 

Bf 
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m oder dessen VerlSngcruDf; gelallt werden, oder, mit andern Worten, die Projecliooen der 
erstgenannten- beiden Halb -Durchmesser A und B auf irgoad eine gerade Linie, «lälAe 
scnkrcrht auf der Richtung des ilnlb Durclimesscrs B' steht. Die leiste GldchODg- CDt- 
bäll liicrnadi den folgenden beinerkcnswcrtbcn Satz: 

„Die Quailrtt-Samnie der Projociioacn irfjcnd zweier bdieliigen tugeenbeten Dnrch* ' 
IDeUcr einer gegebenen Ellipse auf eine beliebige gerade Linie ist ronstnnl." 

Diese conslantc Quadrat •Stunine ist gleich dem Quadrate der Projcction (2A'«mi«') 
desjenifea Darcbmenen, dctaen «ineordncter Mnkredit anf der bdidiigeD ffxwlm Unie 
steht, und ilt also ein Maximum, ^renn diese Linie der grOfsern Axo der EUlpM penllel 
ist, ein Uiliiiliiii, wenn dieee Linie der lilcinern Axe parallel ist. — 

tdi keim nich hier aiit der blolMn Aadeolmig bcgnUgen, da& die Besidlete der lels- 
tcd Nummeni mler den gdrilrigeD ModificelioiKii «adi Ihr den Fall der l^jperbel Iw' 
stehen. — • 

123. Vfit wdloB ao^eich m der Glcschnng der Gnnreii nrciler Ordiraii^ wicr der 
«IlgmeiDeni Fora: 

IM|+f«*SXO. (1) 

wie wir de In der 110. Nannier litegeetellt beben, flbergebctt. dieee GMebung m 
befnedigcn, künnen wir, ti.irii ciiuiiider, Jede der beidan Ftaiettnien p and -q ^eidi Noll 
•ctwn and erhalten alsdann beide Mai: 

r a: ±0; 

WOIMH enkbllicb ist, dafs den beiden Functionen p und q swci solche gerade Linien eat- 
.<;prerben, welche die durch (1) dargestellte Curre berflhrcD, und dafs die der Function 
r cHlsprechendc, gerade Linie die BcrUhrunggpuncte auf den beiden Tangenten verbindet. 

Wenn die t'unclion r auf eine Couslanlc sich reducirt, so rückt die ihr entsprechende 
gcrndc 1:inie immer «eiler. Akdaon aber kommen wir auf den Fall der früher ditcatir- 
Icu Gleichung: 

imflck, wmiaeb sich deutlich heransstcUt, dafs die Asymptoten ganz den Charaeltr TOn . 
Tangenten kahen, auf denen die Berührungspuncto immer weiter gerückt sind. 

Wenn in der allgemcinta ddcbnog (1) eine der beiden Functionen p ond q, etwa 

die crstcrc derselben, .luf eine Constanlo sich rcdiirirf, ?o n'irkt t!ie hrz(ii;li(Iic T.ingonlo 
unendlich weit, die der Function r entsprechende Bcrübrungs-CJiorde geht immer nocb 
dnreb den Berühnmgspunet anf der andern Tangente, begegnet der Onre aber adäerdem 
nickt mehr, weil ein BerQhriiDgspuiict mit der Tanf;t'n(f unendlich >vcit liegt. Die Para- 
1^, der diese Voraussetzung entspricht, ist hiernach dadurch characterisirt,*<iafs sie eine 
anondUcli weit entfernt liegende gerade Linie berflünt, oder, iril andern Worten^ dalii die 
Curre unendlich weit sich erstreckt und ihre Tangenten, wenn der Bcrflhrungsponct immer 
weiter fortrückt , sich immer weiter entfernen, ond nicht, wie in dem Falle der Hyperbel, 
einer Grins -Lage sich immer mdv alhem. Das System Jedes Durchmessen ond der Tan- 
gente im Scbeitcl denelben at^in derselben, in der Glcblnng: 

q + MT» = 0, 

in Evidenz tretenden, charactcristischcn Beziehung zur Curre. Diese kann also auf un- 
cndliclimalige Weise durch eine Gleich&ng von der vorstebenden Fonn ■u a g p i hi.dtt weiden. 
123. Wenn tvir rli ii Coefflcienten ab einen nnbeatimBtcn aneehen, ao können 

wir io der allgcmeioeu Gleichung: 

pq+/«* "«0, (1) 

13 
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p, q mti r ak nnctfoneB tob der Fom «^•f-sx.4-b) betnehica, faidcn wir » tob 

TOras Ikincin beliebig annebincn, so dfifs also jede dieser drri Fiinriioncn nur von zwei 
Comtanten abhängt. Die vonlebeode Glcicfauog ealhält hiernach sieben von einander 
ombhlDpge CoMburteo, md diese aiiid ab Kef;ebai n betoditai, aobaid wübtr den Coef- 
fici e nl ea /» aodi Mcb die drei dordi die Gleichungen 

p = 0. qacO, rssO, (2) 

dargcateliten geradca Uoien gegeben gbd. Wir kOniMD alao eine gegeb«at (SurTe zweiter 
Ordnung, die durch fünf Condantc vollkomiiR-n schon bestimmt iat, anianeadlidiuKiIiße Weise 
durch eine Gleichung von der vorstehenden Form ausdrfldieo, und zwar in der Art, dab 
wir diese Form so oft ertiallen, als wir irgend zwei Taagcoten der gegebenen Curve und 
dieienige gerade Linie, welche die Ueruhrungspuncte auf denselben verbindet, zusammeii- 
stellen, und die ihnen entsprechenden linearen Functionen berOglirh durch p, q und r be- 
zeichnen. Bilden >\ir alüd.litn die Gleichung (1), so können >vir ju jedesuial so bestim- 
men, dafs diese Gleichung die gegebene Corrc darstellt. 

Wir küniicn f(il;;li(h ;ui(h dann noch die Gleichung (I) als die allgemeine Gleichung 
der C^urvcu zweiter Ordnung betrachten, nachdem die Linie: r = 0, von vorne herein 
bdieilig ugenommen worden ist Dem aladaon bflanev wir die fedeeaaligien Tangenten 

in den Durrbsrbnittsptnirtfri dicsi-r Linir uud irgend einer jreirebcnen solchen Curve con- 
struircn, und demnach die beiden Functionen p und q i>e8timmen. Aber Mglcich selten 
wir, dab Ü» CfNmBnaten-Beelinmning dann iUnaoiitdi wird (19), wenn die Üiie: rs€t 

von der pc-zcbeiicn Cun'C bcrfihrt wird. Die Functionen p und q sind beidt- reell, wenn 
diese Linie der Curve wirklich begefjuet, im entgegengesetzten Falle sind sie selbst »war 
imaginär, ihr Prodnel aber ist (was « prim4 ans der ■y n mc t ria chen Besiebong dar bddoa 

bczflglichcn Tangenten zur Curre und zur Iteriibrungs- Cburde folgt) reell. So lange die 
Linie: rsO, keine ausgezeicbnete Lage hat — and die einsige absolut auageieicbrtfle Lag» 
ist, daft diesidbe nnendGdi weit liegt — rObrt die UnuOi^id&cit, efaie Cnrre tweüerönl- 
nung durch die Gleichung (1) aaszudrtlcken, lediglich nur von ihrer besondem Lage gegen 
diese Linie nnd keinesweges von ihrer besondem Art her, was sich auch unmittelbar da- 
durch bestätigt, dab die Cnr« dann, wenn wir r mit p oder q vertanseben, noihwendig 
nach dem Vorstehenden durdi die obige Gleichung (1) dMfgMellt werden kann. Wenn 
aber die Linie: r = 0, unendlich weit liegend angenommen wird, so erhalten vtir da- 
durch, dats p und q entweder reell oder imaginär sind, zunächst die Unterscheidung, ob 
die. gegebene Curve eine Hyperbel oder eine Ellipse ist; «id ferner lebt fuA dana St 
Pinbei deshalb oidbt aebr dnncb die bezfigliche Gldeh—gt . 

. • = 0, 

dantcUai, weil aie dio ■■•ndlieb weit entferate gorndo Linie borflbrt. 

Es ist nii's den vorstehenden Betrachtungen ersichtlich, ^rie wir uns, in Bezug auf die 
Discussiou der Gurveu zweiter Ordnimg, ganz der algebraischen Entwicklungen des ersten 
Paragraphen dieses Absdinfttet ld>eriwbcn kennen. leb T sr w dle gern adwo bei der er- 
sten sich darbietenden Gelegenheit bei solchen Betrachtungsweisen, die uns auch da nirlit 
im Stiche lassen werden, wo alle Veranebe algebraischer Entwicklung an der Klippe der 
Ettnbiation scbcitera. Das EigentbOnlicbe oad Cbaraclerialiacfae in ihrer Allgemeinbeit 
basvorzuheben, wivde hier noch nicht an sÜner Stelle sein. 

124. Nachdem die geraden Linien (2) geg^en sind, ist ux vollit a ndigea Bcstimmong 
d«r durch (I) dargestellten Cnrve nur noch nothwendi^ dafoedr dsB Cfl S Ü d U en /«oder, 
statt desselben, irgend einen Ponct der Cam kenMO. Denn «nf diesen Punet bezogen 
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ariwlten alidMa die drei FuoctioDcn p, q imd r ToIlkuHMii bctlinnito W( r ilu , wamdi 
Mk fi auf lineara Weise aus der Gleidin«f (1) eifibt. • fg^ 

Eioe Curre xwviter Oidoung ist blerDaeh ▼oUkMmni md auf «in« eini^B Wöm 
llinnit, vronn zwei ihrer Tangenlou, die beiden BerQbningspuncte auf derselbea und aufserdeni 
noch irgend ein beliebiger Punct M der Curvc gegeben sind. £s i«t leicht abdano, belie- 
big viele neue l'uncte der Curve zu finden. Irgend ein aolcber Punct sei M*. Die Will« 
kfilirlichkcit bei der BestiinmuDg der Functionen p» q und r, welche die Form der (ilei> 
chung (l), indem wir unbestimint lassen, f;e8lal(et, erlaubt uns insbesondere, diese 
Functionen als Segmente, vvclcLc auf einer mit MM' parallelen geraden Linie, zwischen 
dem bcflilglkhcn Pimele einerseits, und den drei geradrä Linien (2) andrerseits liegen, in 
COnttniircn. Bezrirlmon >rir liieriiach dio Durch.srhnillspiinrte der Linie MM' mit den letzt- 
genMUUen drei geraden Linien bezüglich durch P, und I\, so gibt die Gleichung ( 1 ) in 
Beriebnng anf die beiden Fände H und Vt . 

HP.MQ-|-/s*3K'ssO» irP.M^4-/i.SR* = 0, 

nod UcnnM folf;t: 

irP.M'Q _ Wr j, 

MP.My MR'* ^ 

Die Diseussion dieser Gleichung zeigt, dafs der Punct M' sieb auf lineare Weise er- 
wenn die drei Linien (8) nnd der Pmwt H fCf^dben aind; and gans anf dieeelbe 
Weise kiinrun wir auf joder andern, durch tiinn ^cfifbrncn Punrt der Cur\'c beliebig 
belogenen, geraden Linie den zweiten Durchschnillspunct mit der Curve bestimmen. Gebt 
de Linie HU* InbeMmdere dnrcb den DnnJwchnItt der beiden T^ng^nten, so fallen die 
beiden Puaet« P nnd Q xunnuMn, lo daft: 

HF ^ — Mi\ • 

wobei nur das untere Zeichen Bedeutung haben kann, und also M, M', P und R vier bar- 
monitcbe TbeUoogspunctc sind (56). »Jede gerade Uoie also, welcbe durdi den Dnreb- 
schnitlspiincl irgend zweier Tangenten einer gegebenen Ciirve zweiter Ordnung geht, wird 
in diesem Puncte und in ihren DurchschnitUpuncten mit der Berührung» -Cborde und mit 
der Cnrve barmoniacb gelbeik.'* 

^Vi^ ■»rollen dieselbe tilcicliunp (3) noch aus einem andern Ge.iichl «puncte befrach- 
ten, und zwar die beiden Puncte M und M', so wie die beiden Tangenten als gegeben, 
die Berfibmngi-Cborde aber da onbdbnnt anaehen. Der erate Thell der Aragllcben 6lei- 
cbong ist alsdann ge^^i bin, so dafs wir durch dieselbe dt n Punrt T\, donjcnigon Punct nero- 
lich, in welchem die Lduie MM' der, fibiigcns noch unbekannt bleibenden, Berfihrungp-CliOf de 
begegnet, besdamen bOnnent ngleidi aber «eben wir, dafa wbswciPnncle eiballcn, deren 
jeden wir für den Punct 11 nehmen kfinnen, und dafs dieselben mit den beiden gegebenen 
Poncten vier hanaoniwbe Theilangspuncte auenuchen. Hieraos folg^ also, „dafs fOr alle 
Onrven, wekbe zwei gegebene gerade Linien berfihrcn, und zugleich doneb zwei gegebene 
Pmete gdien, dhjenige gerade Linie, welche die jedesmaligen beiden BerOhrungspuncie anf 
den gegebenen geraden Linien Terbindet, immer durrh einen von zwei festen Poncten, 
welcbe mit den beiden gegebenen vier harmonische Theilungsponcte bilden, geht;" und 
nach dem Princip der Keciprocitiit können wir iogletch btannllligen, „dafs der Dwi^ 
achniltquna der beiden jedeamaligoi TansenMa der Ourrm im den beiden ^gebenen 

13» 
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Puncten, immer auf einer von wnü gendm Linien, woklw mit den beiden gegdMaM viar 
iIarmonii4([^ bildcD, liegt." 

An die GIcicIiung (3) knOpft sich eine elegante Construction des xvrierachen Panctes 
R. Wenn aufscr den beiden gegebencD Puncten M und M' noch ein dritter Punct M', 
durrli den di<^ fliirvc j^tlicn soll, prgebcn ist, so führt die Wiederholung derseibcn Con- 
BtrucUon, indem >Mr diesen diiUcu gegebenen Punct beliebig mit einem der beiden ersten 
nuanuncnslellen, mr 'vollständigen Bestimmung der Berfihmngs-Chorde: r = 0, welche, 
da Jede Conslrurlioti eine rwicfarlic Punct -Bestimmung gibt, im Allgemeinen, eine vier- 
fach« isL Es gibt also, im Allgemciucn, auch vier verschiedene Curren, >vclcbc znd 
g«gd)en« ^mde -LMoi berttren und mgleich duich drei gef ebene nmcte geben. Dm 

Vorstehende liefert uns die Conslnirtioii dieser f'iir\en, «o «ic niirli die liiermit dtlfdk 
das Phncip 'der Bcciprocität verbundene Conslrucliou derjenigen Curvcn, welche dnnb 
xwd gegebene POncI« geben, und xni^eidi drei gegebene gerade Linien berfibröi. 1A 
mufs indcfs in Bciiclniiig nnf das Detail dieser versiliiedeneu Conslructioncn auf dM 
ersten Band meiner EnttTickiuugcu verweisen, indem ich zugleich als Cilat noch uadUmg^ 
dafs Herr Brianebon in elneni, mir epMer erat tn Gesicht gekommenen, JfAnonv swle* 
Ugiifs du seroud ordre zuerst die Conslruclion der Aufji.ibe, „einen Kegelsclmill zu hc- 
achrcibcn, der n gegebene gerade Linien berührt und zugleich d(irch (5 — u) gegebene 
Pnncte geht," voltstindig und to diientlrt bat, dalä dgffillicb aebon abdiU Mbr an wOn* 
sehen übrig blieb. 

125. Von der Gieichnng: 

pq-+-/*r» =: 0, ■ • (1) 

können wir, nach der Umformungswcise der 28. Nuniner, dem analog, wie wir es schon 
bei Gelegenheit des bcsondem Falles, dafs die Function r auf «in« biobc ^-""»^^f sidb 
rcductrt, gcthan haben, zu folgender Funn: 

u'4-;.v'+jur» = 0, (3) 
übergehen, indem wir durrh u inid v zwii neue, immer reelle, lineare Functionen und 
durch X eine neue Couslaulc bezcicbncu. Iis stcllcu alsdann die beiden Gleicbmgen 

. u = 0, v = 0, 

zwei );endc Linien dar, welche durch den inmcr recUMi Durcbidiiiiltapiinet der bebien 
reellen oder imaginären Tangenten: 

ps«. qsO. (8) 

gehen, mid zu diesen g,nnz in derselben Beziehung stehen, als xwei zugeordnete Durch- 
messer zu den beiden Asjmptotcn. Je nachdem die beiden Tangenten reell oder iuiagi- 
nir sind, ist Ae nan «bf^btte Constante l entweder posifiv oder negativ. Die Gki> 
chimg (2) enthält deshalb eine Constante mrlir nh die Gliiehung (1), ivcil die beiden 
Functionen n und v keine vollständig bestimmten sind, sondern auf jedes beliebige Paar 
«bier bvololion bezogen werden kitonen. 

Die Gleichung (2), über deren Discnssion wir einige Andeutungen geben wollen, 
savOidciat, dab diejenigen drei geraden Linien, wdche durch die Gleidiungent 

n=sO, vasO, T = 0, (4) 

dargeilcUt werden, ganz in derselben, durch dieCurTe(2) vennilteiicn, cegonseitigcn Bezie- 
hung zu einander stehen; denn die beiden Coeffidcnlco A und fi haben auf die Bestiro* 
mang dieser I^inien durchaus keinen Einflufs. Es heifst aber derjenige Punct, in welchem 
din beiden Tangenten in den Durchschniltsptmctsa eines gegebenen Kegelsdmiltes und ei- 
ner g|ind«i Unin rieb acbneideD, der Pol dieaor gerndon Lini« und gegoudf^ dksn 
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ffind* Linie die Polare jenes Punctes, ia Besiebuug auf den gegebcnea Ke- 
gelsehnitt* Der Pol einer gmulen Linie bleibt «Uo aneh daoD eine reeller Poiict, 
wenn die^e Linie dem Kegelschiiittc bicht begegnet, und die Polare eines Ponctes bleibt 
tiMo auck dann eine reelle gerade Linie, %Tcnn dieser Pitnct innerhalb des Kegelscbnittes 
fiegt Die lefxfe der drei geraden Linien (4) ist hiemadi die Polare des Durebidmlltei * 
der beiden ersten, weil dieser Durchschnitt kein anderer ist, als der Durchschnitt der bei- 
den Tangcntcu (3). Es ist hiernach also Überhaupt }ede der drei geraden Linien (4) 
die Polare des Durchschnittes der jedesmaligen beiden übrigen, und der Durchschnitt \» 
•dreier der Pol der jedesmaligen dritten. Wir ^vollen die drei u< > ,t1in 1 i>ii ii (1) drot 
xueeordnetc Polaren und die dni Durt hscfmUtspuncfe ji; xuiiir derselben drei III» 
geordnete Pole, in Beziehung auf den Kegelschnitt (I), nennen. 

Es ist offenbar, dak die Gleichung (2) dann keinen reellen KegeUchnitt darstellflD 
kann, Venn die CoiTfirlcnlon ). und n beide positiv sind. F.iuor dcrsclbon odrr beide zu- 
gleich sind für den Fall einer reellen Curvc uolbwcndig negativ. In beiden Fällen kann 
nan mir ein Paar von GUedtm des ersten Theflet der voratebenden Gieiebung ndt idier- * 

einstiininendei), nbcr z^vci Paare Ton Gliedern mit cntgegongesi-lztcn Vorzciibcn znsammcn- 
Eteilen; woraus folgt, dafs immer einer von drei zugeordneten Polen und nur einer inner* 
balb des Kegebehntttes legt. 

126. Indem wir nach einander für irgend iwei di r drei zuctordnctcn Polaren (1), 
etwa für die beiden ersten, jedes Paar der beiüglicbcn luToluliou setzen, nehmen die ge- 
geatfberBegenden Pole auf der dritten festen Polaren (r &= 0) alle mSglichen La^ dn, in» 
dem sii: ilircrücils sicli zu P.iarcn riner lovohltion von Punc lcn ziisaiimicnordncn. Da die 
Form der Gleichung (2) bei dieser UttfoniaDg unverändert dieselbe bleibt, und die dritte^ 
faste Polare oder, was dasselbe heibt, der ibr g^^nOberliegcnde Pol, von Tome berda 
beliebig angenommen werden kann, so tritt uns sogleich der narhsttlicndc Salz cutgegeOi 

„Die Polaren aDer Poncle einer gegebenen geraden Linie gehen durch einen fcatett 
Pkuct, den Pol dieser Lfade; and umgekehrt, ^ Pole «Der geraden Lbdea, weldie AuA 
einen gegebenen Punct gehen, liegen in einer geraden Linie, der Polaren des Punctes." 

Fragen \nr uns nach dem eigentlichen Nerv des Beweises dieses Satzes, so finden 
wir ihn ganz allein darin, da&* dfo Gleichung (2) eine Constante mehr enthält als die 
Gleichung (1). 

Femer ergibt sich das folgende ResultaL „Die Puncte irgend einer geraden Linie 
ordnen sich, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, paar>Teise so zusammen, dafis 
die Polare eines Punctes jedes solchen Paares durch den jcdesinnligen audtrn Punct des- 

' selben Paares geht; solclic l'iincten-Paare bihlcn eine Iii%okition. Und, die geraden I^i- 
nien, welche durrJi irgend einen Punct gehen, ordnen »ich, in Beziehung auf den gegebe- 
nen KegidscbDitt, so xnsammen, dafs der Pol einer Linie Jedes solchen Paares «nf der J«> 

• desmaligen aadenk Linio dMsdben Panres liegt: soldw liiiii«ii«Paare bilden eiiie bm» 
lulion." 

137. Die Art, wie sidi, nadi dem errten Thdl« des Twntehenden Seties, die Pnneto 

einer gegebenen geraden Linie, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, zu einer 
Involution zusauuoenordnen, hängt zunächst davon ab, ob die gerade Linie dem Kegel- 
edmltle begegnet oder inebt. In den ersten Falle ist brolntion von der xweite», nnd 
im zweiten Fallo von der crsIiMi Art (56). In beiden Fällen gibt es einen Miltclpunct 
der Involution; man siebt sogleich ein, dafs dieser Mittelponct derjenige Punct is^ in wel- 
chen Ae gegpbena gerede Lüde toq demjenigen Dudmctser der Cnnre^ dessen «ngpoid- 
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ueler ilir parallel üt, gesciiniüeQ wird. Im ersteo Falle liegen die beiden Ihiocte jedes Paa- 
rw itr Inftdalion auf defMlbeii, in straitaB Falle anf «ntfegennesalxter Seita iea IBtlal« 

punctes; das Prodiict ihrer Abslniulc \oiii MiH«^Ipunctc Ist in beiden Fallen ffir alle Paare 
der lavolulioo constaot, und iwar im ersten Falle ^eich dem Quadrate dejr Hilfta der auf 
dar gagdMoen garadcn Linia von das KafelschnMe intare a p Hr tA Chorda^ b daai nnt- 
tcn Falle ph[ vn ein IMitiiiTunii für den Absl.nid der beiden Punclc eines Paare«, und dann 
ist jenes cooälantc Product dem Quadrate der ILtlfte des Minhnnmi gleicb (57). Weno 
^ iaabcaaiadaff« dia gagebena ganda Linla dan Kagabchnitt aar ia alnam ainslgan Pnoeta Mfaiai» 

dft, «eil der zweite Durclischniltsptinct unciidliili weif lirgt, so ist der einzige Durrhschnilts- 
puQct der BAittelpuncl der Involulioo (60). „Legt man also von einem beliebigen Panda 
aoa xirei Taagentca an alna gagebaoa Hyperbd odar Parabel, verblDdat dia beiden Berflb» 
rungs])uucle auf denaalban durch eine gerade Linie, und zieht dann durch denselben Punrt 
eine gerade Linia, dia badiglich einer Asjraiptota dar l^jpeibal parallel oder ein Durcb- 
maaaer der Parabel, an vriid da^enlge Stfldi dieaer geraden Linie, daa swiachen dem be- 
liebigen Puncte und dar Bertlhrungs-Cborde liegt, von der Curve halbirt." 

Es enltpricbt ferner, nach dem zweiten Thcile des letzten Satzes der vorstehenden 
Hammer, jedem Puncte, den wir ganz beliebig in der Ebene eines gegebenen Ktgelschnit- 
laa anndnoen, eine vollkommen bcstinuntc Involution von geraden Linien. Wir wollen 
innSrh.Kt nun ins Aiipe fnfsen, wie die Nalrir dicsiT Involulion von der versrliiedcnen Lage 
des l'unctes abhängt. Lic(^t dieser Punct aufsei halb des gegebenen KegcUchniltcs, so ist 
die Natur der Inrotutlon dnreb dia GtOCm desjenigen WiiÄela, welchen die, von des 
fraelichen Puncte aus, an den Kegelschnitt gelegten Tangenten einschlicfsen , und welchen 
wir früher tj genannt haben, vollkommen besliaintl. Je zwei gerade Linien, welche mit 
dieaen beiden Tangenten vier Hamonieakn bHden^ Mctai ein Linien- Paar dar Inrolotlon 

aus. Liegt der fra);lichc Punct innerhalb des gepcbencn Kof;cl«chnil(eg, so verliert diese 
• Construction ihre Auwendbarkeil; wir erhalten alsdann aber nach dem ersten Theilc des 

lalBtan Satxes der Torigen Noonner, wenn eine Unia irgend «inaa Paarea der bvohidoB 

g^cbcn ist, f-o^lclrli dir ziigrhüri(:e , wenn wir dir l'olnrc des Diirchsrhnitlspunr tcs der 
gegebenen geraden Linie und der Polaren des fraglichen Punctcs, in Beziehung auf den ge- 
g^anan Kegetscbnilt, conitiairen. In dieaiini Pblle kUnnen o^r die VMur der bvolotb» 
durch die GrOfse desjenigen Winkels besliunnen, den wir frlther 1*^ gc ti.mnt haben, und 
dar am Mfyig"w der Abweiehang der Durcliacluiilt«- Winkel irgend eines Paarea der lu- 
volation, von afaiani nHAlen Wbilial iat 

128. Bei der vorliegenden Discoaeioa tritt eine Frage vor allen andern ganz beaon- 
ders hervor, die Frage nemlich, ob ea in der Ebene eines gegebenen Kegelaciuiiltea aoldio 
Puncte gibt oder geben kann, fQr welche der Winkel & ein rechter ist. Denn fbr den 
Fall, dafs wir eine bejahende Antwort anf diese Frage erhielten, ful^l ans den Bemerkun- 
gen der 37. NinniTier das, in analytischer ROcksicht, höchst merkwürdige Resultat, dab 
* allHlfiBT» jede durch einen solchen Punct gehende imaginäre gerade Linie 

•la aina Tangania dar Cnrve anzusehen ist 

Um nachzuweisen, dafs es snlrlii- Punrtc, denen wir den Namen Brennpuncte bei- 
legen, wirklich gibt, brauchen wir bluü zu zeigen, dafs jede gegebene Curve zweiter Ord- 
nung dareb dia Glciehnng (9) eich anch noch anler den batondera Voraneeatiungw», daSi 
u und v rechtwin^lipe Patollal-f'oordiiiaten bedeuten und il ^eich Eins sei, durflellen 
lasse. Durch diese Voranüalaangeu wird die Anzahl der Oonataoten in der eben genann- 
ten GlakbBag von aebl nnf ftnf vadndit Dnd da ffflnf din nr Waaflmmn ataca Ko* 
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gdschnittes fiberhmpt BOthwcndigc AnraM von f'nnManfrn ist, so Itnnn es für einen 
pgebeacB Keg^eUtt nur . eine beschränkte Anzahl Tun i'uuctcu der fraglichen Art ge> 
bcBi tvMmnd nm, Dir eine ander« Annahime tob i9 oder if, wobei He GliIdMiiig (9) 

dne (auf die Ld^c de« "Winkels & oder »; sich beziehrndr) C!uiislanle inelir behalt, un- 
^idlicb viele Puncte, einen geometriachen Ort, fiodcl. Von jedem l'unctc eines solcbea 
Orte* lanen aicb swä (radle oder imaginäre) Tanf^enlcfi an den Kegelschnitt legen, dte 
sich unter dem constnten TIFkikel If •chncidcn. Diese Tangonicn selbst aber, und mit 
Urnen *die durch «ie hertiwale liifaliition, drehen sich, indem der Punct den.fragUchai 
Ort iMMiveilit, am dfeten Fimet m, dilii Ueribei jede besondere Linie der ÜBroladon, In 
ADgeDMiaen, alle müf;lichen Richtungen annimmt. Die unendlich vielen Tangenten -Paare 
TOB allen möglichen Richtungen, die insbesondere der Annahme, dafs i9- ein rechter Win- 
-* bei aei, entsprechen, haben alle einen gemeinsamen Scheitel, oder schneiden sich wenig- 

stens {rnppcmveise in denselben Punclen, die nur in begnlnzter Anzahl vorbanden aein 
büBBaB und die für den frnglirhen besondern Fall an die Steile der eben erwältnlen geo- 
Oiallischen Oerler treten; in der Art, dafs jede durch einen solchen Punct gehende (hm- 
ginlre) gerade Linie eine Tangoite des Kegebcfaniltes ist. üeberdicfs kann man,*>TenB 
t?' ein recliter Winke! i.«!, di> verschiedenen Laeon der bo7.(ij;lirficn Finoliilidti, >vi'lrli<' oiner 
beliebigen Drehung dersclbcu um ihren Scheitel cnt.sprccheu, unter eiuaodcr auf keine 
Wciae oalencheiden, well maa nach daaader jedes Paar einer aokben Involalion eibd^ 
weflB BNB aiB belidrifes deiaelbaB an adoen Sdiettel dreht *), 



*) ^tflt Uaaaa aaa db Hana atasa laiftkasa IbasisilaiHM aacoAdi liilnr, aldli ia alwriar 
ftstfitiadsB Game biilihiai mmai^ aa iA jcds JieMr Dirw« shcr hdMIgtn AaMhna dta IVia- 

ImIs f) «nUipriclit. So lange abo 4ha(a V^dnl ein rreller ist, Ij^sen hidi, um ji ili iii Piinctr ier ent- 
•prcdicniien CarTB au«, an dm |;cgskMa KcgdlckniU i^rri rtcllc Tangentcii li'gcii, and ditte schneiden 
■ich nater dem c«nM:>rit<'n Winkel «f. Unter dieaen GnicliUpancl« «afgefafst, habe leb in der 343. 
das eiatea Bandes „auijliscb-gefMDetriKkea EntwicUBmeB," tadcoi idt fbl§eade Glei- 



AV^B*x* — dbA*B\ (a) 
ab Ae gevfSliallcfaca dar BBpaa aad HjpMbcl, bnogra aaf lacblttinUifa Faralsl CaatiihiisB, sa Cianie 
P I. t , für dl. fraglhha, Ii|caa rfacm imIIm WcKla f«a « satifiaihiad» Can«, «• Ugnh Orf. 

cbnng «Dtttickclt: 

4( AV^B'x'=t;-A 'D') . , 



>Vir kSanea 
die ft||mdi 

indtm wir, wie »brn lur t;. nun für naeh riaander alle mi3gliclicn reellen Wcrilif nebmen. 

Wii' willen, ili liir \\'inti-l r;, .ibsoUt genoiBmeii , von srinmi Ncininvinlel nichl nntenelici» 
des llist, hier überall denjenigi'ii Wiak«! darch i| beieichnen, unter dem, von dem bexfiglirbrn Poneta 
aas, der KtgelaeknUt geceben wird, AlllsBa «alcpricht ofTenbar, indem n-ir toersl den Fall der Ellipse 
dcatire«, jedem fllr i| beliaUi Mgiaa«awB>a itcllca Weclbc «iae gesdiloueae Cacta, dia leaMia* 
aehiHfh aiit dcf|cB^|CBr wtfcie im Jeiffmallgtn IMMawhM tob if enbqtridit, dordi iRe CMdnag 
(b) dargeatellt rriri. Weira vnr tangr, = 0 ■etxrn, so rrdocirt aiclt, weil aladann die eine der beiden 
in eich iellMl geccMoMeaea Gurren onrndlicli weit rürlt, die Glelrlmn^ (b) aof den zweiten find, und 
stellt die gegebene Ellipse dar. DirKer inlspriilit olTeiibar r- = i , wäLrend der um nii'ii Ii ^^l il ^i riick- 
tea Carre i) za 0 enlnprichL Hii-ae Irtz^rnaniili- Carrc iüt, da der Grad der Gleidiimj (b) «ich om 
Einheiten redocirt bat, in ihrer Cranz -Lngr ehenlalta al* eine Cnffa atVSÜar Ofiaaas zu twtracb- 



ISB (dia Mfat, iatai mr aaMchrtihca, man vrlr dta Wiakd % Uda {saagamikai^ a^etUtea wir. 
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129. Die Gleidbang: 

= fi*r* , (1) 
in der ich *( — u') au die Stelle des frühem Cocfficienteo /» gesetzt habe, stellt immer 
feellcn Kcgelsditiiu dar. Wenn n und ▼ iubesonder« NditvriaUige Parallel-Coor» 
diM- 

bmIi der Iteduction äea brzüglirijrn Orolf aaf «inrn geIt9ri|S rerUrinerten NmIhUIi, tiaa Carre, welch« 
von einer Ellipie oni weniger als eine gegebene Gr&lje abweicbl), deren Axcil« Iffe aan lelcbt «instelil, 
in dam nof ckchriA VerldiltaMi der ftlcicblicKrndni dtr g^abcotK EUipM sldhan. Wen q «{■ 
Rcbice WMel oad tdemicii mImh ffcfceiifriiilcl ^UUk itt, §• ftilea die mMmi, IIb älb mdeiB Ab> 

oibmen von r, jb^rsondertcn, in <icb arlbst gcscbloascnrn Carven in eiM eitBi|!e SMnMBi Md'dhte 

itt aladann ih r duicIi die uacbjtpbrnde GIricliuns; dargeiU-llle Krvia: 

y'-hx' = A» + B^ 

Zuglricli roit langr, (indem i; = n niid) verscbwindei snicb nn&. Die beiü^liilie Curve trill bei ilic- 
•er Grtnte ganz in daa Innere der Ellipse blnein. ]|^etracbten vtir non aogleieh den ansgeieicbneten Fall, 
dila ^ da rtclilef Wiakel iai, so fadam wir $»»9 tm 1, and, aatar dar VcTWti^iung, dab A^Di| 
4er Hna Ubert A*-B* — B* ictan, die Gkiekig (e), mA «ii&Afa RetelieM^ Ib «e M- 



{,' + (x-E)'] {,»-K,+E)'} = 0, (d) 
md Mht sich UenUi^ h die Mchslrbrndea Md« TSB cweitrn Grade aaflOaett 

y«+U-E)» - y«+(K-»-E)» ai 0. 

Es slalh ab» hei enaenr AsulHHe die Oridesg (e) Iwlne Cerr« ndir dar, sandera asr eh Syslas* 

Ton iwel Pnacten — BrenapeaeteK — , welche auf der grursrm Axc der Eilpe, In elaSai Alatande 

vom Millclpanclc derscllien, <ler glricb iist ^E, liegen. Zuglricb i»t ersiditllch, dafs diese beiden 
Puiii li', "i tiii wir (jr iiii-F)! !iMi Lluii;;fn fesüialten, »ich als Kreise mit Terachwiiidriidcn Radim darttellrn. 
Wenn vrir »in'/>>-I »clzcn, so wird die bezügliche Carve znglricb mit dem Winkel ü imaginir. E« 
liegt una jetzt blofs noch ob, nacbzuwi-i)cn, wir, indem der Winkel 9 von Null oder n *n einem 
recblca Winkel ikh alkert, die eoUpcechenle Carre (c) von der jcgabeaca Blifee ae aKh all m l hl i g 
.MjaatsllH, his ab in svral i^lsKle aesaitct, ad dapn eelUk 



eelUci reell tm sein. Za dkssü bde 
fcn «rir, dab ein saiBiscIcIneUr Wertb fSr » elTenbar derjenige id, welebcr den glekhco 
MDHAoMSSem dar gegcbeeen Ellipi« entspricbt Akdann gebt di« boilgliche Cwre i 
de« Wirelpenct dieeer EBfee. Es Ist aberr bei dieur Verssssrtisng, 

. - »AB 

■■d dam pht, nach leicbten Rrduclionen, die Glelrbnug (c) in die nacbstebeede 
Diese Gleichung »lelll etse sftTcbe Com dar, welefce eine, der InmitKate (oder der Ziffer 8) ibnlleha 

Fonn l.iil S;.' si iilingl fiicli um dir lii idrn Urriinpiirirtr, und liat « inen I)ii|i(ii l|>uncl, der in dm Mitlrl- 
putift dirr j< geLcnin LIiipse f^llt Ilicriiacli ist kUr, dab, wenn der Winkel {t von ISuil oder zwei 
Hechten tich entfernt, nnd, durch die Cröfsc cinra l>arcbacliaitU- Winkel« der gleichen lagexirdnetea 
Durcbmcasrr bindnrchgrbeod, zaletsl «in«» recht«« Winkel gleich wird: die bezügliche Curre (c) sieb 
ron der gegebenen Ellipse immer Weiler enlTctnt, indem sie, nach der Riehtang der kleinein Axe der> 
adbcn sich cindifickewl, der lifnwIsrsiiM»ftesdp> Cnwis InsMr adMr itickl, daui dnsh diese hin» 
darebgchcnd, in twei abseeeaderle Orsle iilch' eaWsst, dessH jedes WS einen der heldea liisn|iwiile 
(Ich zirlii, und iKo iiiunrr Llrincr wcfdsBt Us H«, der KniiliMsa sidi slhmd, slch snMst sof die hei« 

den ISrennpanclc «tlbst rediiciri-n. > 

Ohne tii-ui' anal) tische EntwicLIungeu erkennen wir bald diejenigen ModiGcatinnen, >velch|^die vor> 
•tehenden Keaulute erleiden, wenn eine Hyperbel an die Stelle der gegebenen Ellipse tritt. Wir 
■dirinkrn ans indeb hier blof* auf die folgende Aadcalnsg in BelrefT des Rir ans wichtigem Falle«, daCi 
der Winkel ^ inM|ialr nnd & reell ist Wem wir* «Mch Noll eder sweieH recblca Winfcebinehst^ 
iit die eniaprecbesde Cnrve die grgebeae HjrpeHid seHMt; sebeld Indeb der Weirfb ven # Mk m eine 
noch so kleine Grübe einem rechten W'iiilrl iiiinnlurt, tritt die- Strüf ji Je« Ilvpcrhel - Zweiges eh 
Oval, das ganz innerhalb dic«e« Zweige« «ich eralreckt, und, wenn die AnnÜicnti^ de« >VinlKb * 
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dilttten bedeuten, so kOaaea nii die Torstebende Gleicbuug, indem wir die bezQgUchen 
CoordiDatcii-AzcB m ihno Dnrditdinillspaiet so drdicD, dali «Im bcUdiiie doMlbo^ 

etwa die durch die Gleirliung: v = 0 dargestellte, der Linie: r ss 0, panUal wird. Via- 
bescbadet der AUgemeiuheit, folgendergestalt partiodarisiren: 

!>•+▼■ = ^i'^r+i»)«. (S) 
Bei dieser Umformunp; b!cilif, vrewn >vir, wns frl.uilit ist, TomiissclzcD, dafs r rinrn \i\r- 
iMten Abstand von der bczüglicben geraden Linie bedeutet, die Constante /t immer die- 
sellie. Wir kOniien die letale deidMBg feiner raf die imÄitelic«le Weise sdinÜMii: 

u'-»-(I— = /<'x('2r+«), 
und ihr dann, Toransgeielzt, daia /* uicbt der Einheit ^eiek ist, indem wir xugleicb, der 



1 — i» 



.X s E, 



(3) 



i-,s« s a*, 

Selsen, die foI|;eBde Foiu gdMB: 

i,'-f-;.'(v_E)» = Ex. (4) 
Wenn insbesondere = 1, so ergibt sich anoitteilNv: 

Q» s: 2K(r^^y, (6) 
Wir sehen Uanns «miclier, deft, je nachdem 

die Corre eine Hjrperbd, eine EUipee oder eine' Panbd ist 

I)ie bcidcu Axcn der durch (5) dargestellton Hvpoibol oder EllipM fsUen in dii|e> 
nigen i>eiden geraden Linien, devöt Gleiduingen die folgenden sind: 

a = 0, T— B s 0. 

Nennen wir die Lingpn der beiOglicben halben Axen B und A, so ist: 

Ex 8s B% B* = A*A*. 

Der Werth von « bestimmt sieb also md Iteasro Weist doch E; fiOr £ aber erbslF 
ten fvir, mit Zotiebang der iweiten der beiden Gleidnugen (8), «inen nvielMben Wcrib; 



E« as A*— B*. 



te einen rechten niniroat, sieh immer enfer am einen featen Panel henmniebt, und xalrtzt, der Kreta- 
form immer nShcr LommcnJ, (ich auf dirscn Panct sribst reducirt Dir briilca rtslrn Punct>-. ivciche 
man Lirmacli innerhalb dfr b*idcn Hyperbel -Zweige erhSlt — die BrenDpancle — wrrilrn. indom wir 
in dem Ausdraclie ron E das Zeiciirn von B' Indem, immer noch durch die Gleichung (d) dargecteOL 
Wenn rndfidi dac Penbd gegeben ist, die, b der VoraoMcIsaag rccItlinakBgcr Punllel-Ceordl- 
■« M Ct 6Md««< 

J» 

V 



StA, llr die verlangten CemM dto 



L- j — r = — "n ^ 



bt reell, lo ist dicCurre ein« Hjfpcrbrl, dcrm einer Brrnnpuncl mit drinjrtiigea Panct, den tTir gleick 
hier schon al« den Brennponcl dar Pfenbel brrrichnrn sollen, zosammenfäUt. Der eine Zireig dieaer Hy- 
perbel betiebi aich auf daa a^tWMMStwn Winkal n, dar Mdeta anfd isaw S MU B» ia«ar »Wiafcal Dia 
Mden UyperbeUZwdge Man le ahe ilartg» gcrada Lide naannaii — fei Ca Piiac>rii dar Paiä fe i l — 

wenn für i; inabeaondere ein rechter Winlrl angmommm wird. Für reelle Wertlie Tm # iat die cot» 
eprechende Cnrre eine Ellipse, deren einer ürrnnpunrl mit ili-m Breiuijiuocle der gegebenen Parabel to- 

Si<minciir.):lt. Je im'lir <lrr \Vinliel & «ich rtnriii rfcliliri Winlttl »iin.Wicrl, lät -' i imlir i nlfiTul sii I] i3ie 

fragliche EUipae ron der gegciwMa Parabel, und nird, der Krciafbrm niher liouuncnd, immer Ideiaer, 
Ms sie lolaW aef de* BkanapoMt lac ftnid aith nMrt. - 

14 
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Wenn A bexOglich die gröCiere Axe der £Uip»e oder die reelle Axc der Hy perbel i&t, so 
■iBd dfo beideli Weithe voo E tvell, ta aato« iM|pBlr. Bdd« FlUe «rbaltoi wir 

nach cinnndor, wenn \vir, mit Beiliehnllunp der roordinaten-Bestimniung, eine und dieselbe 
^yperl>el oder Ellipse gcbOrig drehen. Es lüCa sich «Im jeder gegebenen solchen Cnnr« 
In Ganzen TierniRl, und «war immer swdnal aof reelle und twdiMil anf imaginllre 

Weisi\ die Form drr Glricluin- (1) geben, das lirifst init .ind.Tii Woricii, jede KHipsc 
und Hyperbel bat vier Brennpuncte. Von Riesen sind immer zwei und nur zwei reell, 
and liegen, bezQglich «oT der grObetn Axe der «ntgauiMlai vaA der reellen Axe der 
letztgenannten Curre, zu beiden SeiteB dee Mhtdpmctes Iq gleichea, leicht so conslfai- 
reBdeiDt Abstände von demselben. 

Ans der Gletchvng (5) ist sogleich eniditllcft, dafs man tOr den Fall einer gegebe-> 
Den Parabel das x der Gleichung (2) immer auf linearem \Vegc mliäll; es ist dem vier- 
'•ten Thcile des Parameters der Curve gleich. Eine Parabel kann mau, da Ubcrdicb die 
iwdte Axe derselben unendlich weit liegt, also nur aitf dne einige Weise durd die 
Gleicliung (2) nusdrtickcn: die Parabel Int wr einen einzigen Brennpunct, und die- 
ser liegt auf ihrer Axe in einer EntfenxDii^ Tom Scheitel, die dem vierten Theile dea Pe- 
romcters gleich ist. 

130. Bei onsern Voraussetzungen bedeutet (a*«|-T*) das Quadrat des Abstandes dcc- 
jcnigen Puncics, niif >m leben die beiden Functionen u und v bezogen werden, von dem 
Brcnnpuuctc, der Curve. Bezeichnen wir diesen Abstand, als eine neue veränderliche GfObfl^ 
durch so geht die Gleichung (1), indem sie immer noch die allgemeine GleicbODg der 
Kegdecliaitte bleibtt nach Ansriehmig der Quadrat- Wand in die folgende idier: 

D = /tr, 

ond sagt afaduni, ab A t m O mU ß tAB Sigenadmft der Curvcn zweiter Ordnonf^ ans, „daft 

das Verhältnifs des \bstandes jedes Punrics einer solchen Curve von einem festen Puncto 
ZU dem Abstände .desselben Puncics der Curve von einer festen geraden Länic ein cott- 
■tenteB ist." Jener feste Ponct ist efai Brennpand der Carre, dieee feste gerade Linie die 

Polare desselben: die Directrix. 

131. Wenn an die Stelle eines gegebenen Kreises eine gegebene Ellipse tritt, so tre- 
ten an die Stelle dea Satzes^ dab de Dorchmeaser dee errten dnander gidcb sbd, metri* 
seile Relationen in Beziehung auf zugeordnete Durchmesser der letztern. Auf ganz ana- 
loge Weise ethalten wir, statt des Satzes der vorigen Mommer, wenn wir an die Stelle 
dee Brennponctes vnd der Directrix irgend einen bdBdiigen Pnnet in der Ebene des Ke- 
gelschnittes und die Polare desselben in Be?iiliiin<; auf die.srn setzen, metrische Relatio- 
nen, die wir unmittelbar, ohne dats wir zu den L'mformongjsweisen der 28. Mununer xu- 
tfiekg^en, aus denjenigen hernehmen kOimen, welche aidi aof ngeordnete Dnrchmesser 
beliehen. Die gegenseitigen Richtungen von (üesen stimmen mit den Richtungen von Chor- 
den, die durch den beliebigen Punct,. den Pol, gehen, tiberein; es ist also natQrlich auch 
diese paarweise zugeordnete zu nennen. Alsdann tritt an die Stelle der Länge eines 
Halbdnrchmesscrs in allen metrischen Relationen der 116. — 121. Mummer blofs der Quo- 
tient des A-bslandes eines Puncics des bezüglichen Kegelachniltes von der Polnren in den 
Abstand desselben Punctcs von dem Pole; wobei zu berücksichtigen ist, dafs diese Quo- 
tienten für die beiden Durchschnitte einer beliebigen, durch dea Pol gehenden, geraden 
Unie mit der Curve dieselben sind. leh überhebe mich hier jedes T)ei;ijls. — 

132. Nachdem wir die einfachen Formen, auf welche sich die allgemciue Gleichung 
dw möten Gndee ssMen »f«i iwMnduiliijlKii Grtften jodemJ bri^pn lüät, in der 
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Annahme, dab diese Gröfsen Punct-CoordiDateii bedeuten, discalirt haben, liegt ans )elzl 
auch ooch ob, dieselben Formen, indem rdr die Bedeutung von Linien-Coordinaten zu 
Gfobde legal, geometrisch zu interpreliren. So lanf;c ^^ir die Hc.siiiiiiniii)^ der Linicn-Co- 
ordiontcn parlicularisircD, gibt diese Deutunj^ keine iimlirii Hcsultale, .ils diejini^cn, die 
wir auch uuiiiittelbar nach dem Principe der ileciprociliit aus deu frühem allgeiiieiueu Rc- 
. anltateo herleiten können. So haben wir adioil, vorgreifend, dieses Uebertragnngs-Prin- 
rip an einem Beispiele in der 121. Namracr r.iir Anweiulung gobr.-uht, und sind auf die- 
sem Wege eben daliin gelangt, wohin uns auch die IHscussion der folgeudcu Gleichung: 

wenn wir die TerSnderlichen Ornfsrn o, v und t in derjenigen Bedeutohg DehiMDt unter, 
der wir sie iu der 42. Nummer angeführt haben, luuniUelbar leiten würden: 
Die drei ^eidmngeni 

u = 0, • V = 0, t = 0, . (2) 

stellen solche drei l'tiiirle d,ir, von welchen die beiden ersten nnf'der durch fl) dirj^c- 
slclitcQ- Cur\'C liegen, und der dritte der Pol derjenigen geraden Linie ist, welche durch 
die beiden ersten gebt. Denn, wenn wir, um die* Gleidnuig der Currc zu bestimmen, 
t =«0 setzen, so erhalten w'n zugleich, entweder u = 0 oder v = 0; das lieifsl, durch 
den dritten der drei fraglichen Punde und jeden der beiden ersten geht eine Tangente 
der Corre. Setzen wir andrerseits, entweder u = 0 oder ▼ a 0^ so crhahca wir beide 
' Mnic t = =tO; das heifst, die beiden durrli jeden der beiden ersten dieser Puncto ge- 
benden Tangenten der Cur\-c (l) fallen zusammen, oder, was dasselbe ist, diese beiden 
Pnnefe liegen auf der Corre, und sind aleo die Bef<l1iiiugs|niBcte anf den beiden, in dam 
drillen Puncto sich schneidenden, Tangenlen. F,s können u und v sowol iiii;it:iniir als 
reell sein, was einzig davon abhSngt, ob der dritte Punct: t = 0, innerhalb oder aofser- 
halb der Conre (1) Mit. Nur anf der Conre selbsr darf dieser Planet nicht liegen. 
An die Stdie der QIcidntng (1) kiinncn wir audi die nadistebende setien« 

p'-»-Äq»+/*t» = 0, (3) 

fie wir nach den Vraformungaweisen der S5. Naramer mntaitteilber erhdten nnd in der X 

einen positiven oder ue;:ntivcn Werth hnl, je nachdem a OOd ▼ in der TOiprfln^ithH i Giti' 
cboog imaginär oder reell sind. Die Gleichungen: 

p = 0, <r = 0, t = 0, 

stellen drei zugeordnete Pole in Beziehung auf den bezüglirhcn Kegelschnitt dar, und 
folglich sind diejenigen drei geraden Ljnien, welche dieselben, paarwcis<^ verbinden, drei 
sageordnete Polaren (125). 

133. Weiiti >vir die Bestimmung der Linien -Coordinalen parlicularisiren,' so kann 
dliefs einerseits anf die Natur, und andrerseits auf die Lage des bei solchen Parllcolarian- 
fionen dordi die Gleichungen (I) und (3) dargestellten Kegelscbniltes, EinUnls haben. 
Vfk woBen smrUrdent die GIcicbnng (1), ^ dieaem Gerichtapande ana, paitieoln» 
lidrcn. 

Wenn wir in der 53. Nummer für t eine blofse Couslaute nehmen, so ist auch dann 
Bodi fie partienlariifale Gleicbong: 

nr+^sO, (4) 

die allgemeine Gleichung der Curven zweiter Classe. Nur müssen wir .ilsdniin für u und 
T eiamal reelle, das andere Mal imagjnlre lineare Functionen nehmen, und überdiefs ei« 
MB Ansnahnwfta berfichskhtigcn, in wekben die TOrstabaode Gtekbang Ibra Badenfnni 

14» 
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TcrlJert. lo dieum Falle kOoneo wir an die Stelle der vorttebeodeo Gleiduiog die fbl- 
geude treten laeeen: 

v*+la = 0. (5) 
Wir können, bei unaerer Voraimetenng, die beiden linearen Functionen u und 
und xwar, indaa wir ^ als einen anbcetfaunm Goelficienlan betnehten, nnbeediadet der 
Allgemeinbeit, all aolehe Segpenle cooilniiran, mUk» «of »rei fiaateo, darA die beiden 
Poncte: 

« = 0, y = 0, (6) 

nach gegebener Ptichtung gelegten geraden Linien, zwischen diesen PMcten und der- 
jcni^rn geraden Linie liegen, welche durcli die jedesmaligen Wcrthe von »i und v brstimmt 
wird. Indem wir femer in der Gleichung (1) stall t eine Cuustaulc uebmeu, setzen wir 
dadurch fest, dafs derjenige Punct, dessen Polare durch die beiden Punctc (6) gebt, nach 
der gegebenen Ricliluii;; unendlich weil liegt. Diese Polare ist also ciu DiircLuiesscr der 
Curvc, und zwar derjenige, dessen zugeordneter die gegebene Richtung hat; die beiden 
Poncte (6) «ind die Scheitel dieses Diircbmcssen. Um den Werth der Constaalen ft in 
der (ileichang (4) zu bestimmen, kitnnen wir in!>bc.sondcre eine solche Tangente der b^ 
tüglicben Curve betrachten, welche dem durdi die beiden Puncto (6) gehenden Dorcbp 
MceMT paraüd Ist. Vtbt Äeae TangeiMai fat n s t, and ndtUn ist (— jw) fjleidk den 
Quadrate desjenigen halben Darcbmesserü, der die gegebene Rirhtung ist. Als charactcristi- 
sdie Eigenschaft der Gurren iweiter Classc gibt hiernach die geometrische Deutung ihrer 
eligiemeinen Gleidumg (4) den oaehstdiciidcn Sati, den idi indels, statt iho unabbhigig 
' .lär sich hinzustellen, sogleich mit den frühern Resultaten in Verbindung bringe. 

^Wenn man in den Scheiteln eines beliebigen Durchmessers eines Kegelschnittes zwei 
panlMe Tangenten legt, so werden Aese von irgend einer belidiigen dritten so gesdnU- 
ten, dafs das Product derjenigen beiden Segmente, die auf jenen beiden Taugenten zwi- 
•dien den Dordiachnittspnncten und den Berührangspuncten liegen, constant ist und gleicb 
dem Quidrate desjenigen Halbdardmcesen, der pandld ist adt den beiden pandSden 
Tangenten." 

Aus der Gleichung (4) ergibt sich sogleich unmittelbar eine Art-Bestimmung der Cur- 
ven zwdtcr Glesse. Es können erstens die beiden Ftoetionen « und v und also auch 
die ihnen entsprechenden Puncte (6) reell sein. Dann i.st die Cur%-c eine Ellipse, oder 
eine Hyperbel, welche von demjenigen Durchmesser, der die gegebene Richtung hat, nicht 
geschnitten wird. Jenem Falle entspricht, dafs fi negativ, diesem dafs fi positiv ist; 
in jenem Falle geht keine, in diesem Falle jede Tangente der Corre swischen den beiden 
Puncten (6) hindurch. £s können zweitens die beiden Functionen u und v imaginSr 
sein. Alsdann ist ihr Product immer positiv, und die Curvc alsdann, wenn fi positlr 
ist, imagbilr, weil es keine reelle gerade Linie geben kann, deren CoordinBtei^ unter die» 
ser Vornticüetiung . die Gleichung (4) befriedigen, und wenn fi negativ ist, eine Hyper- 
bel, weiche von demjenigen Durchmesser, der die gegebene Richtung bat, in reellen Punc- 
ten gesdndtten wird« 

131. Wir können überhaupt eine gegebene Curvc zweiter Classc nur in dem Falle 
nicht durch die Gleichung (1) darstellen, dafs der Punct: t s= 0, auf dem Umfange die- 
■er Corre liegt (182). Dieselbe Bedehang bestdit aoch dann noch, wenn dieser Fhnct 

tnicndlich weit Hegt- Eine Ctirve zweiter Classe kann nur dann nicht durch eine Glei- 
chung von der Fonn (4) ausgedrückt werden, wenn die Curve von der Art ist, ddi'.eln 
nach der g^gfibenen Ridriong onendlicfa weit Ucgiander Pinot anf deneiben liegt. Dvch 
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dic^o 'npelitTiniunc: ^ird aber nicht, ^rlc in dorn annlnurn Fallo bei l'iincf - Conrdinntcn, eine 
particulJirc Art vod Curven, sondern nur eine particulare Lage der Curvcu gegen die ge- 
fribflB«, nur GoordiMtcii-ltostbHUUig Mmeoie, Richtang, oder, wu daaMlbe heibt, waan 
die Curve als gegeben belr.irlitef wird, eine besondere Annahme dieser Richtung bedingt. 
Indem wir, nie bisher Überall, diese Riciüting als eine reelle betracbteo, ist die Curve 
eine Hjperbd adt «iner Aqniptote von dbett dieser RiditmiB. "Wir eAqmen den ge»- 
metrischen Grund davon, dafs in diesem Falle, nm eine solche Hyperbel darzustellen, die 
Gleiduuig (4) ihren Dienst versagt, sogleich darin, dafs alsdann die beiden Puncte (6) 
•nf jener Asjmptote» in dar flberÄcb iwel xngeordnete Donbueefer saMHmenfidlen, m- 
■endlich weit fiegen» Wenn wir dfe Curre nun durch die neue Gleidnuig: 

v«-|-ilassO, (5) 
dmleüen, to erhalteo wir, indem wir geonetriidk deuten, einen neuen S«ti^ der det^eal- 
gen der vorigen Nummer auf gewisse Welte ^flnt, indeni er i|in da» wo dendbe seine 
Be&nlung Terliert, Tcrtiiu und erselit. 

Von den beiden Vtancien, wdche non doreb 'die Gieidwmgen: 

u = 0, ▼ = 0, (6) 

dergettdlt werden« i*t der erste ein beliebiger Pinict der bezflgjlidien Hjperbel; der zweite 
* aber liegt auf ilirer d>en beiddineten A^jnplote; es ist derjenige Panct, in wddiem dle- 
selbe von der Tangente im ersten Ftancte g^admilten wird, u und t haben also die Be- 
deutung solcher Segmente, die einerseits auf einer, durch den beliebigen- Punct gehenden 
und der Asymptote parallelen, geraden Linie, und andrerseits auf der AsTmptote seU»[^ 
zwischen den beiden Puncicn (6) und der jedesmaligen TanpeiUc liegen. Ndnacn wir 
insbesondere u =s so ist diese letztgenannte Tangente der Tangente im ersten der 
Fuucte (6) parallel. Es gibt die Gleichung (5) für diese Tangente u =: v = — A, wor- 
aus man sieht, dafs die Con«tantc K der doppelten Entferamg des Ponetet: t as 0, von 
dem Mittelpuncte der Hyperbel gleich ist. 

135. ^Vcnn in einer der beiden linearen Functionen u und v, welche überhaupt die 
Fora (Jkat+Bn-hQ beben, die Constante A-vetacbwindet, ao llbt aich dieeelbe nicbt 
mehr, wie wir in den vorigen beiden Nummern vorausgesetzt haben, auf die Form 
f(mHhan+b) bringen, und somit fallt denn auch die bisherige gcomclrisdie Deutung fort. 
Dum aber liegt der besllgliche der beiden Poncte (9) nadi beallanitcr Rlcbtang nnend» 
li(h weit. Unbeschadet der Allgemeinheit kOnnen wir annehmen, dafs die Ase: y =: 0, 
welche uns zur Yermilteluug der. Coordinaten- Bestimmung gedient hat, dieselbe lUchtung 
bebe; das konut alsdann darauf binans, n an die Stelle der einen der beiden Fnneliooen 

Q und V 7u setzen (.')3). 

Diejenige Curve zweiter Ciasse, welche bei dieser Voraussetzung etwa durch die 
Gleiclinng: 

«n-t-,(t = 0, (7) 
dargestellt wird, bat abo die Eigenschaft, daCt, nach gegebener Richtung, an dieselbe sieb 
nnr dno cinage Tkng^e legen Islirt, weil die iwdle nnendUdi weit liegt. IM« Owe 
lat also eine Parabel, nod der Puict: 

nsO, 

lieg^ naeb der Riditang ihrer Dordnneater unendUdi weit 

Wir wollen die characteristische Eigenschaft der Parabel, welche die vorstehende 
Gleicfaong (7) enthalt, naher ins Auge fassen. Zu diesem Ende können wir für den durch 
£e Gleichung (7) dargestellten Punct irgend einen Punct U auf dem Umfange der Para- 
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bei beliebig annehmeo, und dann in dietem Punct« die Tangente und durch denselben 
einen Durchmesser der Curre legen. Bezcfdmen wir fener diejenigen bddcn Poncte, 
welchen jene Tangeute und dieser Durchiuesser, bezüj;]icb, von irgend einer beweglichen 
Tangente der ParalMl g^schnäten werden, durch Q und P, eo iit, abgiceeben rom Vor- 
zeichen, 

»üiQPU UQ 

(olglich ist, nach der Gleichung (7), welche Lage die bewegliche Tangente auch haben 



UP 

Wir wollen, uin den vorstehenden Werth von ft bei einer beliebigen Lage der be- 
wegjttchen Tangente zu bestimmen, das Dreieck PUQ bclrachfon, welches von dem Durch- 
messer UP, der frstrn Tanur'iile T'O und der beliebigen 'rnriticnl«' P<,) f:rbildet wird, und 
dann ein zweites Dreieck t^UF Cüustrtiircu, das mit dem eben bezcicliuetcn Dreiecke die 
Seite UQ gemein hat and dieaedben' dmBÄ itt, in der Art (ibcrdiers, dafs die beiden 
Puncte P lind F nnf enti:econ^e<:r|/r(^r Seite von üQ liegen und die 'Winkel der btidcB 
Dreiecke in folgender Ordnung einander gleich sind: 

PUQsQUF, UPQssUQP, UQP = UFQ. 
Um ktt alidann: 



Dm Richtung der geraden Linien UF, und also auch die Lafft des Panetee F aof dersel- 
ben, ist Ton der Lage' der iieweglicben Tangente PQ gmB nnabhfiugi;:. Nocli mehr, der 
Punct F bchsit auch dann unverändert dieselbe Lage, wenn wir die feste Tangeute der 
durch die Gleichung (7) dargestellten Parabel Bit irgend einer andern vertauschen, was, 
nM^ der obigen Conslruction, mit »ich bringt, ndals, wenn man durch einsn bell^g 
genommenen Punct der Parnbcl einen Durchinrsscr und nnch dem Brennpnnrte eine pe- 
rade Linie zieht, diese beiden geraden Liuica einen \Yiukel bilden, der von der Taugeutc 
in'don bdicUg aBgenommenen Puncte halbirt wird." Um das eben Behauptete nacfasa* 
■(Teilen. kOnnrn ^vir für die feste Tangente der Parabel insbesondere diejenige nehmen, 
weiche auf den Durchmesser derselben seukrecht steht. Wenn diese alsdann von einer 
bettebigcn Tangente In irgend einen Puncte Q geschnitten wird, eo sind nach der <diig«n 

Bez« it Iiimni; die Winkel PUQ und QUF beide rechte, so dafs aI«o der Punct F auf der 
Axe der Parabel liegt, und auch der Winkel PQF ist ein rechter. Wir sehen hieraus 
nmSciiBt, «daCi, wenn wir in den Darehechnittspnneten der Tangente bn Sdieitel der Am 
einer fzrprbrnon P.irjihcl mit nndern beliebigen Tangenten derselben, auf diesen letztem 
bezüglich, Perpendikel errichten, diese Perpendikel alle durch den festen Punct F gp- 
betf." Und Aum ist es leicht xn xdgan, «lab, wenn wir irgend eine andere Tangente 
als die f<'l^(e bc(rH(1ilen, und mit ilir die cbcn als die feste betrachtete zusammenstellen, 
der ihr entsprechende Punct F mit dem eben bestiamten zusammenGlilt, und, um mich 
knn m lassen, kein anderer als der Brennpanet der Parabel ist Wir erhdten bier- 
nadi als geometrische Deutung der Gleichung (7) dte nachstehende Winkel -Relation. 

„Dasjenige Sebent UQ., das auf einer bdiebigen festen Tangente einer gegei>enen 
Parabel, zwischen dem Berühningspuncte U und dea Durdischnittspnncte Q mit irgend 
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einer zweiten Tangente der Parabel liegt, wird, rom Brenopuoctc F aas, unter einem 
'Winkcil geaehai, dar cleai|enigai Wibfccl fljMtA tut, dm die bddcB Tangcntan aiit «ioink 

der bilden." 

Betrachten irir nach einander jede der beiden Tangenten aU die feste, so folgt uo- 
nhldbMr: 

„^Vcnn man, vom "Rrennpmirto der Parabel Mi^ Mch zwei beliebif^en Punctcn U und 
V auf dem Umfange derselben zwei gerade Linien imd eine dritte gerade Linie nach tlem- 
fcnigett PoBcte rieht, in wekben die beiden TanfeBten in den bdden Foncten IT and V 
uch schneiden, so wird der von den beiden zuerst gezogenen geraden linienp am Brem* 
puncto gebildete Winkel von der dritten geraden Linie balbirt." ' 

Steilen frir mit der festen Tangente irgend iwel andere nttunncn, ao gibt der ente 
Sets den folgenden: 

nDcr Wiuliel, unter welchem dasjenige Segpncnt, das auf einer festen Tangente der 
Puebel von irgand nrei «ndein Tkngentea deneiben intcrceptirt wird, von Brennpnnrte 
Mu gesehen ifird, IM dem Dorriwlmilte- Winkel der beiden let? tgwunnten • Tmgmn 

Denselben Salz können wir auch in folgende Aassage einkleiden: 

„Wenn man um das von irgend drei Tangenten einer gegebenen Parabel gebildete 

Dceiedl einen Kreis l>eai^reibt; «o geht dieser Kreis ing|cidi .durch den Brenopnoct der 

Paraber." 

Durch vier Tangenten einer Parabel werden vier verschiedene Dreiecke und durch 
diese vier verschiedene Knise bcstimiuf , vTrlrlie alle vier durfh dm Brennpunct der Pa- 
rabel geben. Iis ist aber eine l'arabcl durch die vier ihrer Tangeuten auf lineare Weise 
bestimmt; weil von den ftinf Tangenten, wdehc zur linearen Bestimmung eines Kegel- 
schnittes überhaupt erforderlich sind, die eine, s(d)ald ^vir <lir Fordeninir machen, dafs der- 
seU>e eine Parabel sein soll, als eine unendlich weit entfernte, immer schon als gegeben 
n betrachten ist. Wir erhalten also, wenn vier giemde tUm mAen dnd, den Itoflui^ 
punct derjenigen Parabel, welche diese vier geraden Linien beriAit, als den g^nelniaMn 
Durclischnitt von vier verschiedenen Kreisen. 

Da in Jedem, einem Kreise eingeedviebenen, Vierecke die Sonne swder gegenOber- 
Begendcn Winkel nvsi Rechte belrtgl» so gbl der letzte Sals ananltelbar den nächste, 
iienden:^ 

„Wenn von xwei festen Tangenten dne bdiebige dritte Tangente einer gegebenen . 

Parabel geschnitten wini, .so wird das auf dieser von jenen intcrceplirle Sejimenf, vom 
Brennpuncte aus, unter einem Winkel gesehen, d^ den Durchschnitts- Winkel der bei« 
den festen Tangenten in xfrei Rechten eigibiit.'' 

Wenn man vom Brennpuncte aus unter demselben Winkel nach irgend zwei Tm" 
genten der Parabel nrei gerade Linien xidktt so schlielMn diese beiden geraden Unien 
«ffindbar dnm aolclien Unnkil ebi, der d^ von den beiden Tangenten gebildeten gleich - 
M. Heran achOefirt sich nach dem Vorstehenden die neue Fdgerang an: 

. „Wenn man, rom Brennpnncte einer gegebenen Parabel aus, unter gegebenem con- 
staoten Winkel naeh beliebigen Tangenten deneiben gerade Linien zieiit, so ist der ge<>> 
metrische Ort für die Fufspuncte aller dieser geraden Linien eine neue Tangente der Plih 
rabel, und zwar dirimige, wdche die Dnrchmesser d« Parabel nnler dem gegebenen oob> 
Btanten Winkel scliucidet." 

Wenn also vier gande LUan atad, «od wir den BnoMpiinei deijeniBHi VK' • 
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ndbd, welche diese geraden Linien beriilirt, beiliaBal-liabeD, M kOamn ifir tob ikum 
Plinel« am, onter eineoi beliebig angenommenen ITniik«!, vier gerade Lintan mnA im 
vier, gegebenen ziehen, und dann liegen die Fubponcte der «o getogeocn vier gera- 
den IJnicn alle vier auf einer neuen Tangente der Parabel. Nehmen wir insbesondere 
flir den beliebigen Winkel einen rechten, so erhalten wir auf diese Weise die Tangente 
im Scbeitcl Jrr Ave, und also diese Axt $elb!;t, >rcnn wir auf diesc Tallgente, TOB BreOM- 
puDctc auä, ein I'erpeudikel fällen. Und so >veilor. 

136. Wenn wir, «uf gleiche Weise, n^ic in der Gldcbnig (4), nan mdl In dsr 
Gleichun:: (5 ), iiix] zwar nach dnaadcr, jede der Coordinaten t ood a mit n ▼ertaoscbco, 
so erhalten wir einmal: 

n*+iM SS 0 : 

eine Gleichung, wclck« wiedflnp^ wie die GUichong (7), dae Parabd darstellt Das an> 
düre-Mal kommt 

*>-|-ila-sO: 

die Gleidmog einer Ajperibd, weldie den Ponot ▼ ea 0 mm BIkleIpnncte htt, Ee Im* 

deaten UeilieL r und ^ iB^cidgen beiden Segpente, welche dnrdi dBe boll^lcbe. T«np 

gente von den beiden Asymptoten der Hyperbi ! ,-ibi;r=r!iniHrn ^vrrd^n. Unmittelbar sagt 
also die letzte Gleichung aus, dafa das Product solcher zwei Segmente constant ist; woran 
lUk denn ferner bekannte Remltat« anknflpfen (112). 

137. AVir Avollcn auch noch in einige Andeutungen über die Parlicularisining der 
Form der Gleichung (3) eingehen. Selzen wir t constant, wie in der 133. Mimuner, so 
Hegt dar eine der drei xogfoidneten Pole nadi der gegÄenen Bicblnng nnendli^ weil, 
and die beiden andems 

' p»0, qsO, (8) 

liegcti auf demjenigen DovAaieaaer dei bexUgBdien Kegdsdinittea, deaten xngeordnalar 

Acu diese Richtung haL IKe beiden Puncte (8) können wir auf uncndlichmali^c WeiM 
io auf demselben Dordimner «imehmeiit dab die Conre immer durch eine Gleichung Ton 
der Form: 

p' + Aq«+^=0, (») 

an deren Stelle wir auch die folgende setzen kOoncn: 

MY N'q' = »PN« , ( 10 ) 

daigesteHt wird. Mchinen wir also auf einem Durchm esaer einee Kegelaehiüttca irgend 

einen Puncf: p = 0, beliebig an, so ist die Pol.irp dieses Ptmcles dem ziif^cordnefcn 
Durchmesser parallel und schneidet den erstgenannten Durchmesser in einem I'unctc: q = 0, 
deasen Pokra dem logeordncien l>archaciler dbenfidla peraild iiC nnd gegenadtig doreh 
den Punct: p = 0, gehl. Hiernach kflnncn wir p und q in der Bedeutung derjenigen 
Seginenle nduien, welche auf den beiden, durch solche zwei Puncte gehenden. Polaren 
dimli de bertf^en Tangenten der Cttrre (10) abgesebnilten werden. Ee folgt Ueraoi; 

dafs in der letzten Gleielninf; M und N diejrnicrn Segmente beiciclinen, w-clchc von den 
durch jeden der -beiden Puncte (ö^ gehenden Taogeutcu der Curre, auf der durch den 
Jedcamaligen andern Pnnet gebenden Polaren, abgesdudtten werden, and alio, indem wir 

diese Polaren von der Curvc bcf,T;invt bc(r;iclili n , den TMIfleu derselben bczQglirh gleich 
sind. M und N sind nur dann beide reell, wenn die Curve eine Hyperbel ist und der 
SnduDcaier, auf wekbcm die beiden Poncte (8) liegen, ibr nidit begegnet IMe Tmm 
der lettten Gleidimg aagl ans» «dab, wma man Ton k^md etaem Pnntte cbier der bd- 

den 
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den Polaren, xwci Tangcoten an die Curre le^t, von diesen auf die andern Polar« eio 
•olches Segment iaterceplirt wird, denen BDH« in den zalelzt genannten Därdunctter fliRt.** . 

Die unendlich vielen Punctcn- Paare desselben üarclimeEgerB , die >Tir, nach einander, 
alle durch die beiden Gleicbongen (8) dantellen fcOonco, bilden eine Involation, deren 
BDUelpnet der BOttelpanct der Cnrre ist Nach der 09. Nummer eibaltcB vrir» faidem 
wir p und q in der bisherigen Bedeutung überall beibehalten, and one n«di «inander 
die veisdiiedenien Poncten-Paarc (8) beziehen, die Gleichung: 

p»«M';i; + q'»m';f-|-/* = 0. ' (11) 

■1 welcher x einen conslanten, redien oder imaginlren, WInliel bedeutet. Wenn wir in> 
ent p und dann q gleich Kall aelieo» so kommt: 

und hienma aieb die metrische Relation: 

„Die Quadrat -Summe der reriproVcn Längen der beiden, durch irgend zwei Ptinrlc (H), 
die auf einem beliebigen Durchmesser eines gegebenen Kegelschnittes liegen, gehenden, 
und dem «ogebrdneten DardUnesser paralldeii, Chorden ist conttaDt* 

Wenn N = <:v , ist fs SS IP. Abdam aber bodeotet M die haObe Ltog^ dee wagfi- 
ordneten Durchmessers. 

138. bi dem niem angedtaateten l^e veriiert die Form der Gleichung (11) ihre 
Bedeutung. Alsdann liegen, von den drei zugeordneten Polen, zwei, und z>rar nach der 
Richtung zweier sageordneten Darchmcsser, unendlich weit, und der dritte denelbcn ist 
dar Mittdpnncf der Oorr«, FObren wir altdann ki denelbcn Bedentun^ als in der 135. 

Nmnmer, n statt q ein, und schreiben alsdann [u3 und [v] an die Stelle von und 

so geht die tileichung (9) in die folgende Ober: 

i+A£v]»+^[u]» = 0. : . 

die wir auch anf die n achstehe n de Form bringen können: 

F'[hP+G»[v]» = F'G». 
Ea bedeuten [u] und [▼] die redproken Werthe derjenigen Segmente, welche, auf zwei 

zufseordncten I)urchmes$ern der Curvc. von der bezGglicbcu Taujicnfc derselben abgeschnit- 
ten werden, und F und G die reciprokeo Werthe der halbeü Längen der beiden zuge- 
ordneten Dnrcbmener. 

'\Xir können bicniach Alles, ^Tn= auf zugeordnete Btirchraesser Heiiip hat (115 — 121), 
mit derselben Leichtigkeit an die Betrachtung von Liniu^Coo^dinalen knüpfen, als an 
die' Belracblang von Punct-Coordfaiaten. iMe Ponct«, dfiAdi anf ebier OMiidlich weit 
entfernten geraden Linie zu Paaren einer Ituolviliou znsanmenoitdnen, werden darcb dlo 
Richtungen rugcordocter Durchinesser bestimmt (61). 

139. Wir woUen uns nochnab ntr Gldebnng: 

MV-f-NV = ]\PN% (10) 
zurtickwenden, den Abstand der beiden Poocte (8) von einander durch D bezeichnen, 
und flberdiefs die beeondere Voraussetzung macben, dafs die Segmente p und q alif sot- 
rhen zviv'i durch diese beiden Punctc gehenden geraden Linien lirpcn, welche auf der, 
dieselben verbindenden, geraden Linie senkrecht stehen. Die letztgenannte gerade Linie 
ist alsdann eine Aze der Conre, und nennen wir denjenigen Winkel, welchen eine belle- 

15 
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bige TsDgeote denelben mit dieser Axe bildet, ^, so ist, iadein wir p und q auf diese 
It 



S«tMp wir q gUidi Noll, n iriid p iss dbN and «• koauatj 

W«m fattlwopdere N» = — D* wonach die Glwchnag (10) in die nadistebende flbeifelit: 

M»p'— D^i« SS — IFD", (W) 

so ist für jede, durch dco Punct: 

q = 0, 

gehende, Tangente der Canre, tmg^ ss ±K — 1, und dieser Panel also ein Brennpiinet 
der Curve, (12B). Nimmt man p = q. so crhult man eine reelle oder imaginäre Tan- 
gente der Curvc, je nachdem RP<;D' oder M'^'D'; offenbar ist in dem ersten Falle die 
Curve eine Ellipse und in dem xwcitai eine H^pcriML In dem Uebergangs- Falle, dab 
M' = J)', liegt die fraj;lichc Tangente der Curre unendlich weit. Diese Cunre Ist al^ 
daiiQ eine Parabel und ihre Gleidung (12) particoUrisirt sich auf fulgcude Wöm: 

f^— q" — -»•. (13) 

IJO. Der Rniiih verbietet in irgend eine weitere Discussion der Gleichung (12) ein- 
zugehen. Im zweiten Baude meiner „Entwicklungen" habe ich die Gleichung der Kegel- 
tcWlte ODter dner ftndem Form, In der ein Brcnnpaitf «bflnblb In Evident tritt, ans- 

fÜhrlich discutirt. Wenn ^vir neiulirh von ir;;cn(l 7.^vei aufeinander senkrechten Axen be* 
Kebig anagehen und ^uj und [vj in derselben Bedeutung als in der 138. Nnnuaer nah- 
nMS, M kOnnea irir, liink NbickliGbe paidldn VvidrifllMig der beide« Azen, dto d^n- 
' Glcidinns dci nrdicn Gtades zwiKhen [»] ""^ H innner auf die fo]g«nde Fonn 



([u] - uy + ([vj - V;' = k*. ( 14 ) 

Der DurcbschnitlqpaMSt der beiden Ann lat aiidann«bi Braupnoct der bollglidien Omw, 
fOr dessen Polare man 

Ca] = u', [v] = V 

bat. k ist, der Benennnngswcisc der alten Gcomctcr gemSCs, gleich dem Tcdproken 
Wertbc dcR l\irnmc(ers. das heüat deijenigeo baUteo Chorde der Cnm^ die auf ihrer Au 
im Brenapuuclc senkrecht steht. 

141. Wir können in der Gleicbung der Ettipen vnd Hjperbcl aocb beide Brcnn- 
pnncte zugleich zur^Kvidcuz bringen. Inden ivir zn diesen Ende^ atalt derGleichnng 
(9), zuvttrdent die folgende ^hmen: 

*p*+2apq^2q>4-f» — 0, (15) 

p=sO, q = tt, (16) 

die GldfAongen irgend «freier Pnnete ciaea Dnc h n ee eere der bezOgUehen Cnnre^ md «Be- 

8Cr Durchmesser ist insbesondere die Axe derselben, \venii ^vir i\n\ vrriiiul< rliehcn Gril- 
Iseo p und q dieselbe Bedeutung lassen, die wir ihnen in der 169. Plummer beigelegt ha- 
bea. Nemen wir den halben Abitand'dcr beidcB Fmele (16) ^00 dnanderB, and den» 
jenigen Winkel, welcher eine l^ngianla der Cnrve Oberhaupt mit ihrer Axe bildet, wie 
früher, |, so ist für diejenigen beideo T^ippt*" Mi«KoMiinUr>j weldM durch die beiden 
Pnnete (16) gehen, bezägUcb: ' • 
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and wir «bilttii b«id« Maler Im^I ±V— 1, -wenn ngleieli: 

// = iE\ ). = 1. 

Wenn aUo die beiden Ponctc (16) iosbesooclai; die- beiden Breiwpuoctc der Corresind, 
io könnt filr die Gleldiong dieser CSorre: 

p»4-2sqHl+q»+4E» = 0, 
oder ancb» da » einen nnbeatiannten Cocrficicuten bedeutet: 

(p— q)'-»-2xpq+4E» = 0. (17) 
Wenn vrir, um die lulbe twelte Am der Curvc, welche durch dieoe l«Me GUtteng daiw 
gestellt wird, za beslomiMl, q s p = B geizen , so kommt: 

xB»H-4E» = 0. . 
Je nachdem X positiv oder negaliv iat, ist alao die Gnrre entweder eine Hyperbel oder 
eine Ellipse. Fohrcn >vir stntt der Cnnstanten x, als neue GOMbHlte, B ein, lo geht die 
Gleichung (17) in die nachülchcnde über: 

B«(p-q)»-dE«(pq-B«) as 0. (l§> 
Sa abeAaopl flbr irgend eine bdlebige gende Linie 

———-^ 33 eae-s, 

an kamen wir der letzten defchnng endlirh auch nodi die folgoide Fotm gdien: 

pqeor'l = B*, 

oder aocb, Inden wlr;pear| s P-nnd qfoe| ss Q setzen, die naehstdiende; 

l>.0 = IP. (19) 
Biese Gleichung sagt aus, ^dais das Product dofienigcn beiden Perpendikel, welche von 
den beiden Brennponeten ehier ^efgAeam. EIKpae oder Hyperbel aof irg^d eine bdleUg^ 
Tangente deradben gefUlt werden, conatant and dem Qnadnte der kalben xweilcn Aie 
der Cure ^eick isl." 

Ohne in irgend dn Deldl hier eingehen nt kOnnen, nofs Ich mich aof die Bemer- 
kong bcflchrSuken, dafs alle liekanntcn F.i^ciiscballaidnea Kegelürluiillc<!, bei welchen seine 
Brennpunctc beide zugleich in Betracht kommen, und nainenilich alle hierher {;ehörigen 
Winkel- Beziehungen, sich olmc Mühe aus der Gleirlmng (18). oder auch aus der Glei 
cbung (19), hericilcn lassen. — 

142. Woun wir auf die bishcri^rn Ei)hvicklunf;en diiv-;! « Absc liiiillos unsere Illicko 
inrfickwerfen , so tritt uns vor Allem eine gewichtige Beuu rkung enigegeu: dafs ncinlich 
die veradiiedcncn Eigenscbaften der €!nrven zweiler Ordnung und Ciasse alle unter ein« 
aiidor in einer viel innigem Vorbiiulnnj «tplirn, als man g<MTflhn!ich anxnnrh- 
oehineu gcueigt ist, und daü» dictelbeu im Grande anders nidits sind, als Tcrschiedcne, bei 
onsefcr DarsUfflonfj^cise, dnreh die Tersckiedencn Coordinaten-Beslimnangea venBilldte^ 
Aussagen einer und dorsolbrn ch.TiacIcriMisi Inn: Ki;;riH[ Imft. Zu iiliiilirlien Resultaten würde 
uns auch die BelracUtuog der Colliaeatioos- Verwaudlschaft und der ßeciprocität führen, 
wenn wir derselben ihre vollstlndige Entwieklang gdben. Aber ick glaube der vorsteken- 
den Darsli lliinf; TiirM mit Unrecht den Vorzug einpraumt zu'kaben, und zwar, auch wenn 
wir von der ronn der Darstellung abseben, und Ober das vorliegende Feld der Uute»> 
sadiang nicht kinanabBAen, noA aus dnen doppdten -Gründe; erstlick weil wir an 
jede besondere GoordinaIen->Bestiinmang, 'welcher eine besondere Eigenschaft cntspridil; 
nomittelbar nnmeriaeke £nt»icklnngen anknttpfen, nnd jede, dem jedesmaligen 

16» 
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speciellen Falle angeinesscD, wählen künneu, nud zweitens weil die Anwendung der 
aaf Collbeation und Rcdprodfft sich gründflndcB Ücbertragongs-Piiodpe ail rieh brfiigl^ 
dafs wir noihwendig, indem wir von coordinirt« n FSIIm ywilMII eiOA AutuUbBOOg 
beo, WiilkUbrlicbeft in die MeChode einmiscbeD. 

143. Ich will diceen Pwagr^lieii mit einigoa dtiiMiMirtiBM Belnditiiiigen beadilie- 
fscn, bei welcbeo ich Moi^ die Aluidit halM, die Natur unaeier Bleiliode ori^diit doul^ 
lieh hervortreteD.ra lataea. 

Der leichtem Ueberdditliciikek InIber, bemerke idi Ton tohm berein, data wir, in 
den folgenden Numrocm, durch die kleinen lateinischen Buchstaben p, q, g u. s. w. tibcrall 
liiirnre und ganze Functionen (gewölinlichcr Parallel -Coordinaten etwa) von der allge- 
uiciueu Form (Aj + Bx+C), und durch die bezüglichen Bachttaben des gro&en Alpha- 
bets P, Q, G u. 8. w. die jenen Functionou entsprechenden geraden Linien be^etdUMB 
wollen. Den griecfaischeD Buehstabea geben wir, wi« bitber, die Bedeatnng onbeaiininUer 
Coeflicienten. . , 

Dadurch, daft ein Kegetsdnitt in Allgemeinen tod einer geraden Linie in zwei Pudo- . 
ten geschuittcn wird, und die Tmiscnte in einem dieser DnrchschnittsptHicfc also auch der 
Cunre in keinem andern Puncte mehr begegnen kann, wird bedingt, dais die Gicichung 
jedes gegebenen Kegdednütee unter der nachstehenden Form: 

pq4-g' = 0, 

gesdu-iebco werden kann (123). Und zwar künueu wir , denselben Kegelschnitt nach ein- 
ander dar«ji onendlldi Tiele Gleidmugen von deredben* Fona darstellen; je zwd Tangen- 
Icn desi^elben, die wir willkfihrlich annehmen können, cnlsprirlit eine fDlrlic Gleirlmng. 
Aber die ersten Tbeile aller dieser Gleichungen sind, weil sie eine und dieselbe Cnrre 
dantelleo, idenliBeh dieselben, oder werden es wenigstens dordi RiniaBlgnDg eines imbe- 
stimmtcn Coeffidenlcn, sobald wir dieselben uns so entwickelt denken, dafs sie alle bloCs 
die beiden ursprünglichen Coordinaten y und x oder dieselben beiden linearen Functionen . 
dieser Coordinaten enthalten. Stellen wir also einen gegebenen Kegdadbaitt na^ eüun- 
der durch )ede der folgenden beiden Gleicbungen dar: 

pq-|.g«ssO« n-i-k'ssO, , (1) 

so ist: 

pi|-l-g*si<+k*.*) • 

nnd bierane ergibt sich: 

pq-rs == k'-g' = (k + g)(k-g).' (2) ' 

Die geraden Unien P und Q, R und S bestimmen irgend ein Viereck, diw dem ge* 

gebenen Ke);e1srlinilte nmschriebrn ist; die Derührnngspuncte auf dcu bei<len erstgenann- 
ten Seiten desselben liegen auf der Linie G, die BerQbningspuncte auf den beidun letzt- 
genannten auf der tinie K. Die b^en G M d i n u gwi : 



*) Irli n:;(< mit RQcIxiclit äinaf, i*h die fiaearcn Fonelionen drei CopsIidIc eallMiten, kciiNB Mhssltam> 

ttu (Jurlik'ieDten hiiuu, and nclitnc die Glricbong d«« Trzta« still d«r naelntelieadea: 

j>q-»-6' = /.(r.-*-k'). 

Da dies« GIridiang eine idrnlisrke i«t, lo muCt «ie für jrdrn lirlirbigrn Wrrüi jeder der beiden 
mlaifrllflirn Gräben, von welchen die Terscliifdenen Fanctionrn aMiüngrii, befriedigt werden. Geben 
wir dhsta beidaa Grtban iaibtsoadei« diejanigca Wcriha, durch welche etwa f nad r %ide aq{kich 
ftndnriafai, s» MJmI dkssc Twwssrt i^ ^ifX "^mmÜm '■Sm mMrillif'^ 
redtüertigt 

* . 

« 
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k+g — 0, k— gssO, 

•teilen, was ihre Tonn zdgt; aolehe »wei gttnde lioien 'dar, weleha beide darcfa den 

Durchschnitt von K und G gehen und mit (fieten Linien vier Harmonicalcn bilden. Die 
GleichuDg (2) zeigt, dafs dieselben beiden geraden Linien die Diagonalen desjenigen Vier- 
ecks sind, das zu »einen beiden Paaren gcgcnübcrUcgender Seiten die geraden Linien P nad 
Q, R und S hat Wir gdangen Uemach zu dem schon von Newton gefundenen Satt«: 

„Wenn man um oinrn goEobcncn Kegelschnitt irgend ein Virn^rk bcsrlirrilit , so 
schneiden sich die beiden Diagonalen desselben und diejenigen beiden geraden Linien, 
welebe die BcrOArungspuncte auf den gegenüberliegenden Seileu verbiadcOr, alle vier» in 
einem und demselben Puncte, und bilden überdiefs vier Ilamnonicalen." 

144. StcQen \Tir einen gegebenen/ Kcgelscbuilt, nach einander, durch jede der nach- 
atdieiideii drei Gteidmogeo dar:. • .' 

pq-f-g» = 0, ■ qr-|-h» = 0, rp-f-k' = 0, 

SO sind die geraden Linien P, Q und R die Seiten irgend eines dem Kegelschnitte um- 
tcliriebeiien Dreiedts, wad die B«r^p«DgapaiM!le auf Je xmiieii dendben «nndn 4mA 
die drcf (:craden Linien G. H «nd K TeriMnden. haaatm ,TtißtJjii0ää «i« in 4m- 



vorigen ISummer, 

# Pq+g' = qr-4-h* s ip+k«- 



uaA feolgiende drei identische Gleichungen sidi: 

■ . (p-r)q= (h + g)(h-g), . . 
(r — q)p = (g-4-k)(g — k), 
(q — p)r ~ (k + h)(k-b). 
Da jeder der beiden Theilc der drei Toratebeodat Gleiehpiigieii, gleich Noll gesetzt, dia- 
telben beiden geraden Linien darsleltt, ao ist khr, dafs die Crleicbinigen: 

p— r = 0, r — q = 0, .j — p = 0, 

diejenigen drei geraden LJnien darstellen, welche von den Winkclininctcn des nmschrie- 
beneir Dreiecks nach den BcrUhrungspuncten auf den gcgentibcriiegendcn Seiten gezogen 
.werden können. Da eine dieser Gleichungen eine algebraische Folge aus den beiden übri- 
gen ist, so folgt, „dafs in jedem einem gegebenen Kegelschnillc umsdirii bencn I)riic<ke 
diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkdpuncte desselben mit den JBurUbrungs- 
pnncten auf den geganObetliegsnden Seiten Tsiblpulcnb In liBiinnd dunnalbaii ffiiiiilä ifcfi 
achneiden." (6.5) , . " .r.^; 

üach den drei vorstehenden identischen Gleichungen kOnneu viir dieselben dfÜ--^ 
nden L&ilen, bei ücMiclilicher WM der Vonteidien, auch dnrch fi^eadja iiA'.^3UÜüah 
fjOi danteilen: 

BBt IMwilfilfr daiaiif^ dab eineraeHa die ▼otadchcn'dei* db<el VanelltlMn g, b und k '«a- 

bcstimmt bleiben, andrerseits aber die fraglichen drei geraden Linien durch denselben Punct 
g<|beny können wir insbesondere in den ietztcn Gleichungen die untern Vorzeichen neh* 
«jar AJadaün Mellen dieselben CUdcbodigen'ailt <fin obtiltt Zeichen: • 

h-+-g = 0, g-f-k == 0, k + h = 0 

JlinJ^lirei Dreiecks -Seiten Q, P und R dar. Aus der Form dieser GUicbunnen ergibt sich 
^^^ate, „dafs in -jededi ^ova gegd>enen Kegebdilütle noMchiieben'en Dnfecke jede der 
d&ei Seiten von derjenigen geraden Linie, welche die Bertihmngspuncle anf den jedeama- 
l^ea beide« übrigen verbfudet, so ^jM^m^. vird« dafs ^« 4lT«i DorchachniUspunete in 
g«rad«ito ^ Jf. : 
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Die auf diese Weise bestimmte gerade Linie ist Dach der iu der 14. ^iuIIlme^ eiuge- 
Akrtcn BeBcanaog die Pohre im Am bailiiBMtflii Ponetes inBoldHiog iof «Im irimim 
drei Berührangs Cliordca ^eUMete, odar wmA, WM daiMlbe bflifrt, k BokhoBg «if im 
lUBsckriebeoe Dreieck. 

145> SteUcir wir «in«ii gegebenen Kegeladmilt, nidi damder, durch fade GlaichoDg 
dar fDlgBadfO Reibe dar: 

pq+g« s 0, qr+b» =s 0, ra+k' = 0, tl-*-l' = 0, tp+m» = 0, 
M ergibt mA umnittetbar, wano wb da* Pkodaet der cralcn und daa PMducI dar iwaitaB 
Theil« diaaar Glciahnnsen büdcD and dann die Quadrat-'Wnnal anniehnr 

pqnt aa :£:ghkbn. ■ (1) 
Da wir dieses Resultat auf beliebig viele Gleichongen aoidatmen kfinnen, so erbaten wir 
aogleich aHgcmcin die folgende metriicbc Relation: 

„Wenn innii io und um einen gegebenen Kcgclschnilt irficncl zwei Polygone so 
Bclircibl, dats die Wiukelpunclc des einen die llerühruu$;spuuctc auf den Seilen des an- 
dan aind, ao atcM f&r )eden beliebigen Punct asf dem Umfange des gegebenen KegaU 
Schnittes, das Product der Abstände dieses Punclfs von alirn Seiten des einen Polygons 
ZU dem Productc der Abstände desscllxn Punctcs von alleu Seiten dos andern Polygons 
in einen cwufanlen Yerblllniaae. Und ebenao steht aueh, fOr irgend eine bcUdiige Tan- 
gente dos gegebenen Kegclschniltcs, das Product der ;iuf diese Tangente von allen Win- 
kelpnncteu des einen Polygons zu dem Productc der auf diese Tangeute von allen Win- 
kdponcten diw andern Mlygona gei)lUten Perpendikel in einem conalanten VarMtdisae.* 

Der z^vcile Thcil dieses Snlzes ert;ib( nich naeh dem Prinripe der Rcriproriiril , oder 
auch, wenn wir den oben gebrauchten Functionen die Bedeutung von Linien -Coordinateo 
geben (45). 

146. Wenn P timl O, 1\ und S die gegrnfiberliegeuden Seiten irgend eines in einen 
^agdiencn Kc|;elacbnitt cingGscbriebeoen Vierecks sind, so können wir diesen durch fol- 
gende GlddMmg danlallen: 

pq = (1) 

Au diese Form, welche, wann wir ahiea dar beiden Paare gegenaberliegender Seiten des 
eingeschriebenen Vieredu Maanmenfidlen laaaen, in die den lebtan BiaeuBaionen nt Grunde 
liegende Form übergebt, will ich, beispielsweise, hier blob den Beweis eines Satzes knü- 
pfen, der, wo cio« neue Bebandinngcwciae der Geomdrie berrortritt, nicht unbawieacn blei- 
ben darf. 

Sie GlddMing (1) wird bebiadigt, einmal wenn tiir 

P s r, ' vnd wg l e ich q s a; (S) 

das andere Mal, wenn wir • 

p =r 8, *) und zugleich q s r, (3) 
setzen Ks schneiden sich also die beiden geraden Linien (2), so vric nuih die beiden 
geraden Linien (d) auf dem gegebenen Kegelschnitte. Neuneu wir jene beiden geraden 
Linien L nnd»M, diese beiden N und O» ao iat araicbllidi, dalii P and Q, L and O, M 
and -N die drei Paare gegenaberliegaidar Seilen einaa den Kegpbcbnille eingaadHiabcnen 



* ) Uci äer «liji^crarinrn Form m!l drei ConiUntrD, welche «vir hirr drn liararen FoocUMni OBtnliga, kth^ 
Dfo vrir dtT uiiUcslimmlrn (^iifririMilca «illielirM, and durch die Glridwng p ^ r Imner mdl )a4a 
iMÜiliigc gerade Uafe, wikke dmch 4m PswfcsttgHt vaa P bmI R, oad iatA die SrichoM b ■> • 
He htÜMgi gm4e iMu, wildw iaich 4m Daninchrill wa P aa4 8 gdtt, «aa-4«pslelk 4hIm. 
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Sechsecks sind. Wcun «ir dii* rrsic der boidon Gleichungen (2) von dor zweiten der 
beiden Glcicfaungcn (3), und duiu die erste der beiden Gleichungen (3) von der zwei- 
tm der htUm Glddungeii (9) abiidMii, w komt beide Male« 

•I = P- 

Wir sehen Ucraus, „dals, wenn man in einem gegebenen Kegelschnitt irgend ein 
SMteedi beicitcibt, die gegenllberiiegeiiden Seilm detselben rieb paerweiM in eoleben 

drei Puncten schneiden, die in jieradcr Linie liegen." (Pascal.) 

Hieraas folgt also aacb, nach dem PhDctpo der Reciprocilät, „dafa, wenn man um 
einen gegebenen Kegeladiaitt irgend dit Seebsecik beadrdbt, die drei Diadonaien deeee 
Sechsecks in einem und demselben Punclc sich schneiden." (Rrinnrlmn.) 

147. leb bebe scfaoo an etaem andern Orte die aügemeine aoal/tisdie Tangenten» 
Tbeoiia ab die .nnnittelbaffe geonetriacii« Inlerpretation dea bekannten Theoreme Aber 
die boinof enen Functionen dafgcsicllt. Wenn nenUch 

Ä = 0 (I) 
irgend eine iioaiogene GlddiuDg des m Gradei VHkdun belfcli^; Häm linearen Fnnctin- 
nen ^ r, S.. ist, so hat mau nach dem genannten Theorem: 

An All An ^ „ 

^♦p+dq 'i+dr '"*- dr "'^"^"^- : 

Wir wollen nun die partiellen Difrerenlial-Coefficiailen auf irgend einen gegebenen Panet 
deijeni^^en Curre, welche in der VoratissefTun!:, dafs die iinenren Functionen Pnnct-Coor- 
dinaten bedeateo, durch die Gleichung (1) dargestellt wird, bczieheu, diese Dilfcrential-CIoef- 
fieiealcn abaann nr DnierMMdnng naäkfaHomni» nad denundi folgende ddehug biUn: 

Diese Gleichung ist die Gleichung der Taugeutc an die gegebene Curvc iu dem gcgebe- 
nn Pwicic. Denn diese Gleichung ist vom ersten Grade nnd stellt also eine gerade. 
Linie dar. Diese gerade Linie pelif diirrli den tjegebencn Puncl; denn, ^ein» diesen 
Punctc die besondcm Functionen - Wertbc p', q', r', s' . . entsprechen, so befriedigen 
dtose, wett der Ponct auf der Cnrre Begt, die Gleichung (1), nnd fialglicb, der iden- 
tischen Gleichung (2) zufolge, auch die Gleichung (3). Wenn wir einerseits niif der 
durch die Gleichung (1) gegebenen Curvc, andrerseits auf der geraden Linie (3), von 
dem gegebenen, beiden geeieinsdiiaftlichen, Puncto aus, xn ebem coosecotiTen Puncte libei^ 
geihn, und, dem cnfsprcchcnd. einerseits die Gleichung (1), andrerseits die Gleichung (8} 
diffcrcnlürcn, und nach der Differentiation für p, q, r, s.. ihre bcsondern Werthe p', q*, 
i', s' . . einteilen, so ergibt sieh flbereingtimmend bdde Male: 



JdsH-.. =5.0. 



Es ist also die gerade Linie (3) die Tangente der Curvc (1) in dem gesehenen Puncte. 

Wenu die linearen Functionen statt Punct-Coordinatcn Linien- Coordiiiaten bedcu- 
Mtt, SO Stellt die deidrang (3) den BcrlOrungsiiunct auf einer gegebenen Tangente der 
Gnm (1) dar. 

Die UdMttagpng der allgemeinen Form der Gleichung (3) auf jeden vorliegenden 
Fan bietet donAana keine Schwierigkeit dar. Wem, 

p»-|-Äq«+^ttf = 0, 

die g^ebene Gleicbong ist, so ist: 
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^ = *. ^ = f=.v. 

wonadi die Glridmig (8) in die nndistdiendo i'ibrrgi'Iit: 

p'p+Aq'q-l-^'r = 0. 

Dieadbe Taogenten -Theorie findet anch dann nodi ihre Anwendung, wenn die Cnrre 
durch eine nicht homogene Gleichung gegeben ist. 'Wir kDnncn eine solche Gleichnog 
durch Einfiahnmg einer neuen Function homogen machen, dann wie oben verfahren und 
in der anf diese Wdse deh ergdbendcn Gleidiung (3), atalC der oea eingeführten Func- 
tion , viiedcruin Eins schreiben. 

Ich kann in keine Anwendung der vorstehenden Tangenten -llestiinmung eingehet^ und 
mui« auch die Theorie sich osculircnder Kegelschnitte hier unberührt lassen. 

148. Di« Beilinunung eines Kcgolschnitlea blngjt Ton fünf Constaiiten, die Bestim- 
mung eines Systeines zMcicr Kegekchnitte aho von sehn ConrtanteB ab. Die nachste- 
henden beiden Glcichungcu: 

I>'-»-AV4-/*'r'= 0, 

cuthallcD zusammcQ die Anzahl vuu zehn Constanten, von denen ^Ireiuial zwei auf die drei 
iinaaren Functionen p, «i und r, wdiAe gleidmlfsig in beiden GMcbungcn sich ▼erfin- 
den, kommen. "Wir könnrn .iIko, im Allf^cincincn, jf r^rc'i Krpcl.srliniltr diirrli das 
Sjiten der vorstehenden beiden Gleichaogen ausdrücken, oder, was dasselbe heifst (125), 
„wenn irgend cwei KcgeisdHiitte gegeben sind,- so g^ es, im Allgemeinen, drei sdc^M 
gerade Linien, welche, in Beziehung auf jeden derselben, drei zn|:cordnctc Polaren iittd» 
nnd also auch drei solche Pnncte, welche, in Beziehung auf. jeden derselben, drei tngin- 
ordnete Pole shid." Es bleibt hieilid aber angleicb noch die Frage xn erOrtem tibrfg, 
erstens, ob zwei gegebene Kegelschnitte sich nur auf einzige oder auf mehrfache Wdse 
durch das System zweier Gleichungen von der Yoranstehcndcn Form^ darstellen lassen, 
nnd zweitens, in welchen FlUcn didb anf rnelte Wdse geschehen liann, so ncmlich, 
daCi einefsdts die drd Functionen p, q nnd r, und also tnA St drd xngeonbieten Po- 
laren: 

p = 0, qasO, r = 0. . (2) 

und andrerseits die unbestimmten Coefficienten X, n, k' nnd ^' reelle Werthe erinlten. 
Ks würde >ToM Nieinnnd den Mulh haben, anf dem Wege der unmittdbaren Eliminnlion, 
die verschiedenen müglicbeu Fälle zu discutircu, und dann die geomelrisclie Deutung der 
dgeiiraiadien Deterarinationen in nnterndmien. Aber alle Scbwierigkdt ▼crsdiwindet so- 
gleirb, nnd >vir erli.illen den volfsländigsfcn .\ufsrhhifs nbnc alle Entwirklun|;, wenn wir 
die algebraische Form der Gleichungen (1) von ihrer geometrischen Be- 
deutung nicht trennen, nnd bdd6 ab nch gegonseitig bedingend anadMU. 

>Vcnn wir die T^leichungen (1) paarwciae TOBSBiBenstellco, SO erhalten wir nacb ein- 
ander folgende drei Gleichungen: 

(A-W-I-Oi - ^i')r» «0, . 

(). — /.')p'-+-(A«'- A'*Or» = 0 , (3) 

Jede dieser drei neuen Gldcbnngw stellt, was ihre Form zdgt, dn System von cwd ge- 
raden Linien dar, das mit zwei der drei zugeordneten Polaren vier Hnrinouicalen bildet, 
und weil jede dieser GIdchungen eine algebraische Folge aus -den Gleichungen (i) ist, 
geht das besagte Linicn-Sjstem durch alle vier DordtschoUle der beiden gegebenen Ke- 

8* 
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gelcdiniUe. Als I^ormal-Fall wollen trir aDuekmen, daCs diese Durctiscbuittc alle vicr 
teeD liDd nod nidrt irgenci zfr« dergdbcn sasanuncobllen. Wenn wir altdann daidi 
lUeM Puncf?', TU 7.wei und iwci {irnoimiirn, rJrci Pnarc von geraden Linien lp(:(>n, so 
■ind diese Liuicn-Paare dicjcaigcu, welche durch die drei letzten Gleichungen dargcslcUl 
werden. Di« DorcbediiitttopBnete der bddcü Linien {edee Paare« «ind di« drei ngeord- 
nctcn l'ole, in BczieLunj; auf jeden der Ix^idcn Krjiilsflinitlc, und diejenigi n ^rrndcn Li- 
nien also, welche diese Puncle paarweise verbinden, die drei, durcli die Gleichungen (2) 
darf^eslellteD, xogeordaefen Polaren. Es bettinnt sicli Uemaeh das Syalaa dicMr drei 
Polaren, und mithin auch die (iruppe der drei ihnen enlfiprocheiKleti Fmn lionni p, q und 
r, auf einxige Weise. Die unbestimmten Coefficieuten i, /t, X und fi sind im voriiegeil- 
den NoraMlfaHe offenbar recU. 

Wenn wir andrerseits durch p. q und r Punct-Coordinatcn bezeichnen, 80 stellen ' 
die Gleichongcn (3) die drei lo^eordnelen Pole, in Beüehuog auf jeden der beiden ge- 
gdicBen Kegeltdüiitte (I) dar. Aladann werden ferner darcb die GleidongeD (3) die 
drei Panre ^ecmiibcrliegender Dorchschniltspunctc der, von den vier (emeinschaftUchen 
Tangenten der beiden gegebenen Kegelscfaniiie gebildeten, vollständigen vierseitigen Figur 
dargestellt. Bic drei geraden Linien, welche diese drei Punclcn-Paare verbinden, sind 
die drei zugeordneten Polaren, die drei Diagonalen der vierseitigen Figur, in Beziehung 
auf jeden der beiden gegebenen Kegelsehiiiid-, imd die Dtirchselmilfe je zweier derselben 
die drei zugeordneten Pole, welche, bei der uuler^eleglen neuen Functionen -Bedeutung, 
durch die Gleichungen (8) dargestellt werden. 

Fassen \\\r zu!t.iinincn , so erhallen wir den folirendea Satz: 

„Verbindet man die vier Durchscknittspunctc zweier gegebenen Kegelschnitte durch 
•edu gerade Lfarica, eo wImeiden rieh diese geraden Linien in drei neuen Pancten; in 
der von den vier peinein^e Jiafilichen Tangenten derselhi ii bi idcn Kegelschnitte gebildeten 
voUstäudigcu vierteiligen Figur können wir die drei Dinguualeu ziehen. Jene drei Durch- 
scfanitlspanele aind die Winkeipnnrte e&iea Dreiecks, dessen Seiten' A«e drei DiagMulen 
•iind. In Ueziehnng auf jeden der beiden gegebenen Kcgebdkiiilte ist Jeder Winkelponct 
der Pol der gegenüberliegenden Seile." 

Dieser &itz ist einer der fimchlbarsten; an die Discnssloa dteelben knOpIk iidh die 
ganze Theorie der gegenseitigen Beziehung irgend z>^eier KegelschllUte ZU einander, wo- 
hin, anter Aodenn, auch die Theorie ihrer Osculalion gehört. 

149. Den Nerv der BeweisfDbrong in der vorigen Nummer will ich dureb die fol- 
genden Bemerkungen noch deutlicher an den Tag in legen .suchen. Obgleich diese Bc- 
weiaftthmng sich nur auf ein eiuaelnea Beispiel bezieht, so möchte ich docb in derselben 
eine allgemeine Methode, die ich erst spater characterfsirea kann, schon Jetzt dordibßcken • « 
lassen. ' • • » ' 

Es können zwei Kegelschnitte dieselben drei Puncle zu zagcordneten Polen haben; 
die beiden Gleichungen ( 1 ) stellen zwei solche Kegelschnitte dar. Weil diese Gleichuu- ' 
gen zusammen zehn (konstante enthalten, ao kVlUien wir, iui Allgemeinen, je zwei gege- 
bene Kegelsehnillc durch zwei Gleiehungen von dieser Form darstellen. Also haben je 
zwei Kegelschnitte drei gemeinschaftliche zugeordnete Pole. Sic haben nur eine einzige • 
Gruppe solcher drei gemcinsdialltlicher zugeordneter Pole, weil wir, ans der Form der 
Gleichungen (I ), bei einer Annahme, die keine Pnilietil.irisnlion einschliefst, und also 
aucli keine Redticiion der zur Bestimmung der beiden Kegelschnitte uolbwendigeu Anzahl 

16 - 
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Ton CoutalHi nit ddb bringt, die Gruppe io1d«r drei Pole ,nif einzige Weise c«e- 
«frairea kOniWlL 

Denken wir uns ferner nan die bddra gegebenen Kegelscboitte in irgend'eiDer Coor- 
dinMen-Besliimniing ausgedrückt, eö sind die Coordinalcn-Werthe der fraglichen drei Pole 
•Igdmüdie Functionen von zehn Constanten, die, wenn die Art und die Lage der bei- 
den pfgfbcnon Kegclscbnilto sieb ändert, niidcrc Werlbe erhallen. Uebcr die Form diesci" 
Fouctioiien crhalteu »ir durch die geometrische Cunslruction der Pole Aufschlub. Die 
beiden Coordinatcn der drei Pole, die in denelbca t;<-gensciligen Beilebung nr Cnrreete' 
hen, sind durrb zwei rilcirlimipcii des dritten Grades gegeben. Aus der geometrischen 
Conslruction derselben iu dein iSoruialiailc erkennen wir, unter weichen BedingMOgen diese 
Pole.nicbl mehr alle drei redl sein ktonen; em der dgelireiMbeii Betrechlnng folgt, dalk 

einer* derselben, so wie die cfrnde Linie, welche die beiden iibripen verbindet, injincr reell 
bleibt. I^acbdem fUr die aligeinciuen Fälle der Paralielisuius zwischen den gcoinelrischcn 
Beiiebangen and der algebryx^en BealinnMKig leeMeht, iit et leidit, denselben aodi llir 
die verschiedenen Particid.trisalioneR, wo Punrtc oder gerade Linien anendlich weit rllcken 
oder zucanuncofalien, durchzuführen, und iosbesoodere auch, diejenigen Modificationcn, 
welche partiodire FlUe in der analytischen BeddMmg etwa erfMdem, muailtdbar «oi der 
geomeüiiden Betrachlong diaaer FiUe henoncbBeB. 
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Die C u r V e n dritter Ordnung. 



§. 1. 

DlBcnmlon der all§;emelnem €rleichim§p des dritten GtraAe» 
nUidieai swel vevindcrllclMM CMIIiai. 

150. £t (ci 

die allgomcine (Gleichung des dritten Grades twisclicu zwei veränderlichen GrOfscn rf und 
yj. Im AllgciDciDca künacQ wir die«o Glcicbuog auf jede andere Form bringen, unter wel- 
cher fieMlbe c3>en ao viele, von etnaiider aBe1ililiigi|;e, GonMaiile behll^ ab ne orsprfing- 
Ürh halte, ncnilich neun. Wriin die Anzniil dieser Constanten perinper i.st, so kann die 
fragliche Umformung nur in besondern Fällen, nur unter solchen Bedingungen, durcb 
welche die AmaU der Gomtainteii der Toriiegenden aligemciDen Gletehang redncirt ytMt, 
Statt finden. Wenn hingegen jene Anzahl grOEscr ist, so enthält die Umfonnung etwas 
WiUkfibrlicfacs, das erst dann ivegfiiUt, wenn wir solche Bedingungen hioufilgei^ -wodwch 
dÜEM Aazdil wiedennn raf nenn ridi redaefat. 

Wenn in der Gleichung nster der neuen Form statt der arsprfingUchen veränderli- 
chen Groben ^ und tff lineare mid ganu functkMieii derselben aich unmittelbar darstel- 
len sollen', so mub xuvOrderst ein Prodnel au drei aoldien Fimctionen Torkommcn, da- 
mit die GldduiBg nicht unter ihren frtthem Grad hinuntcrcinke. Einem golcben Frodoete 
enlsprerhrn, wenn wir lineare Functionen von der Form ((f + nifz-f-h) iielunen, sechs 
Couslautc, so daiä also aiifMcrdcni nur noch drei Con»tantc, also, aufser einer neuen li> 
nearen Function von derselben Form, nur noch ein unbestimmter Coefficient sich vorfin- 
den dürfen. Indem wir Iiicrnach der Glc ichunf^ von der nrfiglichst einfachen Form, welche 
die nothwcndigc und keine UberUfissige Anzahl von Constanten eulbält, bilden, gelangen 
wir in der folgenden: 

('/■-^ai/' + b)(7;-4-aV-+-b')(T-'-'''''V'-+-f>">-+-r'('7"+c'/'+d) = Ol. • '(2) 
Wenn wir die vorstehende Gleichung entwickeln, so kommt: 

^^-{a^«'+g^^«^^(Ba'>|-aa^+a'a')^+aa'a'^ 
+ (b -f - b' -t- b") 7 ' + C(a -f- a' ib" -4- (a -+- a ")b' -I- f a' -4- a'jb) f^./; -I- (a al)" -I- a a''b' + a'al}^ 
+(bb'+bb'+b'b''-|-/«>/;-i-(ab'b'-|-a'bb''-*-a''bb'-f-/ic)V'-»-(bb'b"4-/td> = 0, 
od ani der Zasaamenatetknig der GMifidenten dieser C^eidinng mit den' «ma p gac im d— 
Cneffidcnten der Gleichung (1) erhalten wir, um die neuen Constanten durch die ur- ' 
ipirODgiidicn m iMttimmen, die fblgaulen Gleichungen: 
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a-4-a'H-a" = 

aa+a.i"-|-a'a" = B, J (3) 
naV =: 
b+b'-t-b" = 

(•+«)b"4-(B+a")b'+<a'+a';b = E, A (4) 

bb-|-bb"+b.V-»-.H = 
ab'b"+a'bb"+«'bb -|-/<c = H, } (5) 

T)'nv?r nrun Gleirlitmgcn sind von der \rt, dafs sie im Allgemeinen für die neun C.on- 
stautcD a, a', a", h, b', b" c, d und ToUkoiuinen bestiinmle Werlbe gcbeo. Die aoge- 
cdgte 'Itefonming ist aho im Allgemeinen möglich, nnd « fragt rieh bloft, eratena, ob 
und in »eichen Füllen die zu bcstiiumendcn Consinntcu reell oder iinaginSr sind, und xw«K 
tenes ob in beioDdera Fallen (bei besUmmlea VoraimelxongcD fiber die tuqprQDg|icliCB 
meoB CoDslaBlen A, B, u. •. w.) nicht dcBDOcA die ▼ontebauhn nenn GlelchimgM WUcf' 
^rQche enthalleu, die nur dadurch ^olioben werden kOaneo, dafs ^vir einer oder mebrcn 
der neaen Constanten unendlich grofsc Wcrlhe beilegen, wonach denn mit diesen beaos» 
dern Füllen die angenommene Form der neuen Gleichung unverträglich wäre. 

151. Die drei Gleichungen (3) zeigen, dafs ( — a), (— a") opd (~0 <B« drei WoT- 
sein der nacbstehendea Gleidinng dritten Grades sind: 

x«+Az«+Bz+C — 0. (6) 
Ifier treten utt aogleich zwei HaupiniUe entgegen : entweder sind die Wurzeln dieser Glei» 
chung alle drei reell, oder nur eine derselben ist reell und die beiden an- 
dern sind imaginär. Ein besonderer Fall, welcher den Ucber^^ang vuu dcui einen der 
beiden HaoptlMlc »i den andern be'sdduiet, ist dnjenige, dafs zwei WurxclB der 
vorstehenden Gleichung (ß) einander gleich sind. Endlich ist noch ein ganz 
besonderer Fall derjenige, dafs die Wurzeln dieser Gleichung alle drei einander 
gleich aind. Im Gottiea haben «rir also rlcr verscUcdene Fälle zu unteftdicident imr 
miisstn >vir hierbei nicht ans den Auu-rn verlieren, dafs nur die beiden ersten, in Bezie- 
hung auf ihre Ausdehnung, coordinirt siud, dafs diesen beiden der dritte nnd diesem wie- 
deruD der vierte sich miterardnet 

152. ISarhdeiii r>. a' und a" bestimmt worden sind, geben die drei GIcichangen (4) 
eu( lineare Weise die drei Cooslanlen b, b' und b". Diese Bestimmung i»l immer und nur 
aalt einsige Weise mOglicb, wenn nicltf xwd der drei ConttaiiteB a, tl n^ä aT etnander 
gjleich sfud. 

Wenn die letztgenannten GrOfsen alle drei reell nnd Tefacliiedca sind, so sind b, b' 
nnd b" immer reell. Wenn von )enen drei Gröficn »rei faaa^iilr iiad» so iM es, unter 
diesen, die beiden entsprechenden ebenfalls. Wh* wollen (— >e^ OOd (— f&rdie'bel- 
dcn iaagglnlireii Wpnwla der Gleichung (6) nehmen, und 

a'-Ha" = 2«, = 
•etien. 2a und ß sind alsdann reelle Gröben. Ificnnch kAoneit wir die GldebnngeB (4) 
nater der Badiatelieaden Fem acbreiben: 

b+(b'+b) = Ü, 
(eV+a"b')+a(b'+b'')+2«b = E, 
nCaV + a'b^+.i* = F. 
Wir erhalten aus diesen drei Gleickuogcu immer, uud nur auf einzige \N eise, reelle Werths 
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für die drei Ansdröcko (;i'b"-4-aT)'), (b'-l-b") und b. T)n sich fQr die beiden zusanunen- 
gchürigeu imagiuärca Wurzeln ( — a') und ( — a") Ausdrücke von der Form (ui+nV — l) 
nmi (fiii<— nV— 1) eifdien, so kann der enrte Jen«- drei Atudrfldke (tV+nfV) olfenlnr 
nur dnun einen rcrllru Werth crh.iltrn. ucnii auf Ii 1)' und b" iinaf;iniir niul ziisleirh Wur- 
zeln derselben quadratischen Gleichung siud. . Hiernach ist auch das l'roduct b'b" rcelL 
Id dem Falle, der mn hier beadilfitigt, irt also die Fimciion (ip+a\f>-i-b) reell, die bei- 
den andern Functionen hingegen (i^+aV+b) und (T^+aV+b") Bind ivaginlr, ao )edod^ 
daft ihr Prodnct doe reelle Function des zweiten Grade« bildet. 

158. Wenn die Gleichung (6) zwei gleiche Wnneb bat, wem «' as a* iOTemaii-' 
deh sich die Gleichungen (4) in drei Gleichlingen ^wiicheo nrei nobekanntea GrOben b 
und (l>'*t<b'); et koaimt ncmltcb: 

b+(b'+b-) = D, 
(«+•:) (b'+b')+ 2a b = E, 

aa'(b'+b'')-t-a''b — F. 
In diesem Falle, anf den wir bald (158) »urackkonmien werden, können wir also, im All* 
gemeinen, die gegebene 'Gleichung (I) nicht aff>( die Form (2) bringen. 

£s köDiicn die letzten Gleichungen nur io dem Falle alle drei ingleicb beateben, dafä 
folgende BedingMDg^- Gleichung Stall findet: 

D*'— Ea'+F = 0. (7) 
Aladann dier iit nmr b md die- Somne Tdu b' md V beatfamt, wihrend diese beiden 
letzten CoMtanten adbak unbestimmt bleiben. Die Gleichung ( I ) kann in diesem besoo» 
dem Falle & Fonn (S) anf vnendlicbfaebe Weise annehmen, und zwar können 
wir blerbel ein«r der beiden Constanten b' und b* dnen wiükahrlicben Werth von vorne 
berein beüogen. 

151. Wenn endlich die Wurzeln der Gleichung (6) alle drei einander gleicb sind» 
wenn a = a' = a", ao gehen die Gleichungen (1) in folgende drei llber: 

<b.+b'-4-b ) = 1), 
2a(b-4-b-|-b") = E, 
a»(b4-b'-|-b") = F. 

Wenn diese Gleichungen zugleich bestehen sollen, so müssen zwei.Tenehiedeae fiedin- 
fnngii-Gleidinngmi für welche wir zwei beliebige der folgenden drei nehmen kflonen: 

E = 2Da, F = Da», 2F = Ea, (8) 

Statt finden. Wenn diese Wden Bedingungs-Gieiehangen nicht befriedigt werden; ao kann 
die Gleichung (I) die Form (2) nicht« annehmen: werden dieselben hingegen beffie£gt, 
so kann diefs auf UDcndlicbfacbe Weise gescitcben, -und zwar so, dab xwei der 
drei GrOleen b, b* nnd V, deren Sunnne allein lieatfaBmt ist, belldiig angenoaunen werden 
können. 

155. Es bleibt uds jetzt nur noch die Bestimmung der drei letzten Constanlen /i, c 
nnd d Übrig. IKese erbahen wir ans den drei Gldcbougcn (5), die wir anf folgende 
Weil« adkreiben klinnen: 

b(b'+b")+b'b"4-M = G, 
abl>"+b(«'b"+a'b'H-«c = H, 

bb'b'^-;*d = I. 

Jedesmal, dab unter den drei Wurzeln .der Gleichung (6) nicht zwei einander gleic he $ich 
befinden, und wir demnadi fOr h, h' und V ToUkommen bestimmte Wcrlhe erhallen, gibt 
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die cnte der vorslelicoden dtd GleichuDgen eineo reellen und eipxigcn Werth fiOr deo 
GoalBdalen ft, dmn {jibC die twdte c and die dritte d anf gldcbe Weise. Wen iH- 
beMmdere sich u = 0 ergeben sollte, so ivDrden c und d im Allgemeinen nnauUicb wer* 
den, f» and aber endliche, sich uomiltelbar ergebende Werthe erbalteo. 

E« ist ako ▼ollstandig nachgewiesen, dafs in den beiden Haupl fällen, in welcboi die 
Gleichung (6) keine gleichen Wurzeln hat, die altgemeine Gleichun;; des dritten Grades 
xwischen den beiden veränderlichen GrOfsen <f und \p immer die Form (2) annehmen 
kann; nur mit dem Unterschiede, dafs in dem Falle dreier reellen Wurzeln alle linearen 
Functionen in der nrngeformten Gleichung reell sind, trlhrend, in dem Falle zweier ima- 
giiUfren Wurzeln, zwei dieser Fuiiclioneu, welche Factoren des ersten OÜpflea sind, ima- 
ginlr werden, so jedoch, dafs ihr l'roduct eine reelle Function des zweitcu Grades bleibt. 

156. Wenn in dem Falle zweier gleichen Wotieln der Gleiehang (6) dBe Bediop 
gungs- Gleichung (7) befriedict wird, so können wir b' oder b" beliebig annehmen, wo- 
durch aUdann beide Constantc vollkommen bestimmt sind, und dann, wie oben, die Werthe 
6er drei lettten Cmistaitlen finden. Oder, wir kOnnen spji ft iiillkflbilieh MWitipfm; 
dann pbt die erste der letzten drei Cletehon^, wdcfaca wir In dettt TorUegewIea Nie 
folgende Form geben können: 

•bV-|-«'b(b''l-bO^-/<c = H, 
bbV-f-/(d z= 1. 

da b und (b'-l-b*) adion bekannt sind, b' und bP «b Woncln ctoer q nsd t sd s ch en Glet- 

chunn, Wuizcln, die, je nach der Annahme von ^t, reell, imaginSr oder einander gleich 
sein können. Oder, wir können auch Annahmen Ober o und d nwchen, und zum Beispiel 
— cId Fall, der besonders hervorgehoben m werden verdient — : 

c = a' 

setzen. Alsdann erhallen wir, zur BesUnnnuog von bV, ans den beiden ersten Aat TOt^ 

stehenden Gleichungen die folgende i 

(a' — a)bV = Ga' — H. 
Hiernach ergeben sich ivicderum b' und b" als Wurzeln einer quadratisdien Gieiehnng, 

die entweder reell oder imaginär oder einander gleich sind. 

157. Wenn die (Gleichung (6) drei gleiche W'urzcln hat und zugleich, damit diedl- 
gcmeine Gleirlmiif: des dritten (jrndes zwischen (p und n< die Form (2) .innchnien kSnnc^ 
die beiden Üctlmgungs-Gleicbungcn (B) befriedigt werden, so kuüpfcn sieb an die Glei» 
cfcongen (5X die wir unter folgender Form schreiben kOnnent . 

(b!)'-hbl>"-f-b'!)")-t-,(t = G, 
a(bb-t-bb -+-bb ,)-t-/*c = H, 
bbV+HI»I, 

fibnliche Betrachtunt^en an, als vorhin. Es ist in diesem Falle blofs die Summe von b, b' 
und b" gegeben. Wir können c yud d beliebig annehmen. Alsdann geben die vorstehenden 
(Ueichungen (bb'-t-bb'+bl)*) und bbV auf Ifaieare Weise, wonacb sieh die drei Con- 
stauten \\ \> nni) b" als die drei Wnrzeln einer Gleichung des drillen Grades dar>(plli^n. 
Wir können auch tou Torne herein die Voraussetzung, machen, dafs diese Wurzeln alle 
dr^ einander g|dcb seien, dab b = b' = b'. Alsdann ethalten wir diese Wonefai so- 
gleich, da ihre Summe schon bekannt ist. Ferner gibt die erste der vorstehenden Glei- 
chungen (i, dann die zweite c nnd die dritte d anf reelle und einzige Weise. In dem 
in Rede stehenden FsUe dreier gMcben Wurzeln der Gleichung (6), kOnnen wir nUo 



« 
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§. 1. Disenssion der allgemdDen Gleichung des dritten Cmdps eic. 127 
immer uad aar auf einzige Weis«- der allgemeinen Gleichung die naclutebende Form 

(fjP+a»/'-»-b)»+/«(<]r-»-c"'+<^) = 0. (9) 
158.' "Wir wenden ans nun xa denjenigen Fällen zurack, in welchen die Gleichung 
(6) gleiche Wimeb bat and dl« allgnnciD« deidiaog des driUsn Gnide« die Fonn (2) 
nicht annehmen kann. Diese Falle treten nur dann ein, wenn die Gleichtingeu (4) nicht 
znsammea bestehen können. Da dicb aber onr bei eiiicr GrSnx^ nnr bei dem Uebergaoge 
▼OB reeHen m imaginären Weriben der bdden Constanlen a' imd a* Statt findet, so ist 
augenfällig, dafs die Unmöglichkeit jener Umfonunng darin ihren Grund bat, dais die bei- 
den Constanten b' und b" solchen Grinx- Werlben entsprechen, die oasere aoaljtiscbe Be- 
letchnungsweise nidit geben kann. Wenn wir diese Grlnz-Werlbe, wcIcIm ={=ao sind, 
nicht auMchlieben , so cnthaltcu die eben angerührten drei (»leidhpngWI, «i« aodi a,a'and 
a" sich ändern mOgen, nicmaU einen Widcrüprurli. 

An die Stelle der Gleichung (2), auf deren Form ^ir die nllgemcinc Gleichung (1) 
nun nidit aehr bringen können, wollen wir eine andere setzen, üie noihwendigc Anzahl 
der Constanlen dieser Gleichung hat sich durch die Bedingung, dafs a' =s a", buf acbt N* 
dacirt. ich wühle, dieser Bedingung cnlsprcchcnd, die folgende Form: 

Die erste Wurzel der Gleicliuiig (R) ist liier wie oben ( — n). die beiden tibrij:pn einander 
, gleichen bleiben ( — a'). Die Gleichungen (3) bleiben hiernach ebenfalls dieselben, an die 
Stelle der (Uekknigeo (4) «od (5) treten cioB aber die folgeadco: 



b4-2b'-4-A 


r^; / 




2 {(• -t- a) b'-i- -1- ;.a } 


(") 


a''b-|-2aa'b'-f-Aa' 


= r: \ 




b'V2bb-|-;.b+^ 


= G, 1 




ab''+2a'bb-f-2ilab-f-,iic 


= H. 1 


(12) 


bb''-|-Ab*-+-^d 




• 



Dte drei ersten dieser eedie Gleldiimgen geben fumer, den elnztgen Fall ansgeuommen, 

dab a = a', bestimmte und einzige Wcrihe fOr b, b' und >l; und dann sind durch die lial> 
genden drei GlcicbimgieB /s, c und d vollkonunca bestimmt. Die angezeigte Umfonnung 
kann also, wenn dte Gleiebnng (6) zwei und nor iwei gleiche Wurzeln hat, immer und 
■ur auf einzig« Weise Statt finden. .* 

159. Wenn a = a', das heilst, wenn die Gleichung (6) drei cicirlie Wurzeln hat, 
SO kann die vorstebende Umformung nur dann Statt finden, wenn die üedioguugs- Glci- 
cbung«! (8) bestehen, ein besonderer Fall, auf den wir nidit ladir snrtefckoamieB Wol- 
tem Aber auch die Form der allgemeinen Gleichung: 

(y+av/+b) |(y4-a'V/-#-b/+A(y-|-g^-|-b)] +fi((p-i-crp+d) = 0, (13) 
die eiet, wenn wirgsaandbss^b eetsen, in Ae Gldchang (10) fibergeht, ist im All- 
gemrlDcn mit der Voraussetzung, dafs a = a', unverlrü^'Hch. Fs treten ncmlicb in 
allgemeinem Falle an die Stelle der drei Gleicbongen (11) die folgenden drei: 

b-l-ab'-f-il s±B, 

a'*b-»-2aaV+iag = F, 
welche, wenn wir a = a' setzen, in die nachstehenden Übergaben: 



Digitized by Google 



• » 



128 ' ]>ritler Absdui. Die Gonroi dritter Ordnuo^ 

(b-i-2h') + X = D, 
a«(b+2b')H-;.(a + g) = E, 
a'(b+2b')-+-Aag = F, 

und alsdann mr in d«K Falle zagleidi • beateben können» daüi folgende Bedingung^ 

GleicbuDg: 

Da*--Ea+F = 0, (14) 
welche mit der Gleichunc (7) (ibcreinslimml, befriedigt wird. Durch die vorstehende Be- 
dingUDga-Glcichung, verbunden mit der Vurausselzung dreier gleichen Wurzeln der GleH 
chang (6), ndndrl sich die Anzahl der nolhwendigcn Coastanten in der umgeformten OA- 
dmDgTmineun auf sechs. Hiermit in Uibcreinstimmuog vrähic ich folgende Form: 

(y-*-av+b) {(?)+ai^+b)'+A(<jp+gy/+h>} + tt = 0, (15) 
die WH der allgeneinem (13) herrorgdi^ indem trirn b n', b = nnd elalt dei lel» 
tcn Gliedes eine bloCsc Consiante nehmen. Hiemadi erinlUn w «Mt der GUdMinficn 
(4) und (5) nun die nadutebenden: 

3b+A=sD, (16) 

W»4-A(a.+g) = E, < . (17) 

3a'b + iag = F, (18) 
Sb«+i(b+b) =r G. . (») 
adj'+A(gb-|-ah) = H, (20) 

b»4.Al,h-f-;t =1. (21) 

JSach der Bedingongs-GIeidinDg (14) i«t jede der drei ersten der vorstebendcn Gleichun- 
gen eine algebraische Folge aas den bdden andern, so dals diese drei Gie^obgen nur 
üDr zwei verschiedene gellen künncn, und mithin die vorstehenden Gleidnmgea tosammen 
mr Sestinunong der fQnf Constanten b, g, h, A und fi gerade hinreicbend sind. Wenn 
«ir tnkchcn den beiden Gleichungen (1») und (20) die GrObe ilg elininireil, M ergibt 



b(F — 3a'b) — a{H— a(3b«H-Ah)}. 
den Gleichungen (19) und (l(i; fulgt: 

3b*+Ah SS G^Xb 33 G— b(D^3b>, 
und ans dioen beiden leMen Gleichungen, nach einer eiufadMI 

(F — Da^b = (H--Ga>. (22) 
Der- WaHi von b ist Uemnch eto volllunDnen bestinunter, endKeber nnd einige. Denn 
i*tre 

F— Da» = 0, 

so criddten wir, mit Berileksiditignng der Gleicbnng (14) die beiden BeAngong^-Giei- 

rJii)r<;en (S), die sich auf den hier ausj^esrlilossencii Fall bezieben. Wenn a = 0, so 
wird die Gleichung (22) eine idenliscbe, dann erhalten wir aber, aus den beiden Gtei» 
drangen (17) nnd (20), nnnitfdhan 

Eb = H. 

Nachdem auf diese Weise die (jonslantc b gefunden worden ist, ergjibt sich anf linearem 
Wege zurOrderst aas der Crlaiekuig (16) dBe Cmiatanle X, and anf gleiche Weise aas 
den folgenden Gldcbongai g» b nnd ft. Es ist also vollständig nachgewiesen, dab die anp 
gaieigte Umforanng immer und nor auf einzige Weise Statt finden kann. 

160l Es bleibt uns jetzt nmr noeb der letzte Fall zu betrachten übrig, in welchem 
die GMdMOiif (fi) drei gldcfae Wnndn bat, und dieBedbigpDBi-GUiiteg(l4) aidit SUtt 

fin* 
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findet. Fttr die umgeformte Gleichung, die in diesem Falle notbvr endig sieben unabhün- 
(Ige Gmnturtn enikalten mu&, wollen wir die folgende nehmen: ' 

(tf + ai/j + hf + ).('f-i-fn'-hhy-i.fi(tp + c.^l'+<i) = 0, (23) 
weiche acht Conslaute eullialt und später durch eine besondere Voraussetzung die An- 
nU «nf die noihwcndige tetadtta. Nachdem • bealinnit worden U, ofcattai wir *nr 
Beitimnng der flkrigea Comlanten folgende sechs deidiaagait 

3b+i = D, (24) 
= E. (95) 
3a'b+Ag' = F, (26) 
3b»-*-2Äh4-/t = G, (27) 
9A*+2i^-^fn = n, (98) 
l.'-h/I.'+.iid = I. (2!») 
Wenn wir die Gietchnng (25), nach einander, mit (26) und (24) zusammcnatellen, erge- 
Imd iidi dio lol|^nd«ii beiden Gleidiungen : 

2A(a-g)g= Ea-2F, * ' raß^ 

2A(a— g)^ =3D»— E, • 

and MM diesen fulgi: 

_ Ea-2F 
* — 2Da — E ". 

Dieaer WmiIi tob g kann unbestimmt, aber niemals unendlich werden. Denn aus den 
GlflkkMBBB (80) Mgt, Mt, wenn 

E = 2I)a, 

die beideu C-uustauleo a imd g einander gleich und lii-rnatli auch 

2F = £a. 

wonacli der oliigc Ausdnirk die uubeslimuite Form * erhSill. Aber die letzten beiden 
Gleicliuugen stimmen mit den Gleichungcif (8) Uberein, und beziehen sich also auch auf 
)cncn bcMNideni Fall, den wir hier aoegesehloiteD beben. Nadtdem g beillMMt wo t de n 

ist, pcben iri,'eii(l zvci iler drei Glcicliiinpen (2l)f (25) und f26) auf lineare Weise die 
beiden Constanten b und A, so daCs also dur^ die eben genannten drei Gleicbnn^ drei 
CoMlanIa Toillonmen bestimmt sind, und die drd iii»ig.eoilen Gleichongen Belationen.xwi- 
sdwn den Obri^en vier Constanicn b, i^ d und ^ enthalten. Ans (27) und (98) ergibt 
lUkt indem wir h eliminiren : 

Kc-g) « H-Gg~3(a-g)b». 
Diese Gleichung iei{;t , dafs wir c beliebig, nur, damit /( niclit unendlich werde, im Allge- 
meinen ntcfal gleich g annehmen dürfen. Vonug^weisc wollen wir e ss a selaen. Der 
Weith Ton fi hun «ich gldcih Nntt werden, denn redncirl tldi Ftoetion fi(tp+c^+d) 
S fi(if-^»'!'-t-ii auf ein» Constanle ^d, die im Allgemeinen nicht gleich Null ist, es aber 
in besonderen Pillen sein kann. Die Gleichangen (27) und (29)geben endlich dielieiden 
noch zu bestimmenden Obrigen Conslanten h und d. — 

161. Indem wir die Resultate, zu welchen OM die Torstehenden analytischen Ent- 
wicklungen geführt haben, der Ucberiücht wegen zusammenstellen, nehmen die verechiede- 
nen Abstufungen derselben hauptsächlich unsere Aufmerksamkeit in Anspruch. Wir w(d- 
len in dem Folgenden durch die griechischen Buchstaben, wie bisher, nnbcKtimmte Con« 
stanle bezeichnen, zugleich aber durch die Symbole p, q, r und s lineare Functionen von 
der Form (y-l-ay+b) darstellen. Die Einführung solcher Symbole gewikbrt uns gleich 
Mit Mbon dHi TordMa «mr Icicbtani Ucbeniehk 

17 
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Itt IMlicr AlMdm: '■ Die Gträn driteer ÖnfaMiig. • 

Du Hnapt-RcMiltat, %u dem #ir gelangt riod, beitieht darin, dab die tllgnMiM(Uci> 
chuug dm drütaii GnuIes-nrbdMi »Mi veffadMÜckeB GMb« f ittd <p ku AOgniciiMtt 

die Form: pqr+^ asO I. 

annehmen kann, mit deui UnCersrliicdc iodcb, difi entneder die linearen Fadoren des er- 
sten Gliedes alle drei reell, odflr nvd iemXtum imaf^Dlr rind. b dieaem lenten FlaHe 
bleibt (Ins Ptodiicl der beiden imaginüren Fnriorrn iininrr rcrll. 

\> cuu ich den Ausdruck gebrauche, es lasse sich der aUgcmuiucu Gleichung des dril- 
ttn Grades „im AHgcmeincn'' die Farm I. geb«a, t» hdbl dieb. dabonler einer noehio 
groben, aber cndlirhcn Anziihl von Fsiten, wonn die Conslanlrn- Rt'sliinimiiit; in der ur- 
fprlingiirheu allgcmeiuon Gleichung unbeschrankt dein Zufall überlassen bleibt, 
eine solche Wabnebeiiiliehkeic, die Mi Gembbeit grlnzt, Torbanden ist, dab die fraglicbe 
Umfonming iinmer Statt linden kniiii. 

Zwncben unendlich vielen Fallen, wo jene linearen Factoren alle drei reell, und un- 
eadUdi video FMten, wo xwd derselben imapiMr aiDd, liegt <te UiAerganga-Fäll, wo 
fcne Unfonmiog nicbt Statt finden k.uin. Far diesen Fall haben wir folende Form: 

p(q--»-Ar)+/« «= 0, (l) 
«Be si^, biden wir p = r aelxen, anf folgende Welse partienlariiircB Ilbt: 

I'(:q' + Ap)+/»8 = 0. 11. 

Die gMurt Beicbrankong dieses Ucbergangs-Falles spricht aich dadurch aus, dab in der 
▼ontebeodsn Gleichung die Antahl der Conslanlen sich anf acht redocirt hat. 

Ein noch bcschrünkirrei F;tll ist dei^ni^e, dnfs uiau der allgemeinen Gleichung nicht 
mehr die Fonn II., wohl aber, und zwar auf unondlichfache Art, die Fonn I. geben kann. 
Dadorcb wird die Ictztbczciclinelo ITinfurinung eine unhcslimmle. Diesem Falle eotspro- 
chcnd, kJbmen wir die Form der Gleichung I. auf uacbstdicndfr Weise pariieotarislreii: 

iK'l-hx) (<\ — x)-^i'((]+if) SS 0, III. 
W OdTch die Zahl ihrer Conslaulcii sich uiu zwei vermindert. Ks kann hierbei x reell, 
hosgjwlr oder auch gleich Null s«ia. 

Ein vierter Fall ist dei^jenige, wo man der allgemeinen Glnirliiin; weder di< FOTBlL 
noch ()k Furm (1) geben kann. Diesem Falle entspricht folgende Form: 

dte wir äb«r «rf Uaobstslieade Weise noch parlicnlarisiren hSODCn: 

p'+Aq'-|-/«(p+ff) =0, IV. 
wonaA dieselbe, wie die rbrlge, nur aieben -Censtante cntbMit. 

In einem fOnflen unlrrscordnricn Falle kann die .Tll;;eni< ine Gkidnaig die letzte Form 
nicht mehr annehmen, wohl aber, und zwar auf unendlichfacbo Art, die Form II. Hiemach 
kOMMii wir diese Fora wiedevan paitien1ariih«% bidea« wir die ZaU ihrer Comtanlea an 
swei vcmlndera. Oder wir hOonca anch Bacfastehcodo Fora mit soebi CoDstaatw 
w«hleo(^ 

Der seilte und letzte Fall ist ein dem vurif^en wiederum untergeordneter Fall, der- 
jenige nemlich, wo die allgemeine Gleichung weder die Form (2) noch die Fom (1) aiK 
nehmen kann, wohl aber, and zwar auf unendlichfacfae (x* fache) Weise die Form I. 
Diese letzte .Form partlcnlarisirt sich alsdann so, dafs die Anzahl der Constauten sich um 
zweimal zwei vermbidcft, ndtfaöi auf fOnf redudit; wk haben f&r diese Parttedlarisalllon 
folgende erhalten: 

fF+fB •. VI. 
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162. Die T^nfpr?rhric!tinj; drr ^crlis in fler Tori»;pn Nummer aufgezählten Fälle kOnnrn 
wir durdi il'i<- fdi^cucie sehr einfariic und übcrsichtlirhe anali'lische Betractitungsvreise an die 

arsprOn^li* h gegebene allgemeine Gleichung anknUpfen. Jodem wir io dieser Gleichtuig ^ ss s 

V 

•eUcD, kiiooeo wir dieselbe auf folgende Weise: 

(i»-».A»«+Bx+C>V'»4-(D»»-|-Ez+F)v/»-KGx+H>v»+I ss 0, 
«der andl, sar AUOraaig, unter folf;endrr Form: 

Z*v'+Z,V'-*-2»y»+Z. = 0, (l) 
aehreiben. Dem zweiten Falle entspricht aladMan, dafs di* Gleichung: 

Z, = 0, (2) 
nrei gleicbe Wuneln hat, und not ihr zn$;lcich also die folgende: 

dZ, = 0, (3) 
iMrtdil. fai dUltan Falle mb nglflidi mit den vorigan hMm Glakknogan die <^eidiong 

Z, = 0 (i) 
befriedigt werden. Itn \iertcn Falle liat die Gleichung (2) drei gleiche Wurzeln, und 
■oft abo ndiett der Glekhing (S) und folgeader GldclmBg: 

d'z, = n 

beatehcn. Im fünften Falle wird aufserdcui noch die Glcidiung (4) befriedigt, und im 
aachaten Fall« hat dieae Gldchoog übaidieiii andi noch xwci Reiche Wonda, wonadh^ 
neben den frohem Glckhnngan, aoch noch die folgiende ]>eatahli ■ 

dZ, = 0. • 

ffiornadi «thaUca ifir falgeniteB Schcnm von Gldehoagn, irdA» für dte vwidiiede* 
ncn FlUe luglel^ Statt find«» lalltscn. 

L Erster Fall : 
Keine Bedingung, wefl er der allgenciae FeU iiL 

II. Zweiter Fall : 
Z. = 0, dZ, = 0. 

III. Dritter Fall: 
Z»aO. dZ. = 0. Z,a»0. 

IV. Vierter Fall: 

2, = 0, dz, = 0, d'Z, = 0. 

V. Fünfter Fall: 

Za BS 0, dZ, = 0 , d'Z, = 0, Z. SB a 
VI. Sechster Fall: 
Z, = 0, dZt SS 0. d% = 0, Z, = 0, dZ, = 0. 
Ich bemerke mir noch, was den l'unrt der SyiTuntlrie betrifft, dnfs die Bedingunf^en, 
welche aus den vorstehenden Gleichungen sich ergeben, ganz dieselben sind, als diejeni- 
gen« wel^ im eAalten wOiden, wenn im ^ and V gagoneillg «t 



Abdaan «erdm nendicb die Wcillie tos ^ atatt vaa % Wmaela der obigaB CSei- 
dadardk aber wird in den Bedbagpngen über die Gleichheit dteaer Wnndn dordi- 
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§. a. 

Cteomctrische Dcntnng; der vcrschicHlciipn FSIlo der allg^pitipi- 
nen Crlelchanif. AMjmptoten. Maar« der Aim&lienmg an 
dieselben. Osevlferentfe Asymptoten. HyperbollMlie nnd 
paraliolisciif* AH^niptoten* Allgemeine Kintl&ellaBjS der 
Curven dritter Ordnung. 

• 

163. ladMH idr von dem tUgenMinen Falle, den fotgMde Fonni 

entEpricLt, ausgehen, wotlen «fr «mSdiaC die YoiMUMliODg «dieD, dalt die üoevio 

Ftincliuncii des ersten QHedet der TOratehcndcn GleUhnng «liedrei reell seien. Die Com, 
welche durch diese (^IcichuDg dargestellt wird, wenn wir den veränderlichen GrObeo ^ 
and Vi von welchen p, q, r and • lineare und ganze Functionen sind, die Bedeutung be* 
Heiliger Punct- (Koordinaten unterlegen, ist alsO ToHkonineil Iwstimmt, wenn Mir die eben 
f;enannfcn vier Functionen, deren jede von zwei CoDStanten abhängt, und (jhcrdicfs den 
CoefGcieoten fi kciuico. Jene l'unctioneu sind bcelbnat, wena diejenigen vier geraden 
• UnieD, weiche dnrd die vier Gieicbangen: 

p = 0, q = 0, r = 0, 8 = 0, 
dargestellt ttcrden, gegeben sind, und nachdem dieselben auf diese Weise bestimmt wor- 
den aind, ist, SBor BeetioNiiang'des Coeffideaten fi, blnrekbend, defc irgend ein Panel der ; 
Ciir\T gegeben sei. Denn nhdmin crhnllcn wir, in Rericliiinf nnf diesen Ptincl, für die 
Functionen p, q, r und s vollkommen bestimmte Wcrthc, uüd hiernach durch die Glei- . 
drang I. den Werth 'yon ft. E3ne Cvrre driller Ofdmmg ist eaf dieee Wciee also ▼oU- 
koiiimcn und nnf einzige Weise besliiiiint, Mcim ^ier pcrode Liiiirti und irgend einer ihrer 
Punctc gegeben sind. Zwischen den gegebenen ötiickca lindct durchaus keine gegenseitige 
' AbblBglgkeit Statt Jeder gcfelienen geraden Linie entsprechen iwei Constente, dem ge« 
gebenen Punctc aber cntfj)richt nur eine einzige, weil zur Hcslimniung eines Punctcs zwar 
zwei Constante nolhweodig sind, aber auigleicb jeder der unendlich vielen Puncte der Curve 
anf gleidie Weise xur Beethnmung des Coeffidcnten /s dienen liann. 

164. Die geometrischen Beziehungen der olligw irier geraden Linien zu der durch 
die GleichoDf I. dargeetellten Curve dritter Ordnung nflssen, weil wir in dem vorliegen- 
den Vatle mir raf rine eintige Weise zn einer Gleichung von dteter F^rm gelangen kllB- 
nen, nolhwendJg vollkommen bestimmte und ausschlicfüliclie sein. üs hBngen dieedbea 
ofTcnbar, einerseits, von der Form dieser Gleichung, und, andrerseits, von der Coordina- 
teu-Bedeulung, irelche wir den beiden veränderlichen GrOfsen ^ und «/> unterlegen, ab. 

Es ist zuvörderst ersichtlich, daU djie Cbaracteristische der Form I. darin beitefat, daCs 
iu derselben drei lineare Functionen p, q und r der beiden Veriinderlichcn rf und in 
Evidenz getreten sind, welche, wenn man sie einzeln gleich Null setzt, diese Form auf 
den enten Gni redodreb, und- also für jene veiinderiidien GrOben einsige Wertbn 
geben, «Shrend mnn, im Al!j:pmeincn, ans der Zusainmcnstellunp einer linearen Gleichung 
mit der Gleichung 1. drei Werlhc, suwobl fQr f als für y/ erhält. Eine solche Reductiou 
findet aber f&r beMuider« FlUe nnr de^li Statt, weil cirei Wertbe jeder der bflden 
Veiladeittdien unendlich werden, und dadurch der algebnilcheB BiMliiiwwiift «algihcn. 
Et erharidet also jede der drei geraden Linien 
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ps=0, q = 0, rasO, (i) 
die Curt'e in solAen drd P^mdcB, toii welcben zweien imcndlicbe Werthe der beidsa 

Yeründerlichcn (p and V enUprechen. Wir können fLincr die Gleichung I. auf drcirachs 
AVcise berriedigcn, indMB rißt oacix eioander die folgeailca drai Paare roa Gletcbiutgeb 
bealeben lauen: 

p s 0 vnd UfjUicb 8 = 0, 

q'as'O • . » • a = 0, • 

Es «cbncldea also dte drei, dordi die Gleicfaangen (1) dargealellten, geraden Linien die 
gegebene Curvc I. in solchen drd Pnoctciik welche auf dcnetbcn geraden Linie liegeii^ de- 
ren Gleichung die folgende ist: ^ 

« = (2) 

Zur VervüllHCuulifidDg der gcomcfrischon Dptitung der CIcichnog L mfisBcn wir jcitl 
noch über die Coordiualcn 9) und if> eine nähere Üesümmung madiMl. Wir wollen hier 
•mwliiMD, dale dieselben solehe Coordinatcn bedeoten, weldie für alle Ptanete, weldie 

nicht unendlich weil liegen, cndlirlic AVerlhc behalten, oder, mit nndorn Worten, solche 
Coordinatcn, welche lineare und ganze Functionen der gebräuchlichen Parallel -Coordi- 
■atsn rind. Alsdann sted also p, q, r und s eben solche Fnnciionen, und es atdlen dto 
GleirJiungrn (I) solche drei gerade Linien J.ir, deren jede, weil zwei I)iircli.scIillltti|NIBetO 
nocndiich weit liegen, die Curve dritter Ordnung nur in eineu einzigen Puncte ediiieUlel. 
Wv nennen Acse Linien Asymptoten. 

Eine Gurre dritter Ordnung hat aUo im Allgemeinen drei Asymptoten; und fibcr- 
dieÜB enihSk die allgemeine Pom L, welche wir ihrer Gleidung auf ciniige Weise geben 
können, den folgenden Sets: 

Eine Curve dritter Ordnung wird Ton ihren drei Asymptoten ia sol- 
chen drei Puneteo geschnitten, die in gerader Linie liegen *). 
. 165. Wcna wir die Gleichung I. auf nachstehende Weise schreiben: 

pqr 

so springt zuvUrdcrst in die Augen, daCt fflr alle Puncte einer und dcrsoibcn Curve der 
Werth des Ausdnuiks (pifris) entweder immer positiv oder immer negativ bleibt, )e nach- 
dem, umpekchrf, die Consfantc fi ncpaliv oder posiliv ist. Da nun aber der Werth jeder 
der einzelnen Functioucu p, p, r und s sein Zeicheu Ändert, wenn der Punct, auf welchen 
diese nmedoB besogeu wird, vod einer Seile der JMiQgPidieii unter den geradeB Linien: 

p B 0, ^ = 0, • r BS 0, » sss 0, (8) 



*) Dia Mf Htm Weis« voKksoiaMn bcsliaHHte aad fltr die Cervca dritter Oidonag dianicterialiaihe gmdc 
iMe welm idr, la den M|peto üeHiwnhsugia, .dia Lfads 8* e«wn, mil Immt dMch di« 



• = 0. 

(laritrllrn. Urbcrli-iapt trollen wir, mn mu lurz jiusiuilri'ulrn tmd doch VeÄue neuen Buennon;;«! ein- 
lofulirrD, gmdr Linien, da, rro dietribca für Yoriirgriid« Krürteruugrn Lctoodrre Bedcnlaog gewinora, 
all y,Linie-P", „Linie Q" u. ». w. beseicitaen, wenn in ihren Gleiebangrn dl« enUprechenden Bach» 
itihcn des UciDca A^pbabela Torlcomnca, woHach also dia «bta haseiclMetea gnadea lini» die AijiaH 
fls l m f ^'9, f M • B. a. w. liad. b •fitem Pnm ui k e w e id w wir damh • » 0 ledwe gsnde 
UriM diMtallao: Bit dar aadnrn Da iH l a n|iw «i aa Uaraach afae aed dh Biiisni^ ,.IM*.8** 
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auf die andere Seite derselben hiDUberrückt, so folgt, dab nicht irgend zwei Puncto der 
Corve so liegen kOnncn, dab ntiMhen dcoidben nur binsige oder drei Ton )«• 

neu vier geraden Linien hindurcllgdiai, sondern dab wirvidmelr ^eine oder zwei di«> 
aer Linien oder all« vier flbcfidkreiteB nfissen, um Toa Irgend «in«m Poncte der Cunr« 
so irgend einem andern Poncte derselben tu gelangen, 
fl^^ In dem allgemeinen Falle, iu wchhem nichl zwei der eben bezeichneten Tier geraden 
Linien nut einander parallcl.iiiud, und nicht drei derselben durch einen und denselben Punct 
gehen, theilen diese Unien die Ebene in elf Flüchenräume, in der 2. Figur, auf die nir 
uns der An5chaulichkeit wegen unmiltclbnr beziehen, sind fünf dieser FUchenriiunie durch 
n nnd die sechs (ihrigen durch b bezeichnet. Die Cune erstreckt sich, als Folj^e des 
oben Bemerkten, entweder blofs in jenen fünf oder blofs in diesen sechs Flächcnräuntcn. 
Hierbei ist es ganz gIcichgDliig, in welcher Folge wir die vier geraden Linien der Figiu- 
für die, ilmrli dii- Mirslclicmlcii vier (llcichungcn (3) diir»estell(en nehmen, so dafs die 
Figur alle mügUrhcn allgemeinen Fälle der gegenseitigen Lage der Unie ä und der drei 
Aigm|iU»len nnfalst, wenn wir ihr dioae Unbastimitlicit laaMO. 

166. Im AI!i;(-inf inen stellen sich p, q. r und s nis Functionen in y und x von der 
Fom x(^'+ax-i-b; dar; betrachten wir aber ft iu der Gleichung I. als eine unbestimmte 
Conatanlc, so können wir für den Coeffldenlen » In Jeder dnselneo Fonetioo dnen beKe^ 
bigcn "\>'rrlh .innchmen, und insbesondere auch in allen x (gleich Kiii-i 'cIai-!!. Oder, in> 
dem wir die Sache von einer andern Seite auffassen, es ist klar, dats die Form und goo« 
netriaelie Bedentong )ener Functionen von der Annakne der beiden Coordinatoi ^ mi 
1// abhnn^t: nehmen wir für (f und ni die gewöhnlichen P.irallcl ('oordinnlen y noiks adbai^ 
SO haben alle jene Functionen die Form Cy+ax+b) und die Gicicbuag: 




in der fi durch die nenn Coefficienteu der urspffingUcben aUgemeiaen Gleidnuig bestimmt 
isl^ gibt dann den nachstehenden Satz: 

Auf {eder beliebigen TmosTersal cn, die sich in der Kbcnc einer gcge» 
benen Cnrvc dritter Ordnung parallel mit sich selbst furlbcwegl, ist das 
Verhikltnifs des Abstandos jedes Durchschnittspunctes mit derCurre von 
der Linie S in dem Prodncte d«r Abatlnde doaaelben Panetei von d«B 
drei ,\!;viiiplolen ein csebcnes. 

Nach der Anfangs- ikmerkung dieser I^ummer, oder als einer andern Anoaba» der 
CoofAnaten ^ und ^ entsprechend, ergibt aldi der folgende, mit d«n vorigen nocb veiw 
wandte S.itz: 

„W'cuu man von irgend einem beliebigen Puncte einer gegebenen Gurre dritter Ord- 
nnng Perpendikel auf di« Linie S und die drei A^mptoten flillt, ao ist das VerbllliiUs dey 
ersten Pcqiondikels /ti dem Produclc der drei fibrigen ein gegebenes." 

167. Wir haben schon oben bemerkt, dab, wenn die drei Asjinptolcn und die Li- 
nie S bekannt rind, die ▼ollalSiidige Besliimnang der durch die Gleidiung L dargealellteii 
Curve auf gleiche \Veise dnrcb den Cot'ffiricnlen u oder dnrch irgend einen gcgebciun 
Punct der Cunre geschehen kann. Hierbei tritt uns nun die nahe liegende Frage entge- 
gen, wie wir den Ort des gegebenen Punetcs Teritndern uBssen, damit fit nwh dnander, 
alle möglichen Werlhc von (-|-x) bis (— -oc) erhalte, odir, was dasselbe hcifsl, dafs 
wir, nach einander, zu allen mflglichen Gurren kommen, weiche die drei gegebenen Asym- 
ploicu haben und dieselben anf der gegebenen geraden Linie S schneiden. Wenn wir 
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den gegebenen Punct auF cioer beliebigen der drei Asymptoten annehmen, so £iudca wir 

als Folge dieser Annahme /< = 531 — Q, und wir erhalten keine (.une iui ci^eullicbcD 

Siune, sondem du Sjrstem der drei Asjniploten, dvgetlcUt durch die Gleichung 

pqrssO. 

NduMii irfr hlngegea dm getdwaen Panct tnt der IMt S an, iokoomit /tssES^sd: x. 
Dmh dinett Werth Ton ^ wbd etoe Grinse beteidmet, wo die Glddumg I. flire Be- 

(loulung verliert, eine Griinze, der wir uns beliebig nni);ihcm, die wir aber, so Inii^ri; "ir 
die Asymptoten als gegeben betracliten, durch Leine endliche Coostanten -Annahme in der 
unprilnglfcheii •llgemeinen Gleichung erreichen kOnoen. De, vru die geonetriiche Den- 
timg dieser Gränze anbeinn^t, >t'enn = x , die Gleichung I. cii^erscits fttr alle Pandel 
die auf der Linie S, und andrerseits für alle Pnncte, die unendlich weit liegen, und denea 
deshalb, im Allgeraeinen, unendlirhe "Werth« der vier Functionen p, q, r und s entspre- 
chen, befriedigt wird, so ist crsieliliirh, dafs, ft mehr der gegebene Punct der Linie S 

' n&her rückt, ein ganzer Znei<: der Curve dieser geraden Linie sich immer mehr aunühcrt, 
nShrend ein anderer Zweig der Curve sich immer weiter entfernt. Wenn wir liicrnach 
auf irgend zwei der drei gegebenen Asjrmploten zwei Puncle A und Ii so annehmen, daCi 

• diejenige gerade Linie, eiche diese beiden Puncle verbindet, der Linie S iti iipend einem 
Punct C, der dritten Asymptote aber nicht begegnet, so i^t klar, dafs wir, nach einander, 
eile möglichen CurreB eihalten, wenn wir den gegebenen Punct auf der eben betekhne- 
ten Verbindungs- Linie, von A aus bis nach B fortrücken lassen. Für l.n^en des pepcbc- 
ocu Punctcs zwischen A und B ist der eutspredieade Werth vou fi entweder immer po- 
ailiv oder inamer negelir; flir Legen dceselben twiscbeo C nnd B nmgekehrt enlweder iae- 
mcr negativ oder immer positiv; er iiiidert sein Zeichen, indem er bei C durch x hin- 
durchgeht. W'cnu wir die beiden Puncto A und B so annehmen, dafs der W'crlh für (*, 
abgeeehen Tora Zeidken, roa diese« beUen Pancleo aoe nadi C hin, Iniaer wachst, so 

entspricht jeder andern Latc des gegebenen Ponctes z>vi.<(hen A inid IJ eine andere Curve. 

168. Wenn wir in dem allgcmeiacu Falle, wo nicht zwei der vier geraden Linien 
(3) mit einander panilld sind, dnen Ponct, der mendlich wdt liegt, betrachteo, so ist 
von vorne herein kl^r, dafs hUchslens jiur eine der vier P'iincliciuen p, c|, r und s in Be- 
ziehnng auf diesen Punct einen endlichen Werth behaltei> kann: eine Behauptun]^ die sidi 
anf bcüebig viele gerade Linien nnd die ihnen enlS|Mrechenden lineami Funclioaen ans- 
dehneu Mi-t. Z^ei der drei FtiBcliooen ^ q ottd r sind also nnlhwendi^ unendlich, wenn 
' ein« derselben gleich unendlich angenommen wird. Wenn wir für diese beiden Fondionen 
q nnd r nehmen, und die Gldchung I. dann unter der nachstehenden Form: 

p s= ■ (4) 

qr 

schreiben, so erhallen wir offenbar für p ein uuendlich Kleines der ersten Ordnung. Denn 
B haon kein uncndhch Grofses von einer hohem Ordnung sein, als q und r, und auch 
' keinen endlichen ^V^'rll^ belinilen, weil p verschwindet. Die ('iirve li.it also solche Zweige, 
die sich ins Unendliche erstrecken, sich aber zugleich der Asjniplote P immer mehr an- 
nlirm. Indens wir, am dnen unendtieh weit entfernten Ponct zo beidduien, den Werth 
von q oder r unendlich grofs angenommen haben, so haben wir dadurch eine Oänzc zwi- 
schen immer grOfser werdenden positiven und immer grüCter werdenden negativen Werlben 
dteser Ftandim aogedenlet: eine Grtbme, die wir ab positiv nnd negativ sagleieh be- 
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mcbten iama. fBenai Ul^ unitldbHr, dab die Om« ridk der Atjiaptote P mlt> 
fach nabert, indem sie sich den beiden cntgcgengeselzteo Richtungen immer weiter 
an ihr hinzieht. Die beideD andern Aiymploten stehen in derselben Beziehung zu der 
Canre. Es bat Dieselbe also sechs nnendliche Zweige, welche nch, paarweise^ an den drei 
Asjmptoten nach entgcfjengesetster Richtnag hiniebeD« inden da li^ denaeboit Uber 
Jede gegebene endliche Knlfcrnung hinaus, annBhem. 

169. Zugleich aber geht aus der vorstehenden Betrachlun^weise benror, dafs es einen 
besopdem Fall gibt, in welchem die Annäherung der Curre aa ihre Al|Jl^ptall^ «B P «tm^ 
▼oa der swdteii Ordnung iitr Dieser Fall tritt denn ein, wem 

8 =5 p4-x, (5) 

indem wir darch x irgend eine Conalanle beackbiMii. Dann fjAi neaattch d^klong 
(4) in folgende Ober: 



und wir bemerken, dab, wSbrend in den, eben betrachteten, allgemeinen Falle der 
Irr in dem AtisJrtirkc für j> , in Bezug auf Punrlp, welche der Asvmptolc P sich immer 
mehr uahcrn, ciu uueudlich UroCses von derselben Ordnung, als q und r ist, dieser Zähler 
iicb mm anf dte Conatanl« fm radwirt. Die Gleidiang (5) drtebt mm, dalii die Uaie 8 

der A.«yniplote P parallel ist. In Beziehung auf die Annäherung der Curre an jfire bei- 
den fibrigen Asymptoten Q und K ttndert sich nichts durch die eben gemachte Voraus» 



Wir wollen die Asymptole V eine osctilirendc nennen: eine Bcnenniinp;, zu der 
wir durch die Erwägung veranlafst und berechtigt werden, dab die gemeinschaftlichen 
FoBrte der fraglichen Aajmptote und der Cmre alte drei in mendlicber Bnlfemuog zu- 
samiiH iif.iIii n, >vona€h diese Asvmplole aofscrdcin also die Curvc in keinem andern Puncte 
mehr schneidet. Es folgt dieb schon daraus, dab die Durchschnitts- Puncte in endlicher 
Entfenrang der Onren dritter Ordnung mit üiren Asymptoten zogleicb auf der Uaie 8 
liegen, und diese im vorliegenden Falle mit der Asymptote P parallel ist. Es folgt ancb 
anmittelbar daraus, dab die Gleichung I., welche Iiier folgende Form annimmt: 

wenn wir p gPeicb Null «etieq^ alatt, wie Mbart aaf afaia lineare Foncdan» min anf dna 
Constante fut aich redudrt. (164.) 

170. Es kann eine Cunre dritter Ordnung nur dann zugleich eine zweite OicuBiende 
AR3inptote haben, wenn das zweite Glied der Gleichung I. skh auf eine Consiante redu> 
rirt; alsdann aber sind zugleich alle drei Asymptoten OSCnlircnde. Ana der Glei- 
chung 1., welche abdanu folgende Form annimmt; 

ergibt ddi: 

qr . P4 



^vorant die obige Behauptung folgt Es geht dieedbe andi adbon darana hervor, dafs, wenn 

eine .Asymptote eine osculirendc sein soll, die Linie S ihr parallel sein molt, diese Linie aber 
■o lange zweien Asjrmptoten nigleicb nicht parallel sein kann , als sie nicht unendlich weit 
rüdttt dann aber iat de ala Jeder gegebenen geraden Linie parallel anzusehen. Anf diese 

W«iM 
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Weise schliefst sich aucb ^Mmielriadk der ia Rede alehende Fell den vaifg^ de ci» n»- 

tergeordneter, «n 

171. Die Terschiedeue Ordnung der Annähcrunf; der Cuncn dritter Ördnong I., tod 
der wir, mit Eoler, ein Einlbcilnnpi-Priaclp derselben in Arten hernehmen werden, bringt 
tngleich eine verschiedene Lage der unendlichen -Zweige der Curvc gegen ihre Asjnnplo- 
ten mit uch. 

^^'ir können offcnbnr. In dem allgemeinen Fallr, aiiF iwot Zweigen dner Curve drit- 
ter Ordnung, welche sich nach enigcgengeselzler i\ich(ung derselben Asymptote nAbcrn, 
nrai Pnncte eo weit eotfant «ancbncn, de(s die beiden andeni AsynplotcB md die LMe 
S twisclipt) ihnen hintltircfi^rlirn. Dann mufs abor, nach dm Ticirarliliinjipn der H5. Num- 
mer, Dothwcndig auch die erstgenannte Asymptote zwischen den beiden Funcleil Undurcii- 
geben. HlenMis bt erriditlicb, deb, ia AllgeaMioen, «wei Zweige der Carve auf des 
den enfpcj^cnpcsol?.! (>n Seiten jeder der drei Asymptoten sich hinziehen. 

In dem zweiten uulergeordueten Falle hingegen, in welchen die Linie S einer Asjm« 
ptote pereDel bt, ktaoea wir cwei Pmete «of den beiden dieser Asymptote sidi ennibcni- 
den Zweimen der Cnrvo, so weif und der Asyniplolc so nah aunchincii , dnfs rwlsrhrii ih- 
nen die beiden Qbngen Asymptoten Iiindurchgelien, nicht aber die Linie i>. Hiemach er- 
gpbt rieh «ne den Betrachtungen der dien angeführten Nommer, daft aneh die entgcoanate 
Asymptote nicht zwischen diesen l u i d ei l Pwncten hindurrh^chrn kaiui, und also die bei» 
den aneodlichen Zweige der Cnrre auf derselben Seite an dieser Asymptote, die eine 
«MslireDde iat, nadi enigegengeseltlen Ricbtoni^ sieh hinxiehen. • 

Aus derselben Schlufsweise folgt, d^fs in dem drilUn, di-m vorigen wiederum unle^ 
geordneten, Falle, wo die Linie S unendlicb weit lio^t, jeder der drei^ osctUirendei^ Asyn* 
ptotcn auf derselben Seite xwd unendliche Zwel^^c sich annähern. — 

Wir können auch die eben angewandten Bclrachlun^sweiscn in eine mehr analytische 
Form einkleiden, und uns auf die Gleichungen (4), (6) und (7) zurückbezirhcn. Denn 
auf solche zwei I*uncte bezogen, die sich in entgegengesetztem Sinuc nai h der Richtung 
irgend einer gegebenen geraden Linie P immer weiter eutfemen, erhült offenbar jede gauo 
tmd Uneire Function, ufie ^ r, n. i. w., der eine gnade Linie entspricht, die dier letslge* 



•) W«aa wir ia dar Gldchang: 

• Ia dar f eai s ywlhafche hnOd^aeidtetteB, od«r andk EaMft aad gmia FauctioMii demlben be- 
dealca, wMrmil e hamer deastlbeii WcriK b«ib»lillt , drn Mien ContUnlMi • nn J <' »IlmäliTtg immer 

kWfaierc AVi rllii- (iMli-;<n, lu KilftTnl «ich ilir, durch dir»* GUichuiig d3ri;estFtltp , g( rü(J(' Liuif immer 
weiter, lie lir^ antndiich weil, wenn i miI i' brIde ititldcii rertcliwintlra. Wir kömien also ueea, 
UdlsGlafahwB« 

«-0, J 
«ran wk naa diMrlbe als dorcli da» Vi yilbiiiadia aweivr CMidUca aas der 
das ewte» GrUm wuMol aaldiaa CasidiMlra, y »d a, dia ayefct ■weaJBsl _ 
Paarte hnmrr «nillteba Werdw bchaltrn, ralaUnden inin, eka namlReh w>il «ntferat liegend» 

pi nulc I.inif dirsli-IIe. So Ungr \"nr nif!i( vorjinsi'tirn , iLf«, wälimid <\\e bridcn GrüfBcn » und «' 
immer nclir aliDi-buira, iwi«c^ duurltKa rine bcslimial« Alitiiingi()i«t Statt iinile, m lange iat die 

dea Aasdraeb ^ «taa gas «dwallmarta, aad faaa also aaf )eda MeUil* Bkblmig b«Mgrn 

Eine DiKiidlich weit entfrmtc g«r»de LJaie iat also, wrna nicht l>raoad«fc 
1, als adl jeder gsgahnm «mdca Liaia, glaicMel ob ditao laall «dar ^t^jUb irt, | 




18 



Digitized by Google 



138 



Dritter Abschn. Die Curven dritter Ordnung. 



naniUea nicht parallel Ut, Werthe tou entgegengesetztem Zeichen. Die Gleichung (4) 
gibt «Im in Beziebong auf soldiePanole Dir p einen Antdnick mit doppeltem Zdcben, nicht 
aber die GIdcUutig (6) und nicht die erste der Gleichungen (7). 

172. Ich habe zuerst in meinen „nnalytisch-geonetriachen Eatwicklangen'' *) gezeigt 
wie Hcb der Grad der Annlberung irgend einer CnrTe an Ibre Atynptoteii 
bestiaiincn und messen lafsl. Die ven>chiedcnea Ordnun^icn des Contades zweier 
Curven bestehen nemlich auch dann noch, wenn die gcmeinscbafllicbe Tangente im BerOh- 
nugspuncte in eine gcmcinscharilichc Asymptote übergeht und der BcrQhruugspunct selbst 
abo unendlich weil sich entfernt. \Vcun daher irgend eine Curve gegeben ist, die eine 
reelle Asjinptolc bat, so können wir unendlich viele Hvperbrln hestiiuincn, welche die- 
selbe Asyinplutc und auf derselben uii( <Ivr f;f^ebcncn Curvc, und also auch unter einan- 
der, in unendlicher Eulfernung einen drcipuncligrn Cuntact haben. Diese Hyperbeln go- 
niefsen (verpleiclie den eben aiiporiiln Im Ort) tiiicr iiirik» ünliüfii Eipfnlhiiinlichkeil. In 
jeder Hyperbel bci^tiuiinen bckaunlli( ii die beiden A^y iiipluten und eine beliebige Tangeute 
ein Dreieck, dessen Inbalt Dir alle Lagen dieaer Taagcate eomtanl bt: es bleibt dieaar 
Inhalt ,TM(!i dann noch consinnt, wenn >%ir von einer der sicli osriilirruden Ilrperbehi zu 
einer audcru ßbergebcn. Diesen constanlcn Inhalt küoucn wir daher als das Maafs der 
Annifacrttiig dieaer Hyperbeln and alao aaeh der gegebenen Corve an die 
gemeinschaftliche Asymptote, als das Maafs der KrQinmung in immer 7ti- 
nehmender Entfernung betrachten. Dieses Maafs der Annäherung ist also für vcr- 
acbicdaBe HjperiMb«inil geaMiiuchalUichen Asymptotea, wenn wir dieaallMi doidi IbU 
gnda GUchiiDg: 

pq-l-;. = 0, ' ' (T) 

in der X eine unbestimmte Constante bedeutet, darstellen, dem jedesmaligen Werthe die- 
aer GoDttanten proportional. £s wird, zug|«cb mit dieser Conttanfeo, wenn die Ilyperbd 
in ein System von v-wci peradrn Linien ausartet, {;Ieirh Null. Die Itcslimmung des numc- 
röchen Werthea diese« ftlaafsc« setzt eine nähere Beslimmong der ganzen und linearen 
IVmctioncn p und q Torana. 

173. Nachdem diese BcgrifTc feslgealellt worden sind, wollen \%ir in einige nähere 
Erörtemngen Gber die AnnftberuDg dier Curren dritter Ordnung aa ihre Asjrmptoten ei»> 
gehen. Eine Hyperbel, welche eine solche Gurre auf einer ihrer Asymptoten m unendU- 
cber Entfernung osculirt, und also diese Asymptote zu ihrer eigenen hat, kann aufserdem 
irgend eine gegebene gerade Linie zu ihrer zweiten ;4lymplote haben. Wir können also 
für die Oflcnlircnde Hyperbel eine solche nehmen, welche ngicicb zwei Asymptoten dec 

I Gurre in ihrer eigenen bat. Iit hicnadb« 

pqr-H«« = 0, l 
die Gleichung irgend einer .(.urvc dritter Ordnung, so können wir: 

pq+l = Q, (1) 
fündic irliiinj: einer Hyperbel nehmen, wcli he, >venn wir A gehörig bestimmen, jene Curvc 
sowohl auf der Asymptote P als auf der Asymptote, osculirt. Von den sechs Puoclen, 
in wdAen die Hjperbel (1), wenn wir X oBbeadannt lassen, de Gurre dritter Ordnung 

idineidet, liegen zwcininl z^vei auf den beiden gemeinschaftlichen Asymptoten unendlich 
weit, md nur zwei derselben Ucgcn, im Allgemeinen, in endlicher Entfernung. Diese bci- 



*) Zwttor Bad S. IM. 
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den DurcluchniU*paocte laweo sich anf die leicbtcate Weise bestimmei^r Wir crbaltea, 
nemlicb aus den vontdicnieD beMen-GleicbuiigeB toglddi die folgeode: 

Ir-fu = 0, (2) 
welche, da sie nnr tobi ersten Grade ist, eine gerade Linie darstellt, üic gerade Linie 
schneidet die Hyperbel in den beiden fraglichen Uurclischnitlspunctcn. Soll nun aber die 
Curve \oa der Hyperbel auf der Asymptote l* osculirt werden, ro mufs von diesen bei- 
den Durchschninspiincteii einer sich mit den beiden uiiriullii !i weit eiilferntcn IJurch- 
schnittf^uncleu auf derselben Asymptote vereinigten, dns hcilVt,. es uiuls die gerade Linie 
(X) mil eben dieser Aayinplote parallel sein. Soll hingegen die Curve von der Hjperbel auf 
der andern A^ymplole Q osetilirt werden, so nmfs die peraiie Linie (2) mit dieser nndern 
Asymptote parallel sein. Durch scliicklichc Iteslimniung der uubeslimmtca Coustanten i, 
lufkamet vAr, im AllgeneiDea, aadi einander Aeide DcdinfpiDgeB crfOUea. 

Da die (jlrirlum^ (2), \\r\m wir tlicsolbe dureh ti dividiren, nur den Quotienten x von 
iL in und nicht mehr diese beiden Coustadteu »elbdt enthält, so ist klar, dafs, wenn wir, 
naeb einaDfler, für TcracbiedeiM Weiihe «DBehneo, nrit diesen die ▼efsebiedeoen resni» 
tlrendm ^Ve^tl)e di r Toustanten x in gleiehem Verhilltnissc sielicii. In demselben Verhall- 
niu« als fi, wächst also auch, das Maafs dtr Annäherung der Curven an ihre beiden Asjnn- 
ptoren P and Q, imd mithin aneb an ibre dritte ABjmplote R. Also: 

Wenn wir naeb einander alle möglichen Curven dritter Ordnung be- 
trachten, welche dieselben drei Asymptoten haben, und diese auf dersei- 
ben geraden Linie scbneiden nnd durch die Gteicbung: 

pqr-l- '< s = 0 , 

in der aUdaun p, q, r und s vier gegebene lineare und gaiixe Functionen 
bedeuten, darstellen, so ist die AnnSbernni; dieser Curveo an ibre Asyn- 
ptoten dem Werthe der Constanten /< propurtional. 

174. Wenn wir r und s als Functionen von p und q betrachten, so kAnnen wir die 
Gleichung (2) auf folgende W«sft scbreibcs: 

;.(p-f-aq + b) — /i'Cp-l-cq + d) = 0, (.3) 
wobei fi' alsdann eine Conslaule bedeutet, die von fi nnd der particulären Ftmctionen-Be- 
stimmung abhängt, nnd durch die Constanten a und b, c und d die Lage der beiden ge- 
raden Linien R und S in Beziehung auf P und Q gegeben ist. Zur Bestimmung dc^enU 
gen \A erlheü vun A, bei welchem die vorstehende Gleichung (3) eine, der Asymptote Q 
parallele, gerade Linie darstellt, und den wir durch ^ unterscheiden wollen, erhalten wir 
dte GlelcbuBg: ^ 

A,, = u, (4) 
und xur Bestimmung desjeuigcn Werlhcs dieser Consianten, der dem Falle entspricht, dals 
die gerade Linie (3) der andern Asymptote parallel ist, and den wir ar Untencbddaiig 
lg nennen wollen, die folgende Gleichung: 

•^=9»'. (5) 
DMdirfii wbr die beiden vonUbcmleB Gleicbungen in eioMider, vn fi m eUmtaiieii, so 

Wann wir das Maafs für die iwicfacbc Annäherung der Gurre nn ihre beiden Asympto- 
ten P und Q durch ^ und ^ bexeichnen, ao sind diese Ausdrücke mit Xf und propor- 
tbmel (173>.. HienMdt drOckl tS» der cnto Tbcit der leisten Glekbong das Veiballaiis 

18» 
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der Annäherungen die beiden eben geoannten Atjmptolen tm. Um den zweiten TheS 
flg. S. dieser Gleichung geometrisch darzustellen, wollen Mtir UM aogleicb auC die 3. Figur be- 

xiehen, in der die Benennungen ^\t^r analytischen Bczeichomg entqpn 

abdaoo, ohne dhif» irgend eine nähere Fuiii tiom n- H<<.stimmuDg nOthig 
c _ «mSP.P . ««m1VQ,P Oj2i. 0»0 
a "~ «mSQiQ * «faROQ ~~ 0,Pj * ißöi* 

HtaMdi gdaaflca vtir «a der Proportion: 

Stall« wir maA diO lUcbstehende Gleichung 



(7) 

Als Folge der Svnmiclric in der liezeichnung gehen, wenn ^ das Maafs der Annäherung 
der Curre an die dritte Aijnnptote bedeutet *atu der letzten Gleichung sogleich die fol- 
gebdon hsUm hervor: 

Wir können aiio enf diese Weise das Verhlititifs der Aanlhernng eU 

ner Carve dritter Ordnung an ihre Asymptoten uaaitlelbar betlfninea» 
wienn diese Asymptoten' und die Linie S gegeben sind. 

BeilSußg füge ich noch die Bemerkung hinzu, dnb die -letzten drei Gieicfaungco aU 
Folge der RelMionx 

0,P, . OQ, . O.R, _ ' 

o,y,.oi\,.o.p, — *» . 

die sich onmittellMr aus der Theorie der Transversalen ergibt (BS\ SDgleich Statt finden. 

175. Wenn die Curvc eine osculirendc Asymptote hat, so ist das Maafs 
ihrer Annäherung an diese Asymptote gleich Null. Es ist dieb von vorne 
herein klar, und folgt auch UDmiUelbar daraus, dals, nach der Gleichung (5), und mit- 
hin .null vrr^rh\Mn(!rt , wenn c = 0, das heifst, wem die Uote S der AsjUptOtO p^ 
rallci und diese Asyuipiote also eine osculirendc ist. 

Wenn die Corve eine osenlirende Asyaplol« hat, so tet ferner das 

Blaafs ihrer Anniihcrung an eine ihrer beiden (ibrigcn .\ s y in p toten dem 
Maafse ihrer Annäherung an die andere derselben gleich. Denn es ist nach 
'* der Gleiehong (6) it, s i^' nod also ^ es wenn e aa a, das beil^ wenn die linio 

S der Asvinplotc R parallel und die?p .\?:yiTi]ito(e nlfo eine osculirendc ist. Hieraus folgt 
ni^eich, daCs es in diesem Falle eine solche Hyperbel gibt, «reiche die beiden Asympto- 
ten P und Q »aA n den ihrigen 'hat und, ngjleieh auf beiden diesen' Asymptoten, die 
Curve dritter Ordnuiip; dreipunclig osculirt. 

, 176. Um das absolute Maafs der Annäherung der Curven. dritter Ordnung an 
)ede ihrer drd Asymptoten sn bestinmen, wollen wir von der Voimsselmng ausgehen, 
daCi p, q, r und s solche Functionen bedeuten, welche kürzeste Abstünde von den bezOgli- 
chen geraden Linie darstellen. Wir wollen femer die drei, den As>inptoten P, Q und R 
fai dem von denselben gebildeten Dreiecke bezüglich gegentibcrliegonden Winkd durch a, 
ß and y, und die Winkel an den Durchschnitten derselben drei Asymptoten mit der Linie 
S durch ol, (f und / bezdcluicn. ( Diese drei letzten Winkel brauchen wir Ton ihren Ne- 
benwinkeln hier wkÄU an nnlerscbeidcn.) Alsdann ist dal Haala der Aonttherung der durch 



« 
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dte Glaidmiic (1) dargesteilten Hjpcrbel an ilire Aajnptoten, oder, wm dawetbe hab^ 
dw Ton don Wioket dieaer Asymptote durch eine bettebife Tangaite der HjrperiMtl 

2A 

geschnittene Dreieck gleich dem Ausdrucke — Wenn fetner: 

r (Kp-l-aq-l-b), • = a(f+eq+d), 

der Voraiusetztuig nach, lo wie p und q, Popoidftfll anf bwBg|Bcfcea 
dantdlcB aoUcii* ao eriialtcii wir sogleich: 



•ad ibo n die Stall* dar anprOngMcIten Gleicbung L di« fialB^ade: 

Nkk d« GhldMOg (4) U 
nnd cadlidi libo: 



= — 2«. . (10) 

Dorcb bloÜM BudMUben-Vertaiudiang finden wir, »ir BcttimmuDg des Mubet der Annl- 
der Com •■ Am beiden andern Aajnnftoico P und R, die DadutdMadoi Glci> 



^ ^ mnßtmy ^ «mseia/r * 

Wenn statt des Coemcientcn /i irgend ein Puoct der Curvc I. gegeben btt 10 kOo^ 
Ben wir auch durch die Yennitteluog dieecs Punctca die vonMebeoden Ausdriicke conatni. 
reo. Zlfhca wir in dicNm Ende doreh den gegebene« Ptmct M dne gerade Linie, wetcbe 
etwa der Aaymptote Q parallel ist, und bezeicbiien ihre Durcbschiiilte mit den beiden an- 
Aajmptolen P und R und der Linie S durch P,, IK, und S,, so kommt, wenn wir 
fi aeinen Ausdruck ans L sobalituiren und die Fonciionen p, q, r und a auf den ge- 
sund beiidMD: 

177. Wir wollen die Untersuchungen noch weiter ausdehnen, nnd ans die Aufgabe 
Stdlon, diejenige Hyperbel tu bestimmen, weiclie mit der'C.urve drillet Ordnnnr auf jeder 
ilircr Aüjuiptotcu in unendlicher EDtfcrnuug eiuru l^utact der tiüchsten Ordnung hat, oder, 
■dt andetn Worien. dl^enige Hyperbel za bcstinaMn, welche den Laaf der bdden an 
jeder Asymptote sich immer weiter hinziehenden unendlichen Zweige der Curvc genauer 
darilellt aU jede andere. Es gibt noch unendlich viele Hyperbeln, welche mit einer gD> 



*) (— h) Wbolcl acmlich. Dich itt cntrn der beiden idenliaehen dciehimgrn dr« Teste*, das vom PoBCle 
O, dna DerctMcbaiil« d«r beides Asyaiptoten Q and R, fifar weldica rssaaod «{al^aaf^ ^t<7» 
flate P fefeUle PerpeodikrL Bcseielmoi wir tmne Jh wm PMwIa Q«, dra DofchsahaMa darhsUni 
AquqMcB P «ad Ar weldHa p 0 aad q » •of die Aqr«pMa R gaftUlaPaifaadU i 
r.. ai«g»» diaadle ^UUkrngt r, — -^b, 

■d^llhirti 

fj^ sflia 

~" b " ~ lin/' 

wones der Werib fiir a dunch ßocbitabeif VerlMi«cbgi^ licb munilUlbar ergibt. 
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gcbeoen Cun'c auf einer gegebenen AtjiDptote iu unendlicher Entfernung einen vier- 
pnnetigen Contaet haben, nnd ich habe wdhon in meinen «•■>l7tiac]i<g«jDaieliisdiMk Eni* 

wicklunpiMi" •) gezcif;J, dafs alle solche Hyperbeln einen gemeinschaftlichen 
JUittelpuDct besilzeu. So wie sich aber durch fünf Puucle nie mehr als eine einzige 
Hjperbd lef/en llbt, so gibt es andi nur ein« elniige Hyperbel, welche mit der ge(^e- 
ncii (!nrv(' einen f (1 n f p Ii n c l i gc n Contaet hat, von dem wir hier v()rnii?=olzen, dafs er 
in uDcudlicLer Lutfemung Statt findet Dieser Contaet kann nur iu dem Falle, dafs die 
beillgliche Asjmptote eine oscolirenile ist, in einen sechsponctigen sich TcrwuMn. In 
dem F.illf l iiHT osf iilirciulcn Asvinplolo aber arlot «lie frafzlirhc Hvperhi'l, sclion für einen 
drcipuiicligen Conlact, iu ein System von z>vei geraden Ljuien aus. Diese bciilcn gera- 
den Ltaien sind parallel f&r einen vierpunctigen Contaet, und wenn sie (in die Asymptote) 
ziiiiammenfallen, geht der \ i<-rp(n)cti^<t Contaet unmittelbar in cini n sechspuncligen über. 
Wir können also in dem I<iachstehenden dj^ osculircndcn Asymptoten unberfiiiit lassen» 
178. Für die Gleicbung irgend einer Hyperbel, welche mit der dnrdi die Gldchong: 

pqr-t-,(ig =^ 0 , I. 
dargestellten Curre dritter Ordnung die gerade IM« Q sor gemeinicbaftiiclien Asymptote 
bat, crbalten wir folgende Form: 

qt>4-2 — 0. (I) 

in der t irgend eine nene lineare und ganze Function, nnd l irgend eine neue Constante 
bedeutet. Wenn wir q zwischen den beiden vorstehenden Gleichongen eliminiren, so er- 
gibt sich: 

Apr— /ist = 0. (2) 
Diese Gleichung stellt eine solche Curve zweiter Ordnung dar, welche durch diejenigen 
vier DurchschnilUpunclc der Curvc drilter Ordnnng I. md der Hyperbel (1) geht, welche^, 
im AUjirnicincn , niclit unendlich weit lieprn. Um nii^^ztulrfirlvpii , dafs die beiden lelztge- 
nanuten Curvcu 1. und (1) auf der beiden f^emeiusameu .\i>yuiplotc Q einen drcipuncti- 
gen Contaet haben, brauchen wir also blofs die Bedingung htnxaslellen, dab auch dio 
Curve (2) ciiii^ Ilypeilu'l sei, und eine Asymptote habe, tTcIchc mit der Asvmptote Q 
parallel ist; ilauiii einer der oben erwähnten vier Durchschnittspuncte nadt der Hichtung 
Aeser Asymptote nnendlich weit liegen nnd also auf derselben mit den beiden onendÜdk weit' 
cntrcrnlen DurrhschuillFpunftcn der gegebenen (]iirve dritter Ordnirnj; und der Hyperbel 
(1) sich vereinige. Um endlich auszudrücken, dafs der Contaet eben dieser beiden Coi^ 
jtB in nnendiidier Entfernung ^ ▼ierpnnetiger sei, reicht es hin, anondrOeken, dab 
die gerade Linie Q aurli riiic ^eineinsanw Asymptote der beiden Cim en (1) und (2) sei. 
In dem ersten dieser beiden ir'allc mflsaen wir hiernach nach der Itedingong fragen, unter 
welcher die Gleichung (3) folgend« Form: 

(q + >r)w-4-l' — 0, (8) 

nnd in dem zweiten, nach derjenigen, unter welcher dieselbe Gleichung di« Farm: 

qw+v»0, (4) 
annimmt, wobei nir durcli w irgend eine neue lineare Function und duch X nnd y irgend 
xwei unbestimmte Constanten darstellen. Ohne dafs, um hierhin zo gdang^, eine abso- 
lute Funelionen«Beslinmang erforderlich wSrc, ist es hinrei^eiid, dab wir fcstielicB^ wi« 
▼on irgend zwei beliebigen der, in den Gleichungen L und (2) 
Den, die Obrigcn abbangoi- 'Wenn wir, su diesem End«, 

•)ZmilerBaad&a4iu 
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r as p(p+aq+b), • ES «(pH-eq-l-d), t s tCf+fn-t-h), 
md der KOne halber, 

setzen, so verwandelt sich die Gleichung (2) iu die folgende: 

Ip(p+aq+b)— ^,i-|.cq+d)(pH-jq+b). (h) 
Soll dii-sc Gleichung die Foim (3) annehmen kAnnen, ao nttb im derselben p* r»» 
tchwindeu, wonach 

X s |w, t (•) 
soll (!ic?rlbe Gleichung die Fonn (1) niiiK-hnicn können, so mdsseii ntify^erdem anch noch 
alle dicjeuigcD Glieder ausfalten, welche p in der ersten Potenz und nicht zugleich q cnl- 
baltco. Didä gibt une ndien der vonleböiden BediBgüip*Gleielnng nod mit BcrOckaieb- 
%nag dendben «neb nocb db folgende: • 

b = d+h. ' (7) 

Die Dentong der GMdam§ (6) fBbrt xn den.Rendlaten der TüntebcndeB NttHmen m» 
tHA. Die letzte Gleichung zeigt zunächst, was wir in der vorigen MoHBerechnn voraus- 
ii baben, dab solche Ilvprrbeln, welche die Curve I. eof der Aajeiplole Q in on- 
Emfetinng vierpunciig o^culiren, alle denselben Mittdpmet haben. Penn die 
Lage Aetcs MittelpoDctoiy dai Darriwcbniltei der Aijmptote Q adt der geraden Lbiie T* 
deren Gtekbnng: 

p+gq + h = 0, 

lat beiH—t» wenn wir den Werth von h kennen, und dieser Werth ist durch die Glci- 
dinng (7) gegeben, bl in der 3. Figur Q, der zu construircnde, auf der Asymptote Q 
liegende Mittelpunct, und sind O,, O und Qi diejenigen drei Puncte, in welchen dieaelbn 
Asymptote von den Asjmptoten P» R und der linie S geacbnltlen trird, ao beibt di« 

0,Q, = -OQ, oder OQ, = -0,0,. 
Bezdcbncn wir femer die geneintcbaßlichen Mitlelpuucic aller solcher Hyperbeln, 
welche die Curvc I., statt auf äcr Asymptote Q, auf jeder der beiden nnJoni Asymptoten 
auf gleiche Weise vicrpunctig osculiren, durch P, und it«, so erhalten wir bei der Sym- 
ndiie der Gnnre^ in Besidiang auf ibre Aqraptolen, oondttelbar ancb: 
0,P, = — O.P,, oder O.P, = — 0,P,, 
OR. = — 0,K„ - 0,R, SS — OR|. 
Dn «B« drei Ptoiele Pi, Qi und Ri in gerader Unie liegen, lo ist neck der IlMOfie der 



0,P..OQ..O.Rt , • . 

O.Q,.0fi.. Ö.!*,--** 
Diesen Auf^drurk künucn wir necb den eeche voriM^gdicnden deiebongn aof^eidiln den 

folgenden umformen: 

O.P» • o»Q. . OR , _ 

0,(.),. OR,.OI»3 ~ ' 
und dieser sagt aus, dafs auch die drei Puncto P., Q, uud R, auf einer und derselben ge- 
raden Linie liegen. Diese gerade Linie bSngt auf keine Weise von der Constanlen /< ab, 
sondern, oachBem die drei Asymptoten P, Q und R gegeben sind, einsig nnd allein von 
der Linie S, zu welcher sie fiberdieCs in einer, durch die«« Ai^jmptoten vnranttdtal^ dorcb- 
aua gegenseitigen, geomelrisdien Beziehung steht. 
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Die gemeinsamen drei Milielpnncte derjenigen drei Gruppen von Hy- 
perbeln, welche ntt elaer {gegebenen Cnrr« dritter Ordnang anf den drei 

Aisy in p I o t (■ n in unendlicher Entfernung einen v i crp ii ii c ( i p r u Contact bik 
beu, liegen auf dieien Aajmptoten in gerader Linie, und diese gerade LU 
nie bleibt dieselbe fflr alle aadere Carven dritter OrdDnng, welebe di^ 
selben Asymptoten alt die gefebenea beben, and dieee in denselben 

Puncten •chaeiden. 

Zugleich ersehen utir ans den Torstehcodea Satte, iah, weaa die Linie S iosbeeoa' 

dcrc durch den Durclisriintit zweier der drei AsjmplOlea ffikS, die drd in Rede stehenden 
Mitlelpiincic aiir der drillen Avjnnptole liegen, und swar ao, dab, wenn etwa die Linie S 
durrli den Punct O, deu Üurrhscfanitt der beiden Asyniptolcn Q und R, geht, der gemein* 
sarae Mittclpunct aller Hyperbeln, «velchc die Curvc dritter Ordnung auf der AK^mptOle 
Q vicrpiiiKli}; osctiliren, in O,, imrl der gemeinsnino Mittelptnirt nller Hyperbeln, deren 
vicqiuncti^cr Cuntact uiit der i^urve auf der AsMn|)lutc K Sl.ilt finde), iu O, fällt. Also, 
andi in diesem Falle nur, kann es eine solche Hyperbel geben, welche zugleiefa xtrel 
As\mplo(<'n der Curvc drillcr Ordnung zu den ihrigen und auf einer dersi llicn mit der 
Curve einen vicrpuucligcn Cuntact hat. Und zwar g^t es alsdann immer zwei solcher 
Hjpeibdn: der Tierpeadige Contact Imhm aof fedw detjea%ea beidea AqnaploiMi im 

Curre, durch deren Hurchsrlinill die Linie S ^elit, Statt fiado^ uod die dritte AsjBpiOte 
der Curve ist beide Male die zweite der Hyperbel. 

179. Alle die nnendlich Tiden Hypcibeln, weMe die Gnrve L eaf der Asymptote 

Q in unendlicher Entfernung vicrpunetig oscnli'ren, haben, auf^er dieser Asymptote, die 
aie Bit der (jur^e gemein haben, noch eine zweite Asymptote T, filr welche wir irgend 
eine gerade Linie, die dorch den In der Torigen Nannner beftinnaten Pnnet Q« gebt, be> 
Ilcbig annehmen können. Denn die Ricliliuij: di rsdhi n knnn jede belicbi!:e sein, weil die 
Conslante g, von welcher dieselbe abhaugt, bei di-r iu Rede siebenden Art und Ordnung 
des Conlades, durchant keiner Bedin{;ung unterworfea Ist Aber es gibt eine efauige nod 
ToUkouinien beütimnite L.if^c der Asymptote T, für welche die Osculalion in unendlicher 
£jllfcrnuiig bis zu einer füurpunctigen ansteigt. Doch diese Lage der .\83rmp(ote T hJtaigt 
nidit, %fie die Lngc des Millclpuncles Q,, blob von den drd Asymptoten P, Q und R 
und der Unie S, sondern zugleich auch von dem Werlhe der Constatitcn u nb. 

Wenn eine gegiebene Cunre dritter Ordnung nit der Hyperbel (1) auf ilirer Asym. 
ptote Q in unendlicber Enlfemong difen ranfpoocligen Contact haben soll, so mufs 
diese Hyperbel mit der Hypeibd (2) auf derselben Asymptote einen dreipunctigcn Coa« 
tacl hüben. Die Gleichungen dieser beiden Hyperbeln können wir, nach dem Vorste- 
henden und mit Bcriicksichtigung der bohlen Bcdiiigungs- Gleichungen (6) und (7), auf 
folgeade 'Weise adireibea: 

»^qfp+pq-»-''} -f-/. = 0, 

q{(a— c— g>p— rgq— (ch-t-gd>|— dh = 0, 
wodurch In Evidn» (rill, dab dicee Ryperbdn die Linie Q aar gemdnsdbaMicbea Asym- 
ptote haben. I liniiiun ii Mir den Factor rj. dir in den beiden entea Gliedern der beiden 
Torstehenden Gleichungen vorkommt, so ergibt sich: 

*J*{P+CT-»-I»}+'i|(«— e— H)p-cgq-(di-#.gd)} =0» 
Diese Gleichung, welche auf den ersten Grad sich redocirt bat, stellt diejenige gendeli* 
nie dar, welche durch die beiden, im Allgemeinen, nicht in unendlicher lünlfemung liegen- 
den Durcbschnitts-l'oncte der Cnrve ood der fraglichen Hyperbeln geben. Um also aus- 
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ndrficken, dafs dicM sich auf ihrer gemeinschaftlichen AsjtBptote Q dreipanctig oscnliren, 
ilt es hinreichend, die Bedingung; hinzastcllen, dafs jene gerade Linie dieser Asjnoptote 
% parallel sei TQr diese Bedingiuig ergibt sich auf der Stell«: 

■ ' ■ Tdh -»-;.(;> — c — pl = 0. 

oder, wenn wir für h und / die obeu {^efundeuiu ^^ ertlie subsUtuircn, 

d(b-d)4-"^(a-c-g) = 0. 

Wenn wir insbesondere wiederum wie iu der 176. Nummer den vier linearen Funclio- 
Dca p, q, r und s in der Glekhang L Ae BedentoDg UOnceter Afielliide von den be- 

zG(;Iichcn geraden Linien peben, go stellt ( — p) den Ouolienlen der Sinus derjenigen htA- 
den Winkel dar, welche die zu bestimmende Asymptote T mit den beiden Asjmptoteo P ' 
ODd Q liildet, and wir erhalten, indeitf wir fita> « und ^ üure Wertbe eimelien: 

d(b-d)+«i^^^(a-c-g) = 0. 

18QL Wir «nolka ona nun an den «weiten Falle wenden, ^dala twei der drd 
FoDdioDen in dem enten Gliede der allgemeinen Gleidinng: 

pqr-*-/« = 0, I. 
ima^nlr sind nnd, dam cntsprecbend: ' 

q = t-+-wV— I, r = I— wV— 1, 

Selxen» Aladann kAnnen vrir in der vorstefaenden Allgemeinen Gleichung, statt der bdden 
imaginlren FnneliontaB q und r, die Mden redlcn, ganzen und linearen Fsnetlonen t and 
• w, und an deren Stelle wiederum, zum Behuf oim r ^rör.scrn Allgemeinheit, zwei neue 
> solche Fanctionen a und ▼ eiof&hren, welche mit den beiden zulctxt genannten durch die 
nachstehenden Gleichungen, in denen « eine wilikiftriicbe Constanl« bedeutet, verbunden 
sind: t SB B+ov, w s T— an» 

^M»"" etbalten wir: 

qr = (H-a«)Cu«+v'), . 
wooacb di« nn|Mrlli4||liclie GleiAnng I., indem wfar tngleid^ der KOna balbsTj 

Belsen, fai die felgeiide ttbeifsibt: 

p(u»+y';-f-/*'» = 0, (1) 
Der DurcbsehniK der beiden Asjuptoten Q und R bleibt aneb dann efai reeller Pond^ 
wenn die.oe Asymptoten selbst bnaf^r werden. Li dieaeni Falle können wir dcnaelben 

durch folgende (ileicbung: 

qr = (H-rt')(u»+v*) as 0, 
darstellen, durch (li.-siIlK- Glcicliinig, welche, in dem ersten nllgoiiieinen Falle, das Sy- 
stem der beiden A^ymptuten ausdrückt; und unter diesem Gesichtspunctc aufgefafst, ersetzt 
er ToHslMudig bei der geonelrisdien BcstinrnNUg der GUrrea dritter Ordnung jene beiden 
reellen Asymptoten des frCihcrn Falles. So wie rwei soirbc Asynijjloten als eine Grüuzc 
für Hyperbeln gellen können, so ist dieser i'unct alsdann als eine LUipse anzusehen, deren 
Dfanensionen inmer abgenounnen, wibrend ibre Durdnnesser, bis Versdwindcni dlesdb« 
T,n;;r und dnsselbe Verhsllnifs zu einander beibehalten haben, als diejenige Ellipse hat, 
welche, bei einer willkührlicheu Annahme der Conslanten durch folgende Gleichungen: 

qr'rs y*, oder tt*iK»* 
dargestellt wirfl, und \a\i der wir, mit analylisrher f'onsequrnr., wie von der entsprerhcn- 
.den Hyperbel in dem Falle dreier reellen Asymptoten, sagen kOoneo, dafs sie mit der 

If 
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Corve dritter Ordonng, io unendiicber Eotfenumg, einen (iimgpjb'cn) doppeUen Cootoct 
bebe. Uoi iMiger ÜM chreiiHmgeB llberlioben xa scia, wollen wir den, aoter dicecm Ge- 

■ichtspiinctc be(rarli(c(cn, ret^UcD DurchschnillspuDct der beiden hna^^inären Asyroploten den 
Aejmptotenpanct der Curve dritter Ordnung nennen. Hiernach kdnnea wir also 
andi von den beide« Axeo nd den imgeordDelcn DvdunMaem dce A^yMptotanpnnetee 
■piicben. Und sww ilellen die beiden Gletcbangen 

a = 0, T = 0, 

wenn wir fOf a nach einander alle inOgUchca Werthe annehmen, alle roi^lichen Paare 
folcher zugeordneten Durchmesser dar. Um ein besonderes dieser Paare auszuzeichnen, 
müssen wir eine nähere Functionen -liesliinuiunf; machen. Wir wollen einer solchen Be< 
■timmung, da wo sie Überhaupt nolh wendig ist, in der Folge Torzugsweisc die identische 
Bediogpogi-GIcidMiiigt 

Xu Grunde legen. Diese Glcitliung gibt fllr dcu vorliegcudcu i:all (43): 

V — ß = -(q+r) = — 2(B-|-«T> S —21, 
worwtt errichtlich ist, defit die dank die Gleichung: 

t = 0, 

dargeetellte gerade Lhie der nellen AiTwptote P paidU iik Diese gerade lini« M üm 
einer derjenisr-n beiden zogcordneten Durcbmencir des AljnptOtenpOBCtes, welche der An- 
nahme a = t) (oder a = a>) entsprechen. 

Die in dlesiBf Nannner Torgenomene Unfonming der GMcfanng 1^ findet Ibnlkker 

Weise aurh Tür den F,\1I Sinti. dnTs ctio beiden Functionen q-nqd r veclltind (29X wir 
gelangen alsdann zu der nachstehenden Gleichung: * ■ , 

p(a»_»»)-f.^ asO, 
welche an die Strlle der Gleichung (1.) IriK. 

181. Der 5atz, welcher die gcomelrische Deutung der Form der allgemeinen Glet>* 
cboDg I. filr den Fall dreier reeller .\symplofcn tat, dafk nemlieh eine Cnrre dritter Ord- 
nung ihre Asjmploten in solchen drei Puncten schneidet, die alle drei auf der geraden Li- 
nie S liegen, besteht nalOrlich auch iür den vorliegenden tweiten Fall, nur mit dem Un- 
teradiiede, dab hier zwei der drei Dnrdischnittsponcle der Linie S mit der 'Cnrre hnagi- 
nSr sind. Diese Linie gelbst bleibt hingegen flberall da, wo diese beiden imaginären Durch- 
■cbnittqtuncte nicht unmittelbar und abgesondert in Betracht können, in derselben cba- 
neterisHschen Beziehung zur Curre. Wir können Acselbe in )edcm der beiden allgemei- 
nen FSlle durch zwei reelle Punctc ^ounu lrisch bes(inniu-n: einerseits durch ihren Durcb« 
achnitfspunct mit der einen, immer reell bleibenden, Asymptote der Curve, und, andrer- 
seits, durch die immer reelle Mitte ihrer beiden imaginären Durchscbnidspuncle mit der 
Cur>-e, oder, was dasselbe heir»l, mit den beiden inaginRren Asymitiott n derselben. Diese 
beiden imaginären Durchsrlmitt.'^pnncle können wir ihrerseits durch die Linie S und eine 
derselben nicht begegnenden Gurve zweiter Ordnung gcowclrisck bestimmen. Doch ich 
berOhre hier diesen Gegenstand nicht weiter, weil wfar, bei Gdcgenbeit der GoMtmction 
der Curvcn dritter Ordimni;. auf denselben zurückkommen werden. 

182. In dem zweiten allgemeinen Falle, der uns )clzt bcschäfligl, ergeben sich Unter- 
aeheidungen, wcMn denen dee ersten Falles gans analog sind. Die Linie S iaC entweder 
eine ganz beliebige, oder sie ist der einri^eii reellen Asymptote par.^llcl, oder cnd 
lieh sie liegt unendlich weit. In dem ersten dieser drei Fälle ist die Asjmptote P 
eine gewOhaUahi^ und nuifc der oben inAnwmdong gebrachten Motbodo können wir kkbt 
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das Maafs der Aooiibenutg der Carve an dieselbe beatimiDeo. lo deifi x weiten dieser 
dni nile pwtieiilaiiairt üA die Tom der Gldehang <1), Man b die ii»cfcilft<Bd> 
ÜMifalil: 

p(u»4-v')+/«(p-hx) = 0, (3) 
.tPolMi X irgend diM GoDatante bedentet Die Asymptote P irt aladHiB efae OMoliKiide. 
D«a dritten FaU« aadlicli antspHcht die noch mehr partionUaMrla Fom: 

p<tt»+v»)+^ = 0, (3) 
in der eine Conatante an die Stelle der linearen Function s getreten lit. 

183. Ein Blick auf die Gleichong (1) idgt» dala, damit die Coiutante f» inMMrdaa- 
aallM ZaidMO behalte^ Iwim UelMrgange von irgend einen Puncte der beiOgUeben Gurv« 
in irgend eineai andern Werthe der Functionen p und a entweder beide Our Zeichen be- 
baheilt oder beide xogleich ihr Zeichen ändern ntU«&cn. Die Curvc kann sich hiemach 
blob in einem einzigen der beiden Paare von Scbeilelwiakelo, welche in Dordwcfanitte der 
beiden geraden Linien P md S gebildet werden, eratreckca: Ei sieben aich also anch die 
beiden uncndiicben S&weige deraeUMn raf den beiden Seiten naeh antgega n gead iter Bidi- 
inng ni) der A^ymploie hin. • 

In dem Falle, dafs die Linie 9 der Asymptote P parallel ist, mufs, damit /t seüi Zei- 
chen nicht ändere, der Werth von p entweder immer innerhalb der GräflMn'MuU and 
{ — x) blfibfii, oder immer aufscrhalb derselben (irihirrii liefen. Die C.drve erstreckt sich 
also entweder ganz zwischen den beiden Parallelen V und oder ganz aufserhalb der- 
aelben, ao dala sich die Curve notbwendig also aocb beide Kaie der Aajmpiote P nach 

entgcpensjeselzler Richtung auf einerlei Seile nSlierf. 

In detn Falle, dafs die Linie S unendlich weit liegtt befindet sie sich ganz auf einer 
■nd daradben Seite ihrer etozigca, redka aod oaedtamdcBi -Aejuptota^ 

181. Die durch die nÜLMinriite Glcicbun? I. darpcslelltcn Cnrven dritter Ordnung 
theilen sich also nach dem \ urhcrgcheuden in zwei grobe Abtheilungeo; in der einen sind 
die Aaynptoten alle drd reell, in der andern aind swd deraelben knaginlr. in )eder der- 
aelben gibt e.-; oiiie untcr{;oordnctc Abiheilung, in der eine der drei ymplof m eine os- 
enlircnde ist, und die Cuttc deshalb biob von acht (Jonstanlcn abhängt; und in jeder 
dieaer nnfergcordneten Abthcflongen gibt es wiederan eine neue Abstofong, dala neadidb 
die I.iiüe S unendlich weit lie^t, wonach die Cur>'e nur noch von sieben Constantcn ab- 
hängt. Die sechs, paarweise coordinirtco, Fill^ welche aich iüemach ergaben, können wir 
dnrdi bigende ilMdchungign dantdlen: 

p(u«^y»v»)+/i8 =0, 

p(u«=pj'»v»)-|.^p-Hx) = 0, 

p(u'=p;'H')+|i Ä 0, 
wobei sieh dfe-nbti« V«isdehei| auf dbB ecate, die nntem anf die iwdl« Haopt-Ablbai- 
long belieben. 

165. Zwischen den beiden Haapt- Glessen von Curvcn dritter Ordnung, nit denen 
wir uns bisher in diesem Paragraphen beadilfligt baben, bUdbiB diqenigien CurvCB 
Uebergang, weich* dvcfa die Gleicbun«: 

dameatellt werden. Wir haben sdton in dnar frtbern Nnmmr bemAl, daCi Uar die 
aUgänafaie Glaicbnng die Faun» 

pUT+fU = 0, I. 

oder: . . • 
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dealialb triebt neir aanebacii käan, wcU,- bei der Conatantcn-BesttiBamoKi in xw»i FmIo> 

TCM {](■$ crslen Gliedes dieser Foni^ diejenigen beiden Cunj^Ianteii (b' und b"), welche 
den beiden vcräiiderlicbcQ GrUfsen tp und y> unabhängig sind, unendlich werden ; da« hciil^ 
wem wir geometrisdi denlen, swei Asymptoten Q and R rind, indem de eine besünmile 
(lurch m' und n" angezeigte Uicliliu)^ beibehallrn h.ibcii, iinriidllch weit perfirkt. Wir kön- 
nen in diesem Falle, um den Lauf der bezüglichen ituuier >vciter sich erstreckenden Zweige 
anniherungswciae damnlellen, «n die Stelle der beiden AMinptoten eine Parabel setten, 
«lif eine Ucbcrp.inj^s- Ctir»-c von Hyperbeln zu F'llipsrn ist, und von der lunn, in dieser Be- 
ziehung, sagen kann, dafs ihre Af^uiptoten, auf gleiche Weise, wie die oben bezeichneten, 
den Utobergang vom Reellen zum ImeguiSren bildend, nnendUeb weit entfcnt liegen, aber« 
obwohl unendlich wieit enilemt, doch nie den Dnrchineitem,der Parabel panlld angwe 
hen werden mOasen. 

186. Um die Gleidinng II. zu befriedigen, liOoneo wir, nach einander, ]ede der fol- 
gniden beiden GleichuDgen , 

P = 0, . . (1) 

q»4.xp = 0, • (2) 
bealehen lauen, nnd eilaltcn aledann beide Male aoe der Gleidiang der Corre; 

8 = 0. (3) 
Die durch die Gleichung (1) dargestellte gerade Linie schneidet die Curve Ii. also nur 
in CHWB einzigen Pnncte; die beiden andern Dorehnittspanele liegen unendlich weit. Die 
durch die GliidnitiL' ('1) darj^estclllc Curve ist eine Parabel, welche von der geraden Li- 
nie P iu ihrem Durchschnitte mit der geraden Linie Q (derjenigen geraden Linie, deren 
Gleiebnng! q = 0) berObrt wird, nnd dicae Ictotgenanate gerade Linie in einem ihrer 
Durclimesscr hat. Widirmd, im Allgemeinen', eine Curve dritter Ordiumf; von einer Pa- 
rabel in sechs Punctvn gcscbuiltcu wird, redndrt sich in dem vurliegeuden Falle die An- 
taU der Dorebschnitlspnnefe der Corvo II* nnd der Parabel (9) anf zwei. . Jede solche 
Reduction findet aber nur in Folge davon Statt, dafs eine pewisse Aniahl von Durch- 
schuillspuuctcn, hier also vier, unendlich weit gerückt sind. Man erhält auf di<;se Weise 
im Gemen nor drei Durdisdnittsponete des Systems der geraden Linie (1) nnd der Pa- 
rabel (2) mit der Curve dritter Ordnung II. und diese drei Punrle, von denen die beiden 
letzten auch imagpoar sein können, li^en auf der, durch die Gleichung (3) dargestetUeo^ 
Linie S. ' 

Die gerade Linie P ist», wie in dem frQber discuUrten Falle der Gleichung I., eine 
Asjmptole der Curve dritter Ordnung. Die durch die Gleichung (2) dargestellte Parabel 
ist als eine hmasinllnige Asymptote der Curve anzusehen. Es iiilt nna andi hier- 
bei eine volUtSndige Analogie mit dem eben erkühnten allgemeinen Falle entgegen, dafs 
die Curve drei geradlinige Asymptoten 'hat. Wir können ncmlich an die Stelle irgend 
zweier derselben eine solche Hjpcrbcl setzen, zn welcher sie, vvie zu der Clurve dritter 
Ordnung, in der Beziehung von Asymptoten rteben. Alsdann spielt diese Hyperbel die 
Rolle einer hyperbolischen Asymptote, weil sie mit der Cunc dritter Ordnung in 
unendlicher Entfernung einen doppelten Contact bat, und an derselben vier unendliche 
liweige diceep ktatem sieh inNucr weiler hin erstrecken, wobei die Ordnung der Annthe- 
rung dieselbe ist. als die Ordnung der AnnSbcrung der Curve dritter Orduuni^, oder auch 
der fraglichen Hyperbel selbst, au ihre beiden, gemeinsamen Asymptoten. Der doppelte 
Conlact in nmndUcher Entfaning beetebt ancib dam, wean» ia dem Talle der (äeünnig 
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n., an die Stelle der Hjrperbel eine Parabel tritt; Dar verlieren die -beidcD gersdlinigieB 
Aftymptoten der eraUra iÜre feoaMtriedie Bedeatang bei der Be e l i Aa im g dieset Conlactei. 

Sic rücken immer weiter tmd sind in der Griinzingc als zusammenfallend zu betrachten; 
ilire Richtung nähert .rieb, indeoi sie immer ffeiler rttckeo, einer bcstioiplen GrSnze, der 
Richtung der I)urcbnic«eer der Parabel. So wie ferner aber der eine Tbcil der hyperbo- 
lischen Asymptote nur dadurch in eine Parabel sich anwandelt, dafs der andere Theil 
(li rsribon, inHi'jn er immer weiter rückt, verschwindet, so verliert die Curve dritter Ord- 
nung 1., indem sie in eine Curve von der besondem Art, der die Gleichung II. entspricht, 
sieb rnnwandelt, gleichfalls xwei ihrer nnendÜdMtt Zweige. Auch die beidm ihr noch 
blribendi-n uncndliclu'n Zweige verschivindcn, und die Curve dritter Ordniinc erblilt >vic- 
derum drei geradlinige Asymptoten, von denen aber zwei imaginär sind, »cua die l'ara- 
nbd in eine, diese Curve in uoendlicber Entfemimg doppelt bertihreiide,' Ellipse fibergebt. 
Der doppelte Confncf auf der parabolischen Asymptote stellt sich uns hiernach zugleich 
als eine vierpunctigc Osculalion dar, durch wekbc hindurch der reelle doppelte Contact 
in doen imaginlren übergebt. 

Wir können al«o mit vollem Rechte sagen, dafs die durch die Gleichung II. darge- 
itaUten Cnrven dritter Ordnung eine geradlinige. Asymptote P und autserdem eine 
paraboliseb« Asymptote (9) bdwB: Doch, so vrio'swei Paare tmendlicber Zweige 

einer Curve dritter Ordnung von der nüprmcincn Art uni'ndlirli vi.'lc hyi)erbolische Asym- 
ptoten haben, so bat auch eine und dieselbe Curve 11. nicht blofs eine, sondern an- 
endlieb viele paraboiiacbe Asymptoten. Ueber diesen Ponct wollen wir Indnige 
aosfübrlicherc Erörterungen einpchen. 

187. Wenn wir au die Stelle der Gleichung II. die nachstebeqd^ von allgemeinerer 
Fem aelMB: p(q«-H'r)-|-^V ss 0, (4) 
80 steht zu der, durch diese Glcicbung dargrstellten, Cnrve dritter Oidnnng di^enigc Pa- 
rabel» deren Gleichung: q^+il'r = 0, (5) 
H 8MI In derBell>en Bedebung, als tn der Gurre H. die Parabel (2). Die Curve (4) 

' kt Demlicfa durch die parabolische Asymptote (5), durch die geradlinige .\syniptote P, die 
I«|nie 5' nnd den CoeOicicnten ft' voUkononen bestimmt. Die Parabel (5) ihrerseits ist, 
nacb der Form ibrer Gleidian^ dnreh Ae beiden geraden Linien Q und R, von welcher 
die erste ein Durchmesser derselben und die zweite <li< Tangente im Scheitel dieses Durch- 
messers ist, nnd den Coefficienten X' bestimmt; diese Bestimmung kann aber auf unend- 
licbfocbe Art Statt finden, und zwar so, dafs die Tangente R jede beliebige Richtung ha- 
ben nnd insbesondere auch der, als gegeben iMliaciltctcn, Asymptote P parallel angenom- 
tnen ^vcrdiii kniin. Hiermit in Uvbereinslimmung, enlluilt die (Ticichung (5) eine Con- 
stantc mehr, ah %ur Ui^stinnnung der bezüglichen l'arabcl nülLig ist; die Qberlliissigc Con- 
stante verschwindet aber, wenn wir, der obigen geometriadiett BescIwiBknDg ^emlik, die 
Glekbnng (5) anf-nachatebeDde Weise particularisiren: 

q'-*-A(p+o) = 0. (6) 
Wbr kSnncn also aitch die Gleidmog der Cnrcn dritter Ordnong (4«)» wihmrbadrr der 
AU^ilMinlMit» unter der fialgcnden Form schreiben: 

SO dafil also, bei ac^cUidier Constantcn-Bestimman^ die Gleichungen (4) und (7) dieselbe 
Gorve dritter Ordnung und die Gleichung (5) und (6) diasdiie Ponbel ^rtf eilen. 

188. Der Gleichung (7) kOnnen wir, durcb Finfliltr^ng efosr nanei^ §HK wiUkUbiii- 
cben Constanten et', folgende Form geben: 
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p{q»-i-A(p+a:)}+^iV+i(a-«,'>p = 0, (8) 
mdf Trenn \^ir, der Kürze wegen, 

MiMD, ergibt Akt 

ciD« deidrang für Aetclbe Corre dritter OrAaug omI gM» von deiMlbcn Fonn. Aber 

an die Stelle der durrh die Glridiimgen (6) oder 0^) dwgeilcIlteB Parabel kt eine-andef«- 
getreten, diejenige, deren Gleicbung: 

q»+A(p+<0««, (W) 
ist Da a eine ganz willkOhrlich anf^enommene Conslnntc hcdi utrt, kflnnrn rrir, nach ein- 
ander, durch die letzte Gleichung unendlich viele verscbiedene Parabeln darstellen, welche 
alle m der Carre dritter Ordnung genau in derselben Beziehung stebeo. Und eben am 
dieiein Grunde redacfat lieh die Anzahl der Cutisinnirn in der Glfi<]uin^ (7) noch um 
Eim. Wir kSoiiCD oeenlidi von vorne herein bestimmen, das heitst, unter den unend- 
lich viden peraboKtAen Asjuptoten cioo beeoodci« bervorbebcn. Selxen vrir k ao' 
wählen wir diejenige, welche ifie gendtinige AejrniptotoP der Corro dritter Ordnmg be> 
rfihrt, and gelangen, indem wir 

^V-hP-ap — fit 

«eben, .« der Gleldiang: 

p(q'-t-Ap)-+-H8 = 0, ■ n. 

in der die Zahl der Comlanten auf die nothwendige herabgesunken ist. 

189. Die Gleichung (10), die bei einer beliebigen Annahme der Constantcn a', nadk 
einander, alle niikUeltcn parabolisrlicn Asymptoten der Curve ( 7 ) darstellt, zeigt, dafs man, • 
wenn eine derselben gegeben ist, sogleich alle erhsit, indem man die gegebene, parallel 
mit sich selbst, nach der Richtung ihrer Durchmesser, verschiebt; deun, alle diese parabo- 
lischen Asymptoten li;ibcn, nach der eben angefOlirten Gleicliniie, dicsolbe gerade Linie zu 
Utrer Axe und gkiclitu Parameter. Zugleich erhalten wir hierdurch den vollständigsten 
An&^ttb darOber, dafs es unendlich viele solcher parabolischen Asjnploleo dersdbm 
Carve geben intifs. Denn irgend Z"< i Pdabcln, mit gemeinschnftHrher \xe und gleichem 
Parameter, nähern sich einander immer mehr; in der Art, dafs zwei Bogen derselben, die 
vnendlicii wfit entfernt liegen, and die wir ans etwa swiseben nrel CUrärdinatcn der Axo 
befindlirli denken mögen, als einander unendlich nnho iiiid zugleich der A\c parallel zu 
betrachten sind; wenn also eine Gurre einer solchen Parabel sich immer mehr nähert 
hidem sie ridi innner weiter an' derselben binxiebt, nähert sie sich togleidi nnendileb 
vielen iinmci indir Wenn wir uns einen gemeinsrli iftüc lu n Dmi Innossrr dii ^cr l'nr.i- 
bel, parallel mit sich selbst, fortgerückt denken, so behalten zwar die beiden Durcbscliuilte 
desselben oit irgend cwei der Parabeln iaimer dieselbe and 'einer cKeser beiden DnrA- 

schnitt^punctc und der beziigliclii" T)iir( !i-rhiiillspuiirl mii drr jirh anotthernden Curvc, im 
Allgemeinen, immer eine endliche Entfernung, wie weil wir auch vorwärts geben mögen; 
aber sobald man, ilatt dee Dnrdnacesers, eine gerade Linie, die nai irgend ^ebien cndü- 
choi Winkel gegen densdben geneigt ist, parallel mit sich sdbst, fortbewegt^ lo mbert 
sieb jene Eotfemong iinaier mehr der Griinze Null. 

Ulk Indem die paraboUscbe Asymptote ( 10 ) parallel mit afaA asHist fottHldLl; drebt 
sieb die linie S, um einen festen Punct der geradlinigen AsvnptOte P, ond kann, im AII- 
gesMinen, )ede beliebige Richtung aonehaten. Es seigt dicfs nnmiftelbar ein Blick auf die 
Gleichung i;9). Wir kOnnen also andi ^ insbesondere so bestimmen, dafs die Linie $| 
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ein Darclmiesser der parabolischen Asymptote wird. Alsdaim Tereinigt sich mit den Tier 
OBCodlicli weit «ntfenit lieg«id«o Piirc l i actoltli| wiB C t<p der Carre dritter Ofdmmg und die- 
ser Asymptote, nixli ein fünfter, so dafs die beiden Cunren in endlicher Entfernung sich 
nur noch in einem einzigen l'uucte sclineiden. Um der obigen Bestimmung nachzukommeii, 
wollen wir Itlr tt ebien ■olclien Werth (— x) «ndmen, dörA den die GleiclHing: 

in der /i, und a unbestimmte Constaulen bedeuten, eine identische werde Alsdtnn niont 
die-61eidiaog der Onrve nadntebend« Form en: 

p{q'+Ä(p-x}H-/«.(q + ff) = 0, 

oder aach, indem wir atatt p echrdben» and die Mariie \m. der CoMtantea lotl- 

lasseu, die folgende: 

(p+*){q'+ip}-t-."(q+ff) = 0. U.i. 

Diese GIcichang eniliält, wie die Gleichung II., blofs die nothwendij;«? Anzahl von Con- 
stanteo, und gestattet also, so wenig wie dic^c, wenn sie alle mügUcbeu Curvea dritter 
Ordnnng and der firagUchen Art denteilen soll, eine neue Particalnieation. Wir wollen 
diese letzte Gleichung II. a. vorzugsweise Tor der Gleichung II. den spülern Entwicklunecn 
xa Grunde legen, weil in ihr die Beziehung der beztlglicheu Curve zu derjenigen ihrer pa- 
whoBMiiM lasjiu^eHm^ wdche «lIciB, nnter den nnendlidi vklea, alt ihr in nncndlidier 
Entfernung einen innigem (sl.iit eines vierpunctigcn einen fOnfpunctigcn) CoBtact kitf» in 
£videnz tritt. Die Gleichung diei-er parahuUschen Asjrmplote ist hierbei: 

q>^-lp = 0, 

«od die GlriflmBg der yradlinigeni 

p.4-ir Ä Ol 

191. Die identische Gleichung (9) zeigt zwar, dafs, im Allgemeinen, bei einer schick- 
lichen Annahme der willLührlichen Constanten a', die Linie 5| der Linie Q, das heifst den 
Durchmessern der parabolischen Asymptote parallel werde, sie zeigt aber zugleich aodi, 
difo dkfii in hm dmigen beeondem Falle, dafs: 

b' = vi^ + ß), 

nicht geschehen kOnne. Alsdann behielt die Function s, ebenfalls, fQr jede beliebige An- 
. sahmc von o", dieselbe Form als s', in der v uml ß zwei unbcstioMBlO Constanten bedeu- 
ten. Wahrend in diesem Ausnalnnsfallc also die parabolische Asvroplotc nach der Kich- 
timg ihrer DorchmcsBer fortrückt, bleibt die Linie S, parallel mit sich selbst und der gc- 
ndUnigen Aeymptotc P. 

Et catapricht den fraglichen Falle die Gleichung: 

p{q'+ir}-h/«'(p+/?; = 0, 

dte lieh saaldM in fblgenae omwaadelt: 

p|q»4.i(p+«)}+/(p+.^) = 0, (11) 

und dann insbesondere auch, weim wir die parabolische Asymptote parallel mit sich selbst 
so lange fortrücken, bis sie die geradlinige Asymptote P berührt, die nachstehende Form 
WdOHlti p{q>-|-Jp}^^'(p+/9 s 0. (lä) 

Wir können aber auch die parabolische Asymptote, und zw.ir .uif einriebe \Veise und 
Uaft am eine endliche Strecke, so fortrücken, dafs die Linie S (deren Gleichung p -4-/9=0) 
■Modllffc weit lidi entfenit Fuhren wir ■«■Keh «nf gleiefce Weite, wie firOlNr, eine 
wUlbAriUie CcHtstante «' in die Gleichung (11) ein, und setzen: 

«o ffil 9mt GieichBng in die folgendo Idbert . 
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p{q' + A(p+a';}-«-/*iP-4-^* = 0. 
aii4 dicM cndlieli. Hain «irV M» bertimeB, «farfb 

/i, ^ + = 0. 

ond dapn s (— *) nehmen und (p4-x) statt p sclireiben, in die naclutebende: 

(p+x)(q'-+-;.p}+M = (W) 

W«in aber die Linie S, i*clche die drei" DurchschnilUpanctc der Curvc dritter Ord- 
mmg und des Systems ihrer pern(lliiii<;en iiud parabolischen AsjmplOte eolbSlt, insbeMD- 
d«re der crsigenanutcu Asymptote parallel ist, so ist diese eine osculirende, and bleibt 
«■'•oeb dann, wenn die Linie S immer weiter fortrfickt. Indem alsdann aber auch die|c- 
nigen beiden der (ibit;e!i dfi Diiirlisrliiiiitspuncte, welche auf der parabolischen Asymptote 
liegen, unendlich weit sich enlfcruen, vereinigen «e »ich mit den vier schon unendlich weit 
iiec;eiiden Darchachnittspanctea dieser Aqnplot« und der Curvc dritter Ordnung. Diese 
wird von jener auf einer unendlich weit enirernlen cern<!eii Linie scchspjinctig 0»Cttlirt ' 
ond aufserdein ajsu in keinem l'uucte mehr von derselben geschnitten. 

192. Wir ktlnn« mdi bier «iedenm nach denfenigm RdeÜonen fragen, welche den, 
in den beiden letzten Nummern etiluif kellen, in dem allgemeinen Falle der Curvc dritter 
Ordnung und mit drei geradlinigen Asymptoten cntsprecben. Irgend zwei dieser drei Asym- 
ptoten w/Bmm wir Meibei mHbwendif als mMonienfebOrif bemdiicii, wcÜ inner nur swci 
dcnelben xngleirh unendlich weit fortrticken und immer nur zwei zugleich imaginär werden. 

Wir beben früher nachgewiesen, daft es, unter den unendlich vielen hyperbolischen 
AeTnpföten, an denen swei Paare unendlicher Zweige einer Cure aich hingen, imner 
eine gibt, welche zwei dieser Zweite, die dieselbe geradlinige Asymptote haben, in un- 
eodlicher Entfernung dreipunclig osculirt. Wenn eine parabolische Asymptote an die Stelle 
der hypcrboliaebcD tritt, so fallen die beiden Asymptoten der ielzteni in nnendlieber Ent- 
femnng zusammen, und mit ihnen also auch der auf einer derselben liegende Osrulations- 
md der auf der andern liegende blplse Berühruogjspunct, und .bilden, in diesem Sinne, 
eine ffinfpnnetige 0«cnUitioa. Die Ordnung der Annlbetong der Corre an die beiden 
Zweige der fflnfpuDCtig osculircnden parabolischen Asymptote ist dieselbe; die den Durch- 
nesscm derselben parallele Linie S acbncidet weder den einen noch den andern dieser 
beiden Zweige ▼orzogsweite. Wibrend aber, hü dem FortrOclen der paraboSiwlMn Aaym- 
ptote, die Linie S durch diese Richtung hindurchgeht, schneidet sie vorher den dMtt osd 
nachher den andern Zweig: vorher nähert sich also die Curve dem einen Zweige mebr 
und nachher mehr dem andern; indem sie, um mich so auszudrücken, das Bestreben hat, • 
mit demselben eine drcipunctigc Osculation zu bildeu, die erst in unendlicher Salfa^ 
nung Statt findet, wo sich dann aber zugleich auch, wie oben schon bemerkt worden ist, 
mit dem Osiulationspuncte der Dcrfihrungspnnct auf dem Jedesmaligen andern Zweige 
.vereint. 

Es gibt ferner, im \lls;craeinen, keine Hyperbel, welche mit einer Curvc dritter Ord- 
nung zugicicli auf zwei ihrer Asymptoten einen drvipunctigcn Coutact hat, soudcrn dicfs 
findet nur bei einer besonder« Art dieser Gurren, nemlicb bei solchen nur Statt, derai 
dritte Asymptote eine o=rnlirrii(le i<t (ITO). Hiermit vollkommen in Uebereinstimmung, ha- 
ben nur solche Curveu mit parabolischen Asymptoten, unter diesen eine scchspuaclig' 
oteulirende, deren geradlinige Asjniptote ebenfalls eine neenUrcBde ist.. Bei einen acbidt. 

liehen Versdiiebm der pnrnbolischen .Vfymptote, entfernt sich alsdann nemlicb einer ihrer 
Darchscbuillspunclc mit der immer parallel mit sieb selbst bleibenden Linie S, und also 
Mdk ait dw Cnnr« dritter Ordnaag, anf )eden ihrer Zweig» inner weiter; die CoiTn 
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hat alsdnnn das Bestroben, auf jedem Zweige eine dreipuncligo Oscalation lu bilden, die 
aber erst dann Statt üudct, neun zugleich beide Osculatioospimcte auf einer unendlich weit 
CBtf ernten geraden Linie sicii voreinigen. 

193» Us die Lig» der durch die Gleichung: 

iKq'+ir)-*-/« = 0, • 
du f j U t ^BUm Cowcn dritter[,QrdiiaBg Ib Bettdrang auf ihre Ai7iiiplot«B so cAcniiai, ftnn» 

chcn wir wiederum nur zu berücksichtigen, dafs u cinrn conslantcn Coefficienlcn bedeu- 
tet, und also, in Bezieliuug auf alle tnOglicbcn Puncte einer und derselben Curve, der 
' Werdi des . Anidfiicktt * 

~i * 

iimaer duselbe ZeicbeD eriialtea mb. Dm Zeidien der Wcrtbo fBr die drei FactioiMn 

p, s und (q^ + Ai) Snderl sich aber jedesmal dann, wenn derjenige PnAct, auf welchen 
diese Fuactiooen bezogen werden, bezOgfidi die Asymptote P, die Unie S and die der 
blilMi Fmdlon entspreekende, parabdiidie Asrmptote übeiiditcitet Et kann Mk «Im 
die Cwve nicht zogleicb in solchen zwei, von dieeea drd Oertem gebildeten Flachcurtil» 
Ben erstrecken, welche von der Art sind, dals man, um von einem derselben zu dem an- 
dern zu gelangen, einmal oder dreimal die obigen drei Oericr Olreraclireiten mufs. 
Wenn die Parabel von jeder der beiden geraden Linien in reellen Poocten fHchniltcn 
wird, so beträisf die Anzahl der FInrhenräume, die alsdann entstehen, neun, und die 
Carve erstreckt sicii entweder nur in fünf derselben oder nur in den vier übrigen. Bc- 
trachfen wir insbesondere swei solche' Puacte, welche auf den beiden parabolischen Zweigen 
weit cenup onlfiTnt Iie<;r[), fo bepepnef eine perjule Linie, die von dem einen dieser beiden 
Puncte nach dem andern gezogen wird, offenbar keiner der beiden geraden Linien, und 
begegnet alao aodi der Parabd entweder gar nicht oder in «wei Pnnctcn. Ifleraiui folg|i^ 
dafs Fidi die Curvc dritter Ordnong, au den beiden Zweigen ihrer jinraboBscten AiyB» 
ptote, entweder beide' Male auf der innern oder beide Male auf dcrXnfsern Seite 
Unidit IMete Beslimmuig bceleht aadi dann, wenn nar eine de* beiden geraden Linien 
P und S, oder >venn keine derselben der Par.ibel wirklirh begegnet, und deninarh die 
Zahl der Fläcbcnraume sich auf sieben oder fünf rcducirt. £s tritt eine Aenderuugnur 
dann ein, wenn die Linie 5 ein Durebneaser der Parabel wird. Dann acbneidet 

nemlich diejenige gerade Linie, welche, wie oben, irjiend zwei Puncte, die .inf den beiden 
parabolischen Zweigen der Curve weit genug entfernt liegen, verbindet, die Linie S, nidit 
aber die Asymptote V, und mnb also der Parabel nolbwendig In einen dmigen Pbncle 
begegnen; hieraus sehen wir, dafs alsdaiui ein unendlicher Zweig der Curve sich an der 
inCicni mid ein andrer an -der innem Seite der l'arabel hinziehen. Wenn die Linie S nn- 
endlicb weit liegt, so tritt, in Beziehung auf die Lage der parabolischen Zweige der 
Oirye gegen ihre Asymptote, wiederum der allgemeine Fall ein. 

Eine Curvc mit {larabolischcn As^'mplotcn nUhert sich einer beliebigen derselben, im 
Allgemeinen, entweder beide Male auf der innern oder beide Male auf der Siurscm Seite 
derselben. Verriidit ilian diese parabolisdie Asymptote parallel mit sich selbst, so nähert 
fic <i>h der Curvc iimner mehr bis zn einer (»rSnie, bei welcher ein Zweig; dieser Asym- 
ptote auf die entgegengesetzte Seite der Cur^e hin übertritt. Ueber diese Gränze hinaas 
rQckl andi der twelle Zwdg der Parabel anf die entgegeogeiefzte Säle der Curve, and 
e» ddiai sieb also nnn dn beiden paraboUsdicn Zweige der Parabel beide Haie am der 

20 
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lufMin oder ionera Seite ikror Asjnnptote bio, je nadwieia «ie frtlher, aBi(sckchft, beide 
Ible an der inne» oder lulieni Seile äc& blKogea. 

Eine Ausnahme von der allgouieinen Regel liodet bei der in dem Obigen besümmten 
UnlenblbttlaDg tod Ctinrea der iu Rede stebeodeu Art Statt. Es treten aUdaoi^ bei der 
eben bnetelnieten Grlnze, die Zweige der paraboliidieB Asymptote, die abdann eine aecba- 
punctig osculircndr wird, beide zugleich auf die andere Seile der Curre hinQber. 

194. Ks beibt uns jetzt nur noch Qbri^ in Beäehang auf die Ordnung der Annäbe- 
rang der Iraglicben Curveo an ihre parabolischen Asjuiptolen, in einige analjrtische Erör- 
teraogeo cinufdica. Der Anadfock; * 



bedeolel, treu wir denselben auf irgend einen bdieUgan Ponet 
dteca Pnoetea von der dorcb die Glciclum^': 

q»+Ar = 0, 

dargaateilten Parabel, genomiMn anf einem SnrdiBewer dfaaer letatlem and aaaltipfidrtBil 

einem constanten Caefficientcn. Die allgemeinste Gleichun;; der CunWB driller Okdonig 
mit parabolischen Asymptoten gibt aber für alle Punctc der Gurre 

(|^-t-/.r = — — = II ! -, 

' p r + aq-J-b' 

indem wir p und a als Functionen von q und r betrachten. Wenn wir die Werthe von 
q und r ianaer f/Mba annebmen, ao nnfa, wem der erste TheU der vonldiendMi GW- 



diung einen endlicben Werth beballcn soll, das Verhlllidlfl -9 aicfc fyr GitaM Hnll 

hem. Für diese GrSnze erhalten wir also, im Allgemeinen, 

q^-f-Ar = fi. 

Die Corve dritter Ordnung nSbert sich also ihrer Asymptote, wenn vrir diese Annühcmng 
nach der Richtung der Durchmesser der letxtcm bestimmen, im Allgemeinen, nur bis zu 
einer bestimmten eudlicben Grünze. Ob die beiden Constanten c und a Null sind oder 
nicht, hat hierbei durclinus kciuen Einflufs, und aus diesem Grunde sind, in Beziehung auf 
den Grad der fraglichen Auuäberun^ die beiden Gleichungen (4) und (7) von derselben 
Allgemeinheit. 

Legen ivir aber unseren Betrachtungen die Gleicliiing II, a. zu GrundOi 10 flDr 
immer weiter auf den beiden parabolischen Zweigen sicli entfernende Punetet 

0 = q*-l-Ap = ——^ — = _ =: _c — 0, 

p-HJC p q ' 

und wenn endlich an die Stelle der letztgenannten Gleichung die Gleichung (13) tritt, so 



o = ,«+«p = — 5:- = -e = ^ff = 0. 

^ p+x p q* 

Besetcbncn wir ferner denjenigen Zuwachs, den q. Ata- eimi gegebenen Werth von r, 
bei dem Uebergangc von der parabolischen Asymptote der Corve n dieser Corre adbit, 
Cfbllt, dorch fi, so daÜB also, in dem allgemeinsten faUa: 

q»+Ar = 0, 

-P 

SO ergp>t'sicb, wenn wir vernachlässigen^ 
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ß vcnchwindct also für Bich immer weiter auf den parabolischen Zweigen der Corv« «M- 
femaide Pnncte. Für die (kränze erhalten wir in den drei oben discatirten FlU«n: « 

" = = ^ = l^ = ». ''=.^ = »- 

Hiernach gelangen wir zu einer deutlichen T'rliorsichl der verschiedenen Ordnungen 
der Annäherung der parabolischen Zweige einer Curvc dritter Ordnung an ihre Asympto- 
ten. IHcse Ordnung dem in deoMetben VlaaSao, wan wir oadi dnander die Annlbening 
an eine gewöhnliche, nn eine fiinfpiinctig und an eine sechspnnrtig osculirende parabolische 
Aajrmptote betrachten. Wollen wir diese Annäherungen mit derjenigen einer Curve an 
«Im ftradUoiBe Aqnnfitote Tflr^ciAen, to mOaeen wir erwSgeo, dails waoB «ir «nC cJncm 
Znrcige einer Parabel onendBch weit geben, p s «o wird, imd ungekdul; dab ferner abo- 

q* TK» dandben Ordunng iit als p oad folgGcb erat ^ ein nnendlidi Kleinea der cnien 

Ordnunf; ist. Tllcr.itis ist ersichtlich, dafs die Annäherung einer (^urre nn eine flbl^panetig 
OMttlireade l'arabel erst von derselben Ordnung ist als die Annäherung an eine ganvOblh 
Udie geradlinige Asymptote, and dafs, wem wir die Annlberung an di« Parabel imlM- 
Eonderc nach der Richtung ihrer Durchmesser bestimmen, bei gleicher Ordnung der An- 
nlUienui(, diese Parabel sogar eine sech^onciig osculirende «ein nmie. £in« CUurre drit- 
ter Ordnong kann aicb einer paraboüsd^« Asymptote, unter keiner VoramaetiMig; in deni> 
selben Grade annähern, als einer osculircndcn f eradiinignB oder einer dreipunctig osculiren- 
dcn bjpcrbolischen. Hier nemlich ist die AnnäbcroDg tod der zweiten Ordnung, währen^ 
wenn wir diese Ordnung für den Fall einer secbspunctig osculirenden parabolischen Asyn* 
ptote durch eine Zahl ausdrücken wollen, wir für diese 1^ erhalten. Denlien wir unn 
eine Curve, deren zwei Zweigen- l*aarc an cim r livporbolisrlirn Asymptote sich hinziehen, 
in eine andere mit zwei parabolischen (je iinch der Art der ii^ pcrboltscben Annäherung 
OBcnlirenden oder nicbl osculirenden) Zweigen omgestaltet, so ro dn ei rt aldi die SenuM 
der Ordmm^!i - F.xpononfen der doppelten AniKilicninf; um Eins. 

£8 bedarf wohl hiernach kaum einer besundern £r>vüLauug, dafs, wenn von einer 
ffUnf- nnd sechepmictlgen paraboliadicii Oscolalion die Rede ist, wir dadnreb keineswe- 
gcs die Ordnung der Anniiheronp, sondern nur die Anznhl der in unendlicher Entfernung 
zusammenfallenden Puucte bezeichnen wollen, und dafs dieses ZusammeofaUen Ton Puncten 
im Uncndticben wiedenan nnr ein geoowtrisdier Aosdrock ist, wdcher, der Analogie na^ 

einer analytischen < iränz-Betrachttiiip; nnprpnfst i?f. 

195. Das Haupt-Resultat, zu dem wir in den letzten Nummern gelangt sind, ist hier- 
nach, dafs die Corven dritter Ordnung adt parabolischen Asymptoten, in BerfÄnng auf 
dic.<^e, eine zwiefache Untcrsciiesdang zulassen. In dem ersten und- allgemeinen Falle be- 
findet sich anter den unendliA vielen parabolischen Asymptoten eine fOnfpanctig os- 
cnlirende, in den sweiten nnd nntergeordaeten Falle Ist die^ nicht eine biob fanf-, 
aondem sechspnnetig osenlirende> Die aDgcnNino deichnng, die dem ersten Fall« 
entspricht, ist: - 

p{q*-+-Ar)-|-/i8 = 0, 
nnd die dem sweiten Falle entiprecbead^; 

p(q»-HAr)4-^(p-f-x) = 0. . 

Aber diese Gleichungen enthalten eine Obcnlhlice Anxahl von GoüliDteB, so dab wir, 

90* 
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bei einer Deuen CoDstaoten-BeiüiDmaog, nicht notbwendig eine n«ac Curve erlulten. Die 
fölgcndoi bckkn detdnngeB: 

(p+x) {q*-4-Ap} 4-Kq+<^) = 0, 

(p + x) jq' + u = 0, 

in welchen die Anzahl der Coostanlen aur die nothwcndige, bezüglich auf acht und 
aiebeB, w i hidu ist, biettn nif;leldi den Tonag dar, daft die iB den enten Falle fflnf- 

md Im 7writi>n Falle secliapiuicti^ o^rtiÜnMKle pnraliolische Asviiiplolc in F.^i<!l■n/- tritt. 

196. Wir wroUeu una mm zu dcut Uriltcu Falle vrendeo, in welchem die Gleichung 
der Corran dritter Ordoang auf tmendliebmalige Weite die Form L •«"i^t'mtif" kam. 
Dieb aelit vonma, dafo diese Form sirh ro);;on<1er Gestalt paiticiriariaiit: 

md dam Ilbt aich dieadbe, nach dem «raten Pangrapben, iocb in die nadntdeode an- 
wandeln: pCq-*-s!)(q — >!) + ,"fq + ff) =: 0. • III. 
Die Function p bleibt bei diesen Umwandlungen identisch dieselbe, die bexQ^ebe geiade 
Linie P iit eine önwasdelbare, und, wie man aogleich tiebt, eine Asymptote der Gtarw«. 
Dte.Gleiciwng (1) gibt: * 

_ — . , f 
' p(q-i-r)* 

Die beiden Theile dieser Gleichung nfisscn, wenn die gerade Linie Q ebenfalls eine Asym- 
ptote der Curvc sein soll, licitk- iiipleirh .nif Null sich rcducircn. Dicfs c'^^rliii Iii aber 
nur dann, wenn s, das im Allgciuciuen jede beliebige ganze und lineare luiicüoa von p 
nnd q aebi kmn» vra p mabbingig wird, das beilsl^ wem: 

s — - q + T, 

und ebo, da 0 irgend eine (Jonstantc bedeutet, die beiden geraden Linien S nnd Q pa- 
inllel sind. Legen wbr da» Ae Fora III. an Grande, an tritt ans ans denelben soglddi 
cnigegat, daia dfe deidnaigen: ' 

psO, q+x = 0, q—xaO, 

dh drei AayoqilotcB der Conre daratdlen, and dafa twei dieaer drei Aaynptoten 
parnlli'I piiwl. Dir; Aiiiiii;i!irriiiit; jede ilirspr beiden parallclrii Asymptoten ist, wie 
die Annäherung an die dritte At^vuiptotc, von der ersten Ordnung; man iiat nemlich: 

o = qdbx = -'43+^!==±^l^J:::^==o. (2) 

197. • Wenn et Olicrbaupt irgend eine gerade Linie (S> gibt, welche einer gegebenen 
Cnrre dritter Ordnmg itk drei Pnncten begegnet, dmdi die aicb aoldhe drei mdere gerade 
Linien (P, Q und R) legen la.iKcu, welche aufserdem der CSnrre in keinem Puncte mehr 
begegnen, weil alle sonstigen Durchschnittsponcte onendlicb weit Hegen, ao knOpft aicb an 
diese Bedingung jedetmal die Möglichkeit an, daCi <Be Gleichang der üragBehen Cnrre drit- 
ter Ordnung die Fom L amchncn kann. FQr den vorliegenden Fall gibt es unendlich - 
▼iele Kolchcr Sy.otcme von vier geraden Linien, und also kann auch die Gleichung der 
Curve auf uuendiicbiualigc \\ eise die eben angezeigte Form annehmen. Denn es schnei- 
det die Atjuplote P die Curve nur in einem einzigen Pmcte; dasselbe thut aber auch, 
was ein Blick auf die Gleichung III. Sogleich zeigt, jede poradc Linie, die parallel mit den 
beiden parallelen Asymptoten ist. Legen wir also durch jenen festen Lturchscluiittspunct 
der Aqrnptofe F mit der' Cnnre irgend eine bdicbige gerade Linie (S). welche die Conre 

nocb in irgend zwei Puncten schneidet, und lepcn dann, dnrrli diese beiden Durchschnitte- 
pmcte, zwei gerade Linien (Q and R) parallel mit den beiden parallelens Aymptoteo, ao 
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erhalten wir <"in System vier porader Linien von der fraglichen Beziehung zur Cnn-c. Wir 
ktfnncn die Liuic S um den feslcn Durchschnitttpunct auf der Asjinplole F beliebig drc- 
lien; alsdann rUckeo dBe htüea letzten jener vier geraden Linien (Q und B) parallel mit 
sich selbst fort, bis sie, -wenn tVto Linie S deo bcidco panillelea Asyioptoten pirallel winl^ 
mit diesen Asjrmptoten zusammcnfaUen. 

196» Ein ontoiftordiMlcr Fall ist dci)«nige, ifo «Be'gmde IJnle: 

q + (r = 0, (3) 
parallel mit dch MÜMt immer weiter fortgerUckt ist. Indem alsdann in der Gleichung lU. 
an fie Stall« da« laixtaii Gliedes eiae blofs« Constaiite trilt^ partienhiislrt sieb dieselbe auf 

folgende Weint- p(q4.«)(q_x)-f-;« = 0. (4) 

]>urch die in Rede stehende ümfonoiuig Tenrandelt sich die Asymptote P in eine osculi- 
rendei. Aber es bleibt bieibei die Ordoang der AmlbeniDg der Cdrre an ibre beiden 
flbrigen, einaDdcr parallelen, Asymptoten unvcriindcrt dieselbe. Die gcrndc Liuic 
(3)t wddie AD die Stelle der Linie S getreten ist, schneidet die Curre nur in uneodlicb 
weit entfeniten Foncten aof den beiden ihr paralldcn Asymptoten, so dafs, ndt diesen 
Durcbscbuitlspuncleu, auch dann keine neuen sich vereinigen, wenn die genannte gerade 
Iiinie nnendlich weit rückt. Die Ordnung der Aonihenmg steigt hier eben so wenig, als 
brf den Contacte aof einer oscnlirenden Asymptote, wenn die ihr parallele Linie S nn« 
«ndBeb weit rQckt. "Wir finden diese Bemerkungen Obrigens unmittelbar bestätigt; denn 
wir erhalten, wenn wir, statt der Gleidiung III., die Gleicbang (4) zu Grunde legen, für 
die nnendlich weit entferalcn Pnürt« anf dea», an den parallelen Asymptoten sich hinzic- 
banden Zweige des Cnrre: 

199. Die beiden parallelen Asymptoten einer Ghtt« dritter OrdlMKig kOnncn sowohl 
imaginär als reell sein. In dem Falle imastinarer Asjmploten btinttca wir an die StcUo 
der Gleichungen ilL und (4) die folgenden setzen: 

pfq'+^'f +Kq+«') = ö, (5) 

pJ«r-f-.?'}-|-,a = 0. (6) 

Wahrend zwei zusammengehörige imaginäre gerade Linien überhaupt in irgend einem . 
reellen Puncte sich schneiden, entfernt sich dieser Punet in dem Falle, dafs )ene beiden 
Linien parallel sind , nach bestimmter Richtung unendlidi weit *). Indem also eine Curvn 
dritter Ordnung von der aUgcmeinsten Art und mit imaginüren Asymptoten in eine Curvn 
der fraglichen besondem Alf rieb nmEwraaV rftekt ihr Asymptotcnpunct tnuner weiter. • 



*) El «cirn: rnf nl 1=0, ra — nV'— 1=0, (») 

die Gkicbni(<n sweitr taMmmengcliörigm imagiiiiren geraden Linieo} aladnn wird der reelle IHoct, 
h «d(hs« dlM Usiia sM sdMcideB, diHb db hrfl« mim innlsa LtriMi 

■ — B ■ 0, 

Weaa dfamr DMihthnlMipuim aeidniBh wril Kcgea •all, amwAmn» die Is 
isisn pmiM sda, w— ach, hdai wb daidh e Upmi ciM Caaalaal 

Als Fsllp Uervon gettea die bridrn Gleicbmigea (a) ia die aadwlehendcn beidrn: 

w{l-*'Y^)-heV~i — nU-V^J— cK^ «■ 0, 

«■i diaia wMefäa in Üt Mgeadea aber« 

(■2nH-c)-f-cl'^ = 0, (2n +-c) — eldl = 0. 

AaT diese i'onn iiüancn wir immer die Gleidiaogen meicr pvallclen imkgiaJüren gendea Linira bringen. 
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Die Aqnnp(ote P ist in dem Falle der Gläcliaiig (5) eine gewöhnliche, in den 
Falle der i^eichnng (6) eine oieolirende. 

iOO. Die Gränzc zwischen reellen und iro»ginlren pamll«l«| AM jmgMm . UdiC dM • 
ZatmimenfaUen denclben» und ihr entspricht die Gleichung: 

p<I»+Kq+x) = 0. (7) 
die akh, für den untergeordneten Fal], dab die Asymptote P in dM OMiiBNodn fibaigriit, 
noA folgender Gcalalt paiticolariairt: 

pq'-4-« = 0. • (8) 

Durch das Zusammenfalten der bt idcn parallelen Asymptoten erleidet die OrdnoBg der 

AnnUhcrunp dpr Cnrvc an dii-fclbtii i-ino Redurlion, dir {ilrirhinafsig bi-i beiden vorstehen- 
den Fallen ätatt lindet Wenn wir nenilich die Gleichung (7^ auf folgende Weiae schreiben: 

M — t 

V 

so müssen wir, damit die beiden Thcilc dieser Gleichung zugleich verschwinden, zugleich 
q SB 0 and p ass od mImii. Dadonsh wird aber «nC q* tS^ HMndlicii KleiiMt der entea 

Ordnung; , >vonnrh die Ordnung der Aiinnhcrun;; der Curve an ihre ztisaramenfallend«! ge- 
radlinigen Asymptoten dieselbe ist, aU, in dem Falle parabolischer Asjmptoten, die Ord- 
nong der Anniheranf der Corve an efami 2Swe% einer bclidrfgca dieser Asynptelas. 

Zuf;Icich zeigt die letzte Gleicliung, dafs für immer kleiner Trerdcndcn Werthe von q, 
die entsprechenden, immer gröfser werdenden Werlhe von p ein bestiountes und zwar mit 
(foi) die euigegengeeeltie Zdehcn haben md biehalten; chfii aber, ungekelut, fitar dkae 
'Wcrthc von p, die entsprechenden Werlhe von q die doppellen Zeichen zula^isen. Zml 
unendliche ^weige der Curve lieheo sich also an den zusammenfallcodcn AsymplAoo nacb 
derselben Ridilang in bdden Seiten derselben Mn, in der Art, dab sie in oncndHeher 
EDtrcriiung gleichsam eine Spitze bilden. 

201. Nacb den letzten ISummern wird also der allgemeine Fall, dafs die Currea drit» 
tue Ordnung zwei paraHde Asymptoten babcu, dnrdi die Gldcbong, 

p(q'=p.^>|-h/.(q-|-ff) = 0, 
dargestellt. Das obere Zeichen in diesen Gleichungen bezieht sich tHif den Fall reeller, 
das untere auf den Fall imaginärer Asymptoten. Dem Uebergange zwischen beiden ent- 
spricht der bewmdere Fall, dab & verschwiodet und demnach die fragUden beiden Asym- 
ptoten zusammenfallen. 

Ein untergeordneter Fall ist derjenige, dafs die dritte Asymptote P eine oscuii- 
reode ist, und demselben entspricht die Glddnmg: * 

wo wiederum die Fälle reeller und imaginärer Asymptoten, in Beziehoog auf Allge- 
meinheit, coordioirt sind, der besondere Fall aber, dab & verMbwindct und diese Asym- 
ptoten zusammeafnlleVt diesen wiederum untergeordnet ist. 

Im Ganzen erhalten wir hier also sechs Fälle, deren xwel Ton lieben, drei von 
iechs und einer von ffinf Constantrn abhängt. 

iOS. Diclenigen Gnr?en, welche durch die Gleichung; 

p»-»-;.q'-t-/iS = 0, (1) 

dargestellt werden, haben weder eine gerade Linie noch eine Curve zweiter Ordnung zu 
ihrer A^mptote. Wir kfionen blofs, unter diesen Conren selbst, die Curve von der ein- 
fachsten Art auswghlen und dieselbe als .Asymptote der Obrigm belniditeD» DlCSe OnrO 
von der einfachsten Art wird durcli die Gleichung: 
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dng^dlt, und ist die ■enieiibicche odor (xanidnt ftr deo Fall, d«fe di« beiden 
radeDLioicD P und Q auf einander senkrecht stehen) die Neil'schc Parabel einniiit - 
wordeo. Die Curre (siehe die VI. KupferUfel LV.) bildet im DarcbschDttle der beiden 
Linica P and Q eine Spitze, deren beide Zweige sich za betden Seileo an die letztge- 
nannte Linie Q anlegen. Jede dieser Linie parallele gerade Linie achneidet die Curre nur 
in einem einzigen reellen Puncte, die bcideu andern Uurchsrtinitlspancte sind imaginär. Jede 
beliebige der Linie P parallele gerade Linie bcgcgiu t der Cune nur in zwei reellen oder 
imaginären Puncten, weil der dritte Durchschnittspunct aoMldlidi weit liegt; der geooeliip. 
■die Ort für ilio Milte zwischen den beiden Durrfi.i^rhiiiltspunclcn ist die Linie Q. 

Es ist die durch die Gleichung (2) dargestellte semicubische Parabel nicht die cio- 
lige, wdche eine Asymptote der Corre (1) ist, es güiit deren nnoidlicb viele. Unter die- 
sen zeichnet sieh aber eine ans, die mit dieser Curvc in unendlieher F.ntfernung einen 
nehrpanctigcn Conlact hat. Man erbalt alle diese asymptotischen Curveu und iosbcson» 
dere racb die eben anageseidMiete, wenn man eine der^lben parallel ndt sieh sdbat sn 
versrMrbt, dafs ihre Spilze nuf der Linie P fortrdekf. Stall aber die sefiiiriibischc Para- 
bel so weit zu verscbiebeu, dats sie in die fragliche ausgezeicbuete lieziehuug zur Curve 
(1) tritt, kennen wir «tdi, onig^ebrt, diese Cnnre Tenlldcen, nnd q nm eine scMAIiebe 
Gouitante so wachien leieen, dafs ihre Gleichung die narhsiehende F<mn unümmt: 

von der wir eebmi im ersten Paragraphen nachgewiesen baben, dais sie alle Corren drit- 
ter Ordnung von der in Rede stehenden Art darstellen kann. Die Linie S, welche im All- 
gemeinen die Curve in drei Puncten schneidet, ist in dem Toriiegenden Falle, durch das 
blofse Fortrücken der Gnrr«, der Linie P pnnUel geworden^ dar dritte DnrobeciHdltqNnMt 
hat sich mit denjenigen versinigt, die anf den IMden Zweige» der Asjuptote- (3) unend- 
lich weit liegen. 

Die Gleichung IV. gestattet, im Allgemeinen, keine neue Reduction der Constanten 
mehr; wenn wir aunchmeu, dafs ihr letztes Glied anf eine blolse Goostante sich redndrt, 
■o stellt die biemadi particulerisirtc Gleichung: 

p'-f-Äq'-i-/. = 0, - (3) 

eine untergeordnete Abtbeilung von Curven der fraglichen Art dar. Bei der Umgestaltung 
der Curven IV. in die Curven (3) ist die, der Linie P parallele, I>inic S unendÜrh weit 
gerückt; es haben sich die beiden noch übrigen Durchschnitispuncte de^ Curve mit ihrer 
A^nqptote (3) engl eich mit den schon vnendUeb weit entiemfen Terclaigt; Soll die 
Gleichung (1) in die Glcirbun;; (3), wie oben in die Gleichung !V. (ibergehen können, 
so darf die lineare Function s nicht p cntbaiteni die Linie S ist alsdann also immer der 
Linie Q parallel. 

203. W^enn wir, nach einander, die Curven (1), IV. und (.3) mit der scmicubischcn 
Parabel (2) zusammenstellen, «o bemerken wir ohne Mühe eine steigende Ordnung der 
Aunlhennig. Zuerst nenlich ist klar, dafii, bei inmier wachsenden Wcrtben von p und q, 
damit flberhaupt die vorftdionden Gleichungen befriedigt werden können, noihwendig p* 
and q* von deiselben Ordnung sein müssen. Bezeichnen wir femer den Zuwachs, den p 
erlddei; wenn wir, bei dnem imracr grO&er angenomnencn Wevtho von q, von der scmi- 
cnbischen Parabel in der Curve (I) übergeben, durch a und Selxen BbenBeft S s P*!'^*!*^ 
SO erhallen wir, zugleich mit (2) bestehend, die Gleichung; 

• (p+o^+Aq'-i-Mp+yq+^i+AM» = *>• 
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Ziehen wir Ton derselben die Gleicboog (2) ab and Temachltoigen consUnte GrOlsea 
nid a feg^ p taA ao lummt: 

Wir «rMtcB «Im» Noll ihr den Gfimwerfli a, wodardh « jwnfarfarl die «Ugft Ter* 

nnclil'iBüigung von a ^gerechtfertigt wird. Da erst von derselben Ordnung lll W 
erhalten wir für die fragiicbc Gränze noch eine neue Reduclion, et ist 



Für den FaU, dab die dcicLnng (i) in die Gleichinig IV. fUbergcU^ gibt die GUi- 
cbung (4) 

und für den Fall der Gleichung (3) ergibt sich: 

« — f* — ^ _ n 

Für die Gröfse et orliallcn wir .iIho, nach einander, ein unendlich Kleines von der 
Ordnung | und j. In lieziehuuf; auf das ungicichiniifsige Ansteigen dieser Ordnung ver- 
dient bemerkt zu werden, dafs beim Uebergange von den Curven (1) tu den Currcn IV. 
nur ein Diirrlisfliniltupunct, mit der A«!,vmptotc (2), beim TIcberRanpc von diesen Cur^'cn 
aber zu di'u Curvcu (3), zwei Durchschnittspuncte zugleich unendlich weit rücken. 

Die Ordnung TOa « ist als die Ordnung der Amtaherang der besOgPidcn Corren in 
uncndlirlirr f'nlfcrnnng amusdien. Denn, •»rrtii» wir :iiif drr Cnrvc eine unendlich ^obe 
Strecke zurücklegen, so wird q ein unendlich Grutscs derselben Ordnung (nicht aber p). 
nemadi kOnnen wir die Ordnung der Annlliemng der Gorvco (1), IV. nnd (3) an die 
scniicubische Parabel mit der Ordnung der Annühoninp der früher befrachteten Currcn aS 
ihre geradlinigen und parabolischen Asymptoten vergleichen. Wir sehen zum Beispiel, 
daCi diese Ordnung, bei einer gewtthnliehen parabotiachcB Aaynplete, grSlser ist als in 
dem Falle der Curven (1) und niedriger, als in dem Falle der Curven IV.; dafs diese 
Ordnung bei einer gewöhnlichen geradlinigen Asymptote hoher ist aU in dem Falle der 
Curven W. und geringer, ah fai ^en Falle der Curven (3); und ao weiter. 

201. I)iT Aiisdnick (p'-|-Aq') ändert nur dann sein Zeichen, wenn derjenige Ptinct, 
auT welchen er bezogen wird, die durch (2) dargestellte semicubiscbe Parabel ttberschre»« 
tet. Wir müssen hicraadi afso, um von dnem Pnncte einer der fraglichen •Curven lu 
dnen andern Punrle (liT.'^rllx'ii zu gelangen, weil fi sein Zeichen nicht itudcrn kann, notli- 
wendig, wenn dabei die Curve (2) und die Linie S Überhaupt Qbersclirilten werden, diese 
Oerter eine gerade Anzahl von Malen Qberschreitai. ErwSgcn >vir fcmer," dals, wenn zwei 
Punclc weit geiiiir; auf den beiden Zweigen der semicubischen Parabel oder den sich ihr 
anschmiegenden Zweigen der Curven (1) forlrfickcn, jrdo gerade Linie, die nicht der Li- 
nie P (dcreu Ilicbluug jene Curven, um so »cilcr sie ach tTsirccken, immer mehr anneh- 
UMo) parallel ist, zwischen solchen zwei Puncten hindurchgeht, so ist enichtiidi, daiii, 
im Allircineiiipn . die beiden unendlichen Zweite der fi;i|:li( lien Curven (1) .«ich au die sc- 
micubischc Parabel (2) auf entgegengesetzter Öcite derselben hinzteheu. Wenn wir diese 
Panbel, nm alle Ihnlielien Asjiqplolen der Curven (1) in erballen, parallel ndt sieh sdbst' 
so veradiiebeu , dafs ilirc Spitze auf der Linie P Meibf, ?o pclangi ii «ir zu einer GrSnz- 
lage dieser Cunre, bei welcher ihre immer weiter sich erstreckenden Zweige auf die cnt- 
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gtpnfjeatllailea Sdtea der Zweige der Carve binfiben-OckcD. Dieser Gtiulage, bei wcU 
•ber der Contact ein imdgeNr wird, CBta|N(idit, im AllgemekMB, d«b dte Linie S .dcf .. 
Lüiic P parallel ist und also die Com Ihnr At^aptoCe bdde Meie auf derselben Seile .' 
dieser letztem sich nähert. 

la dem miterigeordnef en FeHe, welken wir oben ansgetidebnet baben, tndM- aicb^ in ' 
Beziehung auf die (gegenseitige Lage der Curven gegen ihre Asymptoten, durchaus nichts. • 
Beim Verrfickca «H« dieser lelztem bleibt die Uoie S immer mit der Linie Q parallel; 
sie geht bei jener 6rt nzlage dordia Uneodlidie bindnrcb« in der Art, dafii rfe Torb«^ den 
einen und nachher den niidem Zweig der Asymptote idmeidet 

205. In den letzten Nummern babea vir drei neue Arten von Gurren dritter, Ord> 
nung erhalten. Die scmicubische Parabel: 

p='-|-Ac,' = 0, 

welche nur von fünf Constanten nbbäugt, ist die einfachste dieser Curren und bildet die 
eine dieser drei Arten, die wir deshalb den beiden andern voranstellen, weil sie diesen als 
Aajmptote dient. Die ellgemeinsten Gieicbungett, wdcbe diesen beiden andern ^rten 
entapredien, sind : 

p'-+-/.q'+/<s = 0, p'4-Aq*+/«(q+ff) = 0, 

and diese lassen sieb immer auf folgende Formen bringen, welche nnr die notbirendige 
AnabI von Conslantcn, ncmlidi bezOglich sieben ond sechs, enthalten: 

p"-*-Aq'-t-KP+^) = 0. p'-t-Aq'-l-/* = 0. 

Wir bemeibcn zugleich, dafs die scmicubische Parabel der bcsendem Anäalnie, Aifs«in 

der zweiten der letzten beiden (ileicliunf^eii ii picich Null ist, onfspricht. 

206. Wir wenden uns zu dem n^ucn Falle, der durch die Form der nachstehenden 
Gleicbang: p(p*-l-^)-l-/» « 0, ' V. 
characterisirt wird. Atis dieser Fotm er|cDncir wir sog^cb, daiii die beiOgMolie Cnrve 

die durch die Gleichung: |>**i*^4 = 0, (l) , 

dargestellte Parabel uid «Be gerade Linie: 

(2) 

die ein Durchmesser dieser Parabel ist, zu ihren Asymptoten hat. Die Linie S liegt 
mtendtkb weit; es scimeidef die Carve V. keiae der Itcidcn Asymptoten. Die Ebene der 
Curve wird durcli diese Aftyluptotcn in vier tinendliclie FKichenrSumc getlieilt, die Curve 
erstreckt sich nur in zwei derselben. l>ie unendlichen Zweige derselben Otibem sieb der 
geradlinigen Asymptote (2) anf deren beiden Seiten nadi cni{^egcngcselsleT Riohtnn^ imd 
der parabolischen Asymptote (1) einmal auf ibrer innem und das andere Mal auf ihrer 
aubö-n Seite. Newton hat diese Oure, die einige, die dem fünften Falle enlspricfat, 
Trident genannt. 

Wenn wir die durch (1) dai^estelllc Parabel nach der Richtung ihrer Derdimesser, 
parallel mit sich selbst, verschieben, so bleibt sie, in allen ihren Lagen, eine Asymptote 
der Cm^e. Geben wir, am irgend eine solche neue' Asymptote in der Gleichung der 
Cmrve V. in Evidenz zu bringen, dieser, dorcb EinfHinnig einer nenen anbesüflunten 
Conalanten o, folgende Form: 

p{p'+A(q-t-ff)} -(i<T>-.M) = 0, 

so ist enicblBdi, dab alsdann die Lbie S» deren Gkicbung: 

Affp — u = 0 , 

statt, wie Crübcr, unendlich weit zu liegen, nun eine der geradlinigen Aqrmptoto ^P paral- ^ 
- Ide gsrade Linie Ist Als ein DoidiieesBte der ncnen penlwIisdMa AqrmpfiMe ec^nddet 

21 
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.siu diese uDd milhiu aiuh die Curvc dritter OrdouDg, nur io einem eiuzigen l'unclc. Wir, 
Qbeneugen uu« leicht, nach der nun ürtcr schuu iu AnwaDdODg f^nckton Sebtllbirail% 
dafs zwei Zsvi ii^r der C.urvt^ V. enlwetlrr beide Male der neuen parabolischen Asymptote 
auf (iei iaueiii, oder beide Male .iu( der äubcrn äeite deraelbcu sich aunäheis. £• ist 
fäuo diese BwicbuDg guit diMdbe, ala io dtn aUgoBeinäi Falle paraMMar Aqnaplo- 
ten fiberhaupt (193). 

Endlich i»t klar, dafs die parabülischc Asjoptote (2), welche i^i^fkiif/t Grttnio. be- 
taldiDet, bei weldier swci Zweige «ler Otire V. auf die beides cntgegeagaeetitatt Settan 
der parabülisrhen Agymplote fiberhntipt hinüberirrleu — so jeduch, dafs, bei dieser GrSose 
selbst, ein Zweig schon hinüber^etreten ist — mit der Curve einen innigem Contact bat. 
Wae' die Ordnoog der AnDSberang in diesem FaUa belrillt, m gibt die Glekhang V.: 

woraoi Wir «eben (IM), dab diese Ordnang dieselbe ist, ab bei der Analberang pan- 

boIUdier Ciin « n driiter Ordnaog fllierbsiq>t an Ibra einfacb (HUn^pniMlig) oeeoliraulen 
parabolischen Asymptoten. 

Wir kmaieB die Gleichuu;; V. danb Einftbmog dreier onbesÜBnaCen Goeificieiitan 

aucb Ulf folgende Fom bringen: 

(■l'-+-x){(p-Hr)»-|-;.(q + ff)}+ji»V = 0, 

vorausgeselzt jedoch, dafs zwischen den beiden Constantcu x und r die folgende Uelalion 
bestdit: x+2r = 0. 

Hicrnii«! is| ersichtlich, dafs, wenn wir eine parabolische Asymptote parallel mit sich selbst, 
nach beliebiger hichluug fortrücken, sie der Tridcot- Curve, iu allen ■ iltriu Lagen, nie 
in mehr ab in zwei Puncten begegnet. Wir liOoncn iDe gende Linie S' gtnx beliebig an- 
nehmen und dann der Gleiclmn^ der fr.if;lichen Curre immer DOch folgende Fonn geben: 

(p-*-xXl>'-|-Aq)+^ts = 0. 
In einer soldien GlddMing tritt aber keine paraboliecbe Asymptote nwhr In Evideu. 

207. Zwischen dem F'allc, mit welchem "ir uns in der vorii,'cti Niiniiner besch.'ifligt 
haben, und dem Falle parabolisclicr i^Vsjrmptoten überhaupt, findet eine analoge Beticbung 
Statt, als twiscben de« Falle paralleler Asymptoten mid dem Falle dreier gmdÜniger 

A^^vlll]lIolen nborliniipt. In dem Falle der vorifzrn Nummer bej;ef;nct die coriidlinigc Asym- 
ptote der (jur%e gar nicht, weil alle drei Uurchschuittspuncte unendlich weit liegen, ohne 
deibaH) eine oseuKrende n sdn; feda Ihr parallele gerade Linie begegnet der Carre nor 
einmal, ohne deshalb eine Asymptote zu sein. Kine Parabel kann die (.!urve nur in zwei 
Ponclen acbneiden, weil (iie vier übrigen Darchschnittspuncte unendlich weit liegen, und 
sia Ist dednHi doch Iceine Axympiote derselben; eine parabolische Asymptote Qberbaapt 
aduMldet die Cur^e nur in einem einzigen Puncte, weil alle flbrigen unendlich weit lie- 
gen, ohne sie deshalb xu oscoliren; die oscoUrende Asymptote begegpet üir gar nicht in 
endlicher Fnlfemung, ohne daft deshalb die Annihenmg too der bOcbstmO^dien Ord- 
inug ist. Diese Anomalien flnden darin ihre Erklärung, dafs f^eometrische Relationen, 
wenn sie durch Gränz- Betrachtungen ins Unendliche gcrOckt werden, dadurch ihre Be- 
atioMtheit verlieren kOnnen. HaoAg entiprechcn analytischen Form-Aenderungen in der 
geomdfiscben Dantnng Uabeiiinge, die^ ohne Widersf^lldH^ im Endlidien nisbt Statt fin- 
den konnten. 

206L Es bleibt uns jetxt nur noch der letzte Fall zu bctrachleu übri^ dem die nach- 
strbmdo Gleldiung entspricht: 
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p«+iq = 0. . VL 

Am d«r dnCwiiMi Wom dteMr dddidDg etkcDDt niin iii»ittcllMr dm Liqf and die Nsh 

tar der bezQglicben Curv«, 'welche Newton die cubiteK« Parabel mnoL Ea hat die» 
selbe weder eine gerade Lioie noch irgeod eine Currc zweiter Ordnung za ihrer Asym- 
ptote. Es kann auch, wenn wir dieCunren dritter Ordnung nicht ausschlieben , die cobi- 
■che Parabel .nur eine zweite cubische Parabel zur Asymptote haben, und es kann diese 
zweite keine andere sein, als die ursprOnglicli« aellMt, parallel vcnchoben nach der Aicb- 
tung der geraden Linie: p = 0. 

209. Zum Schlüsse dieses Paragraphen wollen wir die verschiedenen Fälle, die uns 
in dem Yorstclu'nden, bei der T)iscussioii der allgemeinen Gletrhuug des driften Grades 
zwischen zwei vcrändcriicben GrOfscn, entgegengetreten sind, übersichtlich zusauimenstcl- 
len. In dieser Zusanneaatellung bedeuten p, (|, r und a^^llc lineare und ganze Functio- 
nen mit zwei unbestimmten Coeffirienten. Wir können etwa die beiden letzten derselben 
auch ak solche lineare Functions der beiden ersten betrachten, und demgemafs zum Uei- 
apid TS p'l-eq-l*!» ond t s p*t'eq-f*d eelxen and- dann die beiden eisten Functio- 
nen namentlich auch als Parallel -Coordinntcn conslruircn, wodurch, so lange wir die An- 
nahme der beiden Axen keiner Beschränkung unterwerfen, der Allgemeinheit kein Abbruch 
geadiielil. Ofe frieddadwa Badntabeii bedcMen Oberall udIi^^ 

1. 1. Curvcn ndt df«i TMlIen geradlinigen AtfnftoiUn, TM aenn ConilMitco alAln- 
glg. Formen der eligiBBdaett "Gleichung : 

2. CurreD arit drei reellen geradlinigen Asymptoten, unter welchen eine oscoürende 
ikfc befindet Die Line S ist dleaer Linie paralld. Anzahl der Gooalantea: acht. For- 
iaea der lUsemefaMa GlciehaaB: 

pqr-*-/4(p + x) = 0, 
p(a«_y«T*)-H.o(p-t-x) =5 0. 

3. Gurren mit drei oscolircnden reellen geradlinigen Aspuptoten. Die Linie S liegt 
uneodUcb weit Anzahl der Constanten: sieben. Formen der allgeffleinen Gleicbiiag; 

pqr-l-,« = 0, . 

p(u'— + « z= 0, 

4. Conren mit zwei imaginären geradlinigen Asymptoten, che sich in.eincni reollen ^ 
Puocte, dem iVsjrmptoleopuDctc, schneiden, aad mit einer redlca fnadCalgea Aignaplotc; 
Aaiabl der Coastaaten:;Bean. Allgemeine Gleichnng: 

p(u*+y*»»)+/is = 0. 

5. Gurren mit zwei imaginären, in einem reellen Poncte sich schneidenden, und mit 
einer oaculirenden reellen geradlinigen Asymptote. Die Liaic S iit dieser Idlleni pmt . 
leL Anzahl der COoalaaten: acht Allgemeine Gleichung: 

p(u»-t-7'V)-|-f»(P+x) = 0. 
. 6. Gurren mit zwei imaginären, in einen reellen Puncte sich achneldende«, und mit 
einer osculircnden reellen geradlinigen Asymptote. Die Linie S liegt BBendlirii weit An- 
zahl der Gonstanten: sieben. Allgemeine Gleichung: 

p(a*+rV*)^.^ »0. 

H. 7. Ciirv'cn mit einer geradlinigen Asymptote und mit parabolischen Asymptoten, 
unter welchen eine einfach osculirende sich beiludet. Betrachten wir diese letztere, so wird 
dBoUnie S ciaDaidunciier dcfMlbeB. AnaÜ dcrCoostaalea: acht Allyelae d dcfcoag: 

21* 
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8. Conrfla mSt einer oseuUrenden Kendliaigen Atjnii>lote and mit pnrabolndien Asym- 
litotou, unter welchen eine nach höcli^lcr Ordnunf; osculircndc $iclj bcfuidct. Die Linie 
S ist fiberhanpt 4^ geradlinigen Asymptote parallel, imbesondere aber liegt sie, yrenn wir 
die oscnlircnde panboliedie AKvutptole betniditCD, ubendliGh weit Amnhl der CoMtMl- 
tcoi eieben. Allgemeine Gleichung: 

(p+x) {(|'+;.p} -4-^< = 0. 

III. 9. Curycu mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, unter weichen znci paralleb 
•ind. BrDt diesen letztem ist noch die Unie 5' parallel. - AnnU der GonaleBlen: sieben. 
Allgemeine Gleichung: p(f|' — i^')-|-/i(q-|-<T) = 0. 

10. CorveD mit drei reellen geradlinigen Asymptoten, unter welchen zwei parallel 
. eind oad die dritte eine occn||||tade M. Die Linie S Hegt unendlich/weit. ^AnzaU der 

CoiMfainte&: aecba. Atlgcauane Gloichnng: 

p{q' — = 0- . 

11. Cnrvep' inif einer reellen and xwel imginlren, einander parallelen, geradlinig» 

Asymptoten. Der Asymptotenpuncf lirgt nach der (rrcllcn) Ridiiuiij; der beiden iiiincinli- 
ren Asymptoten, mit denen auch die Linie S parallel ist, unendlich weit. Anzahl der 
Conilantcii: sieben. 'Allgemeine deidnmg: 

12. Cnrvcn mit einer Asculircndru reellen geradlinigen Asymptote und zwei imagii}ft- 
ren einander parallelen. Der Asymptotenpunrt liegt nadi der Biehtong dieser leixtem na* 
endlich weit. Die Linie 8 liegt anendlich weit. Anzahl der Cmistanteii: aeebs. Allgj^ 
meine Gieicbnng: p(q*-|-i9')-|-u = 0. 

13. Cnrven mit drei gemdlinigen Asymptoten, vmt welcben swei in eine dn^g^ ge- 
rade Linie zusammenfallen. Die Linie S ist dieser geraden Linie panUcL AiMsU der 

' Conslanten: sechs. Allgemeine Gleichung; 

14. Curven mit drei geradlinijien Asjrmptotcn, von welchen zwei in eine einzige ge- 
rade Linie insammenralleu und die dritte eine osculirende ist. Die Linie S liegt nnond- 
Ucb well. AnzaU der Constanteu: fDnf. Allgemeine Gleichung: 

pq'-f-it = 0. 

IV. IS. Die semicubiscbe Parabel, die ron ftlnf Constanten abUingt, and deren 

Gleichung: p'-l-Aq* = 0. 

16. Cur\-en, welche semicubiscbe Parabeln zu Asymptoten beben/ unter welcheo eine 
einfach osculirende sich befinilef. Relrachtcu vxir dii^.sc Ictitcre, so ist die bez(lf;Iirhe Linie 
S eine derjenigen Chorden der Parabel, welche von der Taugente in ihrer Spitze halbirt 
iverdeo. Amtdil der Conslanlen: sieben."' Allgemeine Gleidnuig: 

+ = 0. 

17. Curven, welche semicubiscbe Parabeln zu Asymptoten haben, unter welchen sich 
.eine naob bOdhster Ordnnng oecaHrende befindet. Die Linie S let, im Allgememen, der 
Tangente in der Spitze der parabolischen Asymptote pnrnllel, und lioj;f, wenn wir für diese 
«Be osculirende «Delmien, unendlich weit. Anzahl der Constanteu: sechs. Allgemeine 
GleicbnngT ^^.iq*+fi = o. 

V. 18. Die Tridcnt-Curv e mit einer geradlinigen Asymptote und solchen paraboli- 
schen Asjanptolen, die jene zu einem ihrer Durchmesser haben. Unter den parabolischen 
Asymptoten befindet sieh eine cinfacb osealiraiide. Im ABgemeiiiea ist die Linie S eben- 
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faUs ein DurduneMer der parabolitclien Asjnnplol«, liegt aber, ifcan wir fOr. diese die oa- 
'caBreoile ncknen, oneDdllch wdt. AmU dar Conatanteni aeelii. Allgemeine deiehoDg: 

pCp»-»-Äq)-4-f* = 0. •) 

VI. 19. Die. cubiacbe Parabel, die Toa fanf Conatantcn abbiogt, und dereo Glci< 
dbulg: p'+^q = 0- 

3101. Die neunzehn TerscIiiedeneD Fülle, welche -wir in der vorigen Tsuinioer zti- 
sammengcstellt bab«D, reduciren sieb, weno trir ciDerseils die beiden Fälle 5. und 6. und 
andrerseits die drei Fllle 15., 16. und 17. in einen einzigen zusammenziehen, auf die 
sechszehn von Euler, im 9. Kapitel iß§ ssreilen B.iiidcs seiner „Einli itting in die Ana- 
Ivsis dts Unendlichen", aurgestcllteu Arten von Curveii diifirr Ordnung. Das Euler'sche 
Eiulheilungs- Priucip scheint keinesvrcges so absolut bc&tiiutut, als am angefübrlea Orte 
§. 386. bdiauplet wird; mir scheint, uro meine eigene Meinung ansMspffleben, dab von 
einem Eintbeilungs- Principe da eigentlich keine l\ei!e sein könne, wo es nur zwei coor- 
^dinirte Fälle gibt, welche beide in der aligcmeiueu Gleichung I. enthalteu sind, dab uem- 
Vdi die Asymptoten der Corren dritter Ordnung entweder alle drei reell oder «wei der* 
selben imnj:iii'ir sind, und alle übrigen Fälle blufs alliiiHlii; sich nh.'litfcnde T^ntersrlcn 
oder Abarten von Cur>-cn dritter Ordnung bezeiclinen. Die geradlinigen Asjuiptoten wer- - 
den in ontergeordoeten FIXcb daidi kranunlinlge Tettrelen; soll man, wie Eni er es ihot, 
nur bei jenen nicht, aber bei diesen eine verschiedene Ordnung der Anniihcriing uulcr- 
scbciden? Wenn wir blofs die Curven der dritten Ordntuig mit parabuliiichcu As^m- 
ptolen bctnebteo, so eifcaftes wir Indefs kdne neue Art von Curven , gteiebvlel,- ob wir 
ancb anf die letzte Unterscheidung Rücksicht nehmen oder nicht. Soll innn die^e Uiitcr- 
adieidang der Ordnung der Auuiibcrung auch dann noch machen, wenn nur eine einfa- 
diere Corre der dritten Ordnonf selbst als Asymptote sid» darstdlt? Die Boantwortnng 
dieser Fm^-i- i^t nillkdhilich. utuI es i.st ohne Ei dctitung, ob wlf die drei FiUe Ui.« 19. 
und 17. in einen einzigen zusammenziehen oder nicht. 

tVkhtiger sdieint mir <n sein, dafs wir iddkt die bdden Fülle 5. nnd 6. ndt einander 
verschmelzen, und dafs wir, überhaupt, »Is ('. ^lilld.'^nlz aurstcllen, kein Einlheilungs-Princip ■ 
der Cnrveu der dritten oder einer böbern Orduung aus blofs geometrischen Betracktimfl- 
weisMi benmehmen, und nodi diesen, in der analjtiselien Dantellung, die TenddedeM» 
n^igHAaw Formen, welche die bezOglichc allgemeine Gleidiung der Gurvcn anMinn 
kann, zu nntendidden; sondern die Finiheiluog der Curven lediglidi und von vorne her» 
ein auf die YeTwUedcnlidt der müglidten Formen ihrer Gleichung zu basiren. Mag hm- 
mcrhin der Lauf derjenigen Curveo, Wjddm )«llen beiden Fällen cntsiireclien, grofsc Ue- 
bcrcinstimmnng haben, weil, wenn ich mich so ausdrücken darf, das Unterscheidende ins 
ImaginHre hinübergertickt ist. Es findet dieselbe Uebereinstimmuog aber auch Statt, wenn 
wir zum Beispiel die Curven des 12. Falles, welche zwei pandido äOMf^fire Asymptoten 
haben, mit besondem Arten der eben erwähnten beiden Falle zusnmmenftellpn. Und man 
wird doch nicht behaupten, dafs der ücgriff paralleler imaginärer A&ympiotcn ein 
geoesetrisdMr sei, nnd ddä awn, dordi nnmiltelbiro geomelrisdM Ansdiannn^ unter imn- 

*) Ealer gibt irrChuinlic^ ia seiDer Introductio II, cap. X. §. 259, Qir die miigliciut einUciie (iit'icbaiig 

disaar irt von Gkmn «e lb%rade: 

u'-f-»lu-Hl>H-d = 0, 

indrm er deidl n uod t l>rlicbtgc tchieftvinkligc Coordinalen bt'zridiDt't. Es rntliült dieie Gleicbang 
ciae CsMtiele m licl» wir ktaaca swiMttfiMJet dar AUgcaMinbiit h ^dcb NaU stisea. Wcaa disft 
■Id* dwFaUwInb — tiadiasa Art van Osma noifcwwdig «ia» bcswdsw lliUisbUdlsn iihiwMlatsn 
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g^rco, das heifst nicht existirendeo, geraden Liiiien, parallel« untertcbetden könne. Der 
Antdraek parallal«r inagiBlrer AqraplotCD» 4ai andi Etiler fdmnekl, ist Mob die gao» 

inetrisriic Bi-ioirhnHiis riiies aualytischca Factums: eben so könnten wir sagon. <htt im 6. 
Falle die beiden imaginttren Asymptoten oscalircude sind. Vor Allem mila- 
tcn wfar die analytisdie CmneqacDx feilMlflii; d«i Carren der kObcrai Ordnans kau 
Tou keiner grnmc(risr1i< n die Rede sein: lcl|OB der ellgeneiDe Betriff lolcber 
Carven ist der Geometrie fremd. 



§. a 

8««nuMB€lie CoHstraeMoa der Ciurven Mttor 
Ordnung. 

31L Wir kOuMD die «UfMBNoe Gleldinog der Corm drittw OiAung: 

pqr+H = 0, L 
dnrcti Einfnhnmg einer wIlIkQhrBchen Contlenten | auf folgende Fora bringen: 

p(qr+^) + 0«s~^p) =0, 
und dann dieselbe beinedigen, indem wir zugleich 

qr+l =0, (I) 
.a8-fcp = 0, (8) 
setzen. Ks liegen also alle Durclischnittapnncte der beiden durdi die letzten Gleichungen, 
bei jeder kcÜcbigeu Annalinie von |, dargestellten geometrischen Oerler auf der durch I. • 
dari^afelllen Cnrren dritter Ordnung. Zugleich ist klar, dab der erste dieser beiden Oer- 
ter, wenn vi-ir UDcndÜf Ii \\v\l <'iitfornt licpriuii' Dnrrlischuitlspuncte anssrlilicfscii, die Curve 
I. iu keinem auUeru I'uncle iiul.Kerdcm uiit ii ücitticidct. Die Gleichung (I) stellt eine Cune 
nveiter Ordnung dar, welche diejenigen beiden Asymptoten der in conslndNndcn Cnnre 
L, deren (^eidningen die übenden sind: 

q = 0, r = 0, 

•m ihrer eigenen het Wlr-wolleB wi rir d eii t lOBebncB, iA dieee Aeynftolcn reell 
seien. Alsdann ist diese Cune eine Hj-pcrbel, eine hvpcrbolisrlic Apvinplote, der .sich 
vier Zweige der zu constniirenden Curve immer mehr nähern. Die Gleichung (2) wird 
belH e digl, wenn ir sng^eidi 

p = 0 und s = 0, 
setzen, und stellt also eine solche gerade Linie dar, die durch den Dorchscbnittspunct der 
diftten Asynplete der Corre I. and der Linie S §eht Diese gerade Unie ecbneidet die 
Hyperbel (1)» in ADgeneiiicB, in swei Pnndet diese beiden Puete liegm nghich auf 
der Carre 1. 

IKe Cnrre I. ist voDkoBBCB beelfamtl; wenn ihre drei Asymptoten P, Q und R, die 

Linie S und der constanle Cocfficient /4, oder auch, statt dieses CoerPicicnten, irgend ein 
Pnnct dec Gorvc, gegeben sind. Eben so ist die Hyperbel (1) vollkommen beetionnl, 
wenn ihre betdoi Asymptoten Q and R imd fiberdieft der Coeffieient |, oder, etett Ae» 
ses Coefficicnlen, irgend ein Punct derselben, gegeben sind. Nehmen wir insbesondere an, 
dafs irgend ein Punct der Curve I., den wir durch M bczeidmcu wollen, gegeben sei^ und 
dafs durch eben diesen Punct auch die H^-perbcl (l) gebe, so ist diese eine vollkommen 
bceteM«, and aehncidef, Mdser in dem Poncte M. die Curvo L aar noeh in eben einii^ 
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gen Punct«. Dieser zweite Durchscbuitlapuoct liegt ebeofaiis auf der geraden Linie (2X 
die ihceneit« dadnrdi ▼oUkoiraieB beatiniM ist, dab lie dnrdi den gegebenen Ponct M 
und den Dur^schnittspunct der Asymptolc P und Act Linie S, die ^vlr ebenfalls beide 
th gegeben bclraclitcn, bindorcbgobL Um einen neuen Punct der zu construirenden Corve 
dritter Ordnung zn cthalten, ImuAaB iwir alao Uob den zweiten Sfircbediniltfpanct im 
• io bestimmten Linie (2) mit der Hjp«bd (1) an eonlniirai: doc Comtmclion» diedA 
auf die leichteste Weise ergibt. . . • 

£0 seien (Fig. 3.) PP, QQ und RR die drei As.^mptoten der ni construirenden CnrreFigi ^ 
l., und S, S' und 3" diejenigen drei Puncte, in welchen diese Asymptoten bezüglich von 
der Linie S geschnitten werden. M sei ein gegebener Punct der Curve. Diesen Punct 
wollen wir mit dem Puncte S durch eine gerade Linie verbinden, welche den beiden As/m* 
ploleu QQ und RR beiQglich in den Punctcn K und L htgtfpmt nttd dm anf dieMT 
gfradwi Linie einen neuen Punct M| so bestimmen, daüs 

M.L = KM. 

'Abdan kt M, ein Punct der Curve L Denn , nach einem allbekannten Salle, liegt die- 
ser Punrt ntif derjenigen Hyperbel, welche QQ und BA SU ihreil Aa^niptOten bat, und ' 
(ibcrdiefs durch den gegebenen Punct AI geht. 

Da wir in der vnntebenden Coustruclion di« Asymptote FP, nadi einander, ndt Jeder ' 

der beiden andern Asymptoten QQ und HU verlsiischen können, so erhalten wir zuniichst 
noch zwei neue Puncte der zu construireudcn Curve I. (die Puncte M^' und M|'), und 
UeMadi ganx anf gMdia Weise, in Aligemefaien, beliebig viele nene Pnnele dcnel- 

ben. Diese, aus der Form <Ii r ('.!«•!( luint; f. (iiutiilteihnr hervortretende, allgemeine Con- 
struction der Curve dritter Orduung ist der Coustructiun einer Hierbei, welche zwei ge- 
" gebene gerade Linien m itiren AsTnptoten bat und dureb einen gegdienen Pttnct gdiCB 
soll, ganz fibniich: es ist d'u-sc f iunstniction selbst, nur mit dem Untcncbiede, dab Jeder 
neue Construcüonspunct auf einer neuen solchen Hyperbel liegt. 

Die To w teb en de Construetion findet ancb dann Äre volle Anwendung, wenn die Linie 
S einer der drei .Asymptoten, etwa l'P, parnllcl ist. .\Ki!niin lir^t der Piiiirt S unendlidl 
weit, so dafs jede durch denselben gehende gerade Linie mit jener Ao»>(lole ebenCalb 
parallel ist. IKeb finden wir dordi die Gldcbnng (3) beitaiJgl, wddie ftr den fias> 
liehen Fall die- FoiBs p4*eMMf s 0, 

annimaiL 

Es besteht dieselbe Coulinction aucb noch in demjenigen Falle, dab die Linie S oa- ' 

endlich weit liefet. Alsdann treten an die Stelle di r iluidi die drei Puncte S, S' und S" 
gebenden drei geraden Linien, drei gerade Linien, welche den drei Asymptoten parallel sind. 

212. Wenn zwei Asymptoten der zu construirenden Curve dritter Ordnung parallel 
sind (Fall Ui.), so ist durch GrSuz- Betrachtungen von vorne herein ersichtlich, daCs auch 
dann noch die obige Coustruclion besteht, und zugleich fol^l, dnfs, ^wvu ()() und RR 
die beiden parallelen Asymptoten sind, jede gerade Linie, welche durch den l'uuct S geht, 
die Curve in solchen zwei Pnncten (M und etwa) schneidet, welche beide innerbalb 
oder beide nufserhalb der beiden parallelen .\symptolen liegen und eleirh >veif von den- 
selben abstehen. Jedoch erhalten wir hier unmittelbar nur einen einzigen neuen Punct- 
de^u constnürenden Cure. 

Wir können in dem vorliegenden Falle der aUgBUMlncn Glefaduing anf UModlicbna- 
lige Art folgende Form geben: 

pqr4-#»«sO, 
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die hier sich folgeodcrgcstalt particularisircn läbt: 

lind können niso aiirli fragliflic Conslruction, welche einzig von dieser Form abh.'ingt, 
unendlich oft in AuTrcnduog briogen. Die Linie S kann hierbei jede beliebige gerade 
Lteie sein, weldie darcik den Dardisdmitt der Cnnre mit der nidit iMnUelen AtyrnfM« 
P ^el)f. Für diejenigen beiden f^rrndcn Linien, »rlrhe %rir iti drni VonldMOdcn QQ und - 
KR geuauut habeu, und welche nun durch die beiden Gleichungen: * 

q+»=0, q— JfasO, (4) 

dargcslelll werden, rrgfbcn sich ;ds<Iniiii dirjenigon beiden, welrlie durcli die beiden Idui- 
gen DurcbschuitUtpuucte der Linie ä mit der Cur>o gehen und mit den beiden panlldeo 
(redleo, imeginareB oder xannmeofBlkndai) Asymptoten denelben parallel, dier nidit ' 
mebr diese in^ioicn selbst find. 

Die Gleichung der Gorve (3) vkird befricdigi, vreaa wir, ähnlich wie (rtiher, indem £ 
eine anbeatiaute Cooilente besckhnet, zugleich 

^-Sp = 0, (6) 
Selzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt- ebi Sjstea ron solchen zwei . geraden 
Linien dar» die den beiden geraden Linien ( I) parallel abMl, and gleich diesen und dm 
beiden parallelen Asjmptoten, von der durch die Glcicbung: q =: (I, darf;eBtcll(en gera- 
den Linie zu beiden Seilen derselben ^eich weit abstehen. Das System dieser beiden 
Linien Irilt liier :in die Stellt: der in dem allgemeinen Falle durch die Gleichung (I) dar- 
gestelilcn Hvprrln-I. Die Glcichunjr (6) sielll eine solche eeradc Linie dnr, welche durch 
den I)urchschuiü,^j)un( t der Curve dritter Ordnung mit der nicht parallelen Asyuiplutc dcr- 
selben gebt. Der geometrische Ort liDr die Mitte zwischen den beiden Üurclischnittspuoe- ' 
leo Irgend einer solchen geraden Linie und der der ("".urvc dridrr Onlminf; ist al.so, in 
Uebcrcinsliuiniung mit den Anfangs -Bcnicrkungcu dieser I^umincr, die gerade Linie: q — 0. 

In dem fraglichen Falle hibigt die CoBttraetioii der Corven dritter Ordmmg nnr von 
sieben f loii^tnnten ab. Dieser Conslanfen - Anzahl enl.<!prerhend, kOnnen wir irgend etno 
hierher gcliOrige Curve dadurch bcsliuuneu, dafs wir ihre Asymptote P und ihren Durdi- 
achnilt hR denelbeo, feiber die^ige^ in allen FStUen reelle^ gerade Lbde: q es 0; weiche 
den parallelen (reellen oder imncin.'iren ) Ksyinplolcn der Cur%'e pnrnllel Ul, und in der 
Milte zwischen beiden hindurchgeht, und eudlich irgend zwei Puncto der Curve, als ge- 
geben betradtfen. Atadaon eriislten wir, nach dem Toralehenden, 80|^cleh swei neoe Pttncle 
der Curve, die so weit von der pei;ebenen poradi'n Linie :d)slelii'n, als die beiden letzt- 
genannten Punclc. Und durch je zwei Puuclc der Curve, die von dieser geraden Linie 
gleidi weil abaldieo, kOnnen wir deradbeo xwd gerade Linien parallel xiehen nnd dieto 
als die beiden crpobcnen ^;emden Linien QQ und RR und jene beiden l'uncle sc'lb.^t ab 
die Puncto S' und S", in der allgemeinen Conslniclion der Torigen Kummer, betrachten. . 

318. Ea Ist offenbar, data wb Ae firagliche Cooslniction mdt in dem VI. 1^11« m 
Anwendung bringen können. Und zwar können wir hierbei )ede beliebige gerade Linie^ 
welche die betOglicb^. Curve in drei reellen Puncten achnesdel, xur Linie S nehmen. Die- 
jenigen drei geraden Linien, wülehe aladann an die Stelle der drei Asymptoten PP, QQ 
und RR, in dem allgemeinen Falle treten, gehen durch diese drei Durchschnitlspunclc, sie 
sind unter einander parallel und haben eine solche Richtung, dafs keine derselben die 
CurTc anberdcm noch, weder in einem reellen noch imaginären l*uncte, schneidet. Sie 
<ind, wenn wir <Be in Bede stehenden Gurren, wio ftOher, dwch die GleidHuig: 



» 
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l)"-f.Aq = 0, VI. 
darstellen, der durch die Gleichung: p = 0, dargcstelUeu geradeu Liule, die wir die Axc , 
der Corve nennen wollen, p«nHeL tagt, vm die Udeilnisang der dlfenelnen Con- 
Btruction auf doii vnrlie^onden Fdl M ▼CTUuchauttcben^ die QLFiguv adtBcÜMliiltnngdcri^ ft> ' ' ' 
frfihcm BezciqbuuD^ hinzu. 

'Wir beftegnen hier nigleicb einer cbaraefeihliidicn Efgensduft der, dem VI. Falle 
cnlsprochcnilcii, c tiMsi lirn Parnbcin. , 

W'enu maa.eiucu Puoct au( dem Umfange einer cubiscben Parabel be- 
liebig annimnit, lind eine'dnrcti dieeen Punet gehende gerade Linie nn . 
dcns clb on aich drehen läfsl, bo ist der geoin e t ris( he Ort für die Mi 1 1 r zwi- 
schen den beiden übrigen Dnrchschnittapuncten dieaer geraden Linie und 
der Cnrre eine neue gerade Linie.« Wenn der beliebig augenOBflieae ^ ' 
PuDct auf der Curve sich fortbeiregl, ao rAekt diese oene gerade Linie', . ' 
parallel mit sieh selbit, fort. ' 

Der erste Theil dieses Salzes bestdit, nach der vorigen Nunmer, tmA für den Fall 
der Curt cii III. tuit zn ei parallclcD Asjinptutcn, uur mit der Beschränkung, dafs der Punct * . 
auf dem Umfange der Cunre nolfafrendig ihr JDurcJiscbaitt mit der dritten Asjrmptote |ein ^ * 
»nfs. ' . ' * ,* 

214. Wir küuncD eine Cwrc dritter Ordnung mit z>vci ima^inSircn Asvmptolcn ' ^. 
durch ihre reelle, dritte Asymptote, ihren Asyiiipto(ciipuiir(, diin Ii dif IJiiie S und irgend « • . 
einen l'uncl auf ihrem Umfange als gegeben betrachten (Iht)). in diesem Falle gibt ans • ' 
di^ealge GonstniellM, mit der wir uns in der Torigen Nummer beschäftigt haben, nnmit- * 
tclbnr, nur einen einzigen neuen PuncI; >veil alsdann zwei der drei DurchscLniltspuncte, • ^ 
welche die Linie S verbindet, imaginär sind, und also jede Construclion, in der einer dv- ' , 

lelben einuln TOi^omBt, wegBrib. Was die Gonslmclion -dtcaes Pnnetec befriilk,'so wird . 
«Bo aUgandne Gldchang dieicr Cnrreo: 

p(u»+yV)+/*» = 0, (7) 

Iwfriedigt, wenn, indem | wiederum cfne mbesünunte Csnatant« beicichoel, die folgenden \ * 
beiden Gleichungen zugleich bestehen: **'* -. , * 

a»+yV+J = 0, . (8) 

^s— ip = ü. (9) . • 

Die cnt« dieser beiden Gleichungen stellt eine Ellipse dar, die, wenn der M^erth von ^ immer * ' ' 
kleiner wird und saletzt ▼ersehwindet, iA den Asjmptotenpunot sellist Üliergchl, und, je * 
m cb d em t einen negativen oder positiven Werth hat, reell odeT imaginär ist. Wir kOn- i 
nen sagen, dab, so wie die bjrperbolische .\fiymplote (1), im Falle dreier reellen Asym- '*. • 
ptotcn, mit der Cur%'c in unendlicher Eolfemnng einen reellen doppelten Conlact hat, in 
dem vorliegenden Falle die Ellipse (8) mit der Cur«e in unendlicher Entfernung «inen*.' / ' 
imaginären doppelten Contact habe. Es läfst sieh der iinbcsliiiitnlo Cocniricnt i immer • 
so aDUcbmcn, dafs diese Elhpse durch den gegebenen i'uuct der zu cuiistruireiideu Curve 
(7) gehL Dann He^t der zweite Durchscbniltsponct dteser Curve mit der Ellipse zogfeidl 
auf der eerriflcn Linie (9), welche jenen gegebenen Punel mit dem Durchsclmilte der gege- 
benen reellen Asy mptote und der gegebenen Linie S ▼erbindet. Dieser neue Puuct der zu * 
constrairenden Cnrre ergilM Mk bienmdi sebr IdcbC '* ' • 

Es sei (Fig. 7.) A der As\ mpfotenpunct, PP die reelle Asynipfnfe und S derjenige Fl^ ?. 
Puuct, in welchem sie von der Linie 5 geschnitten vrirt}. Es habe ferner die Cur>e ima- 
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giDürc Kr ois-Asyniplo(pn *). ?o drifs die (ileichuDg (8) einen Kreis (I;ir>(ellt, dessen MU- 
telpuuct A isL Ls sei M ciuliich der gegebene Puncl. Zieht man albdaua SM, ond be- 
tAnM uni A, ik llDlte]|Mliiet; tiuea Kreis, welcher durch H geh^ »kiim ivdt« PUnel; 
den die.«cr Kreis niii jrt)> r L'M.-id. n Linie SH genmn hat, der Ptoicl Hi, der TefIaDg^ 
neue Puuct der Curve dritter Ordnung. 

215. Wir können die blsber enlwtckdle Conttroctimi der Gurren dritter Ordnung 
aus cinrm allf;eiiii ini in Colt liisptmclc belrorlitcn. und ilir dadurcli eine soIt Jio Au^rJcInuiiif; 
geben, da(s sie iu jedem Falle zur Tollsländigen Bestimmung der Curve führt. Zu diesem 
Bode trollen wir der allgemeinen Gleidinng der Gurren dritter Ordnung folgende Form 
gebcu: pK -t- /«s = 0 , (l) 

indeui wir durch K irgend eine Function des zweiten Grades bezeichnen. Da eine solche 
FnnetfoD fünf Gonttinte enIbSit, lo wird dadurch in die allgeaiein« Gleichung der Cur- 
TCIl dritter Ordnung eine zehnte Conslnnlc «illkiihrlich eingeführt. Es stiininl die Form 
der leUlcn Gleidmog mit der Form der Gleichung der 211. Nummer über ein. £s stellt 
■Udann die Gleichung; K s 0, (9) 

wenn erstens alle Asymptoten der Conre reell aind, irgend eine Hyperbel dar, welcher 
$ich vier unendliche Zweige immer mehr annihem; wenn zwcitcns4wci Asymptoten der 
Curve iniaginiir sind: eine Ellipse, mit denselben beiden imaginären Asymptoten; wenn 
drittens xwei Asymptoten uuendlirh weit tiegeu (IL. und V. Fall): eine parabolisclie 
Asymptote; wenn viertens zwei Asymptoten parnllel sind (III. Fall) und im VI. Falle: 
ein Sybleiu zweier parallelen geraden Linien. In allen diesen Fällen «tird die Curve drilr 
ter Ordnung too den, durch die Gleichung (2) dargestellten, geometrischen Orte zwcÜcr 
Ordnung nur in zwei Pnnrten peschniften, weil die vier iibrigcn, reellen oder iinaginiiren, 
DurciiscIuiittspuDcte nncudlich weit liegen, und zwar kOiiueti wir immer vorausscizcu, dafs 
jener Ort die Gurre dritter Ordnung in zwei reellen Pnnetea schneidet. Es Ueibt ««C^ 
erst nur der IV. Fall hier ,mi- L-cMhlossen. 

Um die Durch&chuitl^puuctc der Cur^c ( 1 ) mit irgend einer geraden Linie, die wir 

' durch die Gleichingt t 's 0 , (8) 

darstellen wollen, zu bcftiimnen, wollen wir p und K als Functionen von s und I be- 

- trachten, und hiernach die Gleichung (1), unter EinflUirung unbesliinmler Coefücicateu, 

.tOBlgT der folgenden Tonn sdvdben: 

(i-l-CH-*){»»+2«8t+,ft*+^+aA+t)+i« = 0, 

and dam t ijMch Null selZcn. Alsdann kommt: 

(« + i^)(!,^+2;ii + «)-*.jU8 = 0. (4) 



*) lA ecfliw ,«{iiiasii«r« Krcis'AiiynpMan'' sdche fanigfaiare ätfafltätn, als ca haL Bit Va» 

aasüi'tzun;; solcher Krrü- Asvmplaltn woUcn wir in diT Fol^e d», wo mti (njchl panUele) tnssiiiie 
Asjniptolcn bri Ciirvcn liriltfr OrAnmi; Tnrkommen, «llcn Conrtmelionpn tu Cninde Irjoo. Wir Ver- 
meiden dadurch, «i ^ iillii ii iii.l l). :jils ZD ülK-rl.-idrn , wodurch nn, rirlili;; vci sl,.ti(I< lu r, All;;rmpinhrit 
nichts (jt-wonnrn tvird, und crrriclirn xuglricb, dafs CS am nüglich wird, die vertcliiedroru Formro, 
« welch« die hierher gehSriKCO Curveo drillrr Ordnong.awciHMa kOnnen, ta überscben. üicM Uclier- 
liolitliAlriiit anls daan iwdmcpdig veHomD gebae, waan' wir Iwi der ZaMMnownstdlaag der cinol- 
m venchlcdeaca Aitn dhsar Ovtcbi dii» wir iu dha Faigfiidn baaUkhMIgCR, hold ^Srnm/em uÄ {■» 
i^inlrro Kri>!s-A«ymptoleij, bald Cirrae inil soIcLen imginlrea AtjmfM» adimeik, «He ale dner El- 
lipee Ton ir;:end cinrni besondern Asea>VcritätiaUs.cnl*precb«fl. B«l der ta Rede stdicDdRi Voms- 

fetzonp betracliU n n \r ztT.nr nur •inFB dusilisn FsH» shaT !■• 

alle FiUa «lerselbcD Art ttbendie«. ■ • 
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Die drei Wurzeln dieser Glcichuog gebcu diL-jcnigea W'criUc der Fuiiciiun 8, welche sicU 
auf die drei DnrciisclHiillspiiiiete der Gnrve (1) arit der geraden Linie (S) belieben. 
Wenn ^vir ntiF pli irhe WeiM dl« DonehuAiiUtqiQDcte derselben geraden Linie (3) 

mit dem durch djc Glcithuog: 

pK = 0, (5) 
dargestellten SrstriTu< einer .geraden Linie und <iai Aügeaieittea) einet Kegelscbniltee be- 

slitmncn, so linden wir: 

(s-|-.7)(s'-f-2;s + £) = 0. (6) 
Die Siiijiim' (Irr tiici Wurzüln jeder dfr beiden (ileichnngcn (I) und (6) ist eine und 
dieselbe, also auih d.i^ iiridiinetigcbe Millcl ans den beidci^nuiligen drei Wurzeln. Ls faU 
len rieo auclt die Mitten *) der drei Dorchscbniltspuurli' der beliebigen (geraden Linie (3) 
mit der Currc driK' r OrdiiiMic; einerseits, nml mit der einen \>viiiptote dieser (!urve und 
(im Allgemeinen) einem KegeUciiuilte, der die beiden übri(:eu .Vt>^ uijilotcu zu seinen eige- 
nen bat, andreneile, in dnlgea Puiet xaBammen. 

216. Zmürdersl ergibt sieli aus der vorigen iS'inmiier, >venn die drei A'svmpfolpn einer 
Curre dritter Ordnung, oder, statt zwei derselben (nauicutlirb auch in dem Falle, dafs^ 
dieselben boaginlr sud and uoendlicb weit liegen), ein Regekchoilt, der dieae aa «ei- 
nen eigenen Asymptoten Ii.il, und .lufserdein irgend zwei I'tmrtc einer f'nrve drillrr 
Ordnimg gegeben sind, sogleich derjenige dritte i'uuct derselben, welche auf der, (fio iiei- 
den gegebenen Ponete TeriUndenden, geraden Linie Hegt. Es »eien Ht und M, die bei- 
Scn gegebenen Pnnelc, und diejenige pci nde IJnie. \v( l( he diinh dieselben schneide 
die gegebene reelle Asjmplole in l^^ und den gegebenen Kegelsclinitt in und I^. fie- 
atinunt mm äladann auf derselben geraden Linien nacb den Gleichungen: 

K.L = ;k,k,, lg = ]i>P,, 

nacb einander die vier Ptaicle L, 6, N und M«, indem wir zugleich anf die, dnrcb die 
letzten Gleidmngen angczeigle, gegenseitige Liftge der Puuclo Rticksirbl nelnneu, so isf 
der letzte dieser vier Puncte, nemlicb M,, ein neuer Pimct der Cur\e dritter Ordnung. 

Ferner folgt uominelbar aus der vorigen Nummer, dafs, wenn die gerade L^nie (3) 
insbesondere durch den Durcbsrhnitlspunct der Corrc driller Ordnung mit der Asymptote 
P geht, die Milte der beiden Qbrigen Durch«chnitt.«pui.rtc dieser Linie und der Curvc drit- 
ter Ordnung cinerseilti, und die Mille der beiden DurchschnillFpunrle derselben geraden 
Uni« and der Cnrve (2) andrersdls, zusammenfallen. Diese Itemetknng führt un»-zu den 
Conslrurtionen in den ersten Niniimern dieses P;ir.tj;r;i[ilien zurück. Aber zuj;leifh hl auch 
Mar, dafj), wenn die gerade Linie (3) insbesondere durch einen Durchschniltspunct der 
Gnnra dritter Ordnuiig nnd der Cnnra (9) gdi^ die Üble der beiden noi^h ttbrigen Dvrc^ 

l-chnillspnncte dieser j;(Tni!en f.ini.- niul der f^irvr dritter Ordining einer.>-eif«, inid die Alitle 
zwischen dem zweiten Durchschnitlc derselben geraden Ijnie mit der Curvc (2) und ttt 
rem Darehsebnilte ndt der reellen Asymptote P andreneitsf in einen nnd denselben Ptanct 
zusammenfallen. Was naBOi'entli<'li diese letzte Behauptung brlrifft. 1 liiiiifn wir dieselbe, 
auch auimltelbai' aus der obigen analytischen Bczeicbnungs^neisc bctucbmcu. Wir brau- 



* *) Ick tvrrde Qhfrall unter „Mille drrtrr Ponclc" drDjrnigrn Pupct Yrr^trlirn, in dra der SchncrpoMt 
dreier gleichrit Gtwichle, die nun nch ia jeneo 4r»i PodcIhi a^gcbraclit dcakcn kun, lUiea wfirdc« aiid 
dies* ^Mamuig in den Folgcmln auih W dM FaB, 4all dia drd Pinacto Mo, In gmdw Usia le> 
, gfB, nHMnes, and m dann mit itm Aasdhuke «KNe das vee dnadhan Fsattse gshiliilai Dni^ 
«ls'* ab fMcUcdaatrad aiuebeii. * ' 

22» . * • 
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ciheu zu diesem todc blofs, der gemachlen Voraussetzung gcm&fs, dafs die Curvc (2) durch 
äm DardHcInitt d«r geraden Lini« (3) mit der Uoie S geht, « gleich Null <a aetaen. 

Alsdann stellt sich, als Fol^o jcDcr Vomiissotiung, s als pemeinschaftlicher Factor alli-r 
Glieder in deo beiden (ileicbungen (4) und (Ü) dar, welche hiernach, mit Yemachlässi- 
ffm§ diMet Vacton, in dl* talgtnden übergdieut 

(8-+-Ö) {s + 2;'}+/i = 0, 
(8-|-i^)(8+2/) =0, 

woriRis dai «ben Behanpletc sogleich herrorgebt 
8. 217* An die vorstehenden Erörterungen schlictst sich eine allgooieine Constructioo 
der Gurren dritter Ordnung an, welche, in Beziehung auf allgcmciae Anweodbariieit, nichti 
zu «TÜnschen mehr fibrig Ififst. - Es sei eine gerade Linie P und irgend ein Ort zweiter 
Oldnong K (in dem Falle der B. Fig. ein Kreis) gegeben, ferner eine zweite gerade Li- 
nie, ■wflrlic für erste im Punctc S uud dii'scn Ort in den Punctcn S' und S" s( linoidc, und 
cudlicii auUerdeiu noch irgend ein l'uuct M. Zieht lunn alsdann die gerade Linie 6M, 
welche den Ort K in den beiden iPnncten K, und K, schneiden, femer SU and S*M, 
• welche die peradc Linie P in den Piiiidin P' und P" und «ien Ort K ztiin zweiten Mnic 
den Punctcn K.' und K" schneiden, so liegen diejenigen drei Punctc M|, M,' und M,", 
'V. ndch« aan «bKtt, waan mn auf dieeen drei, beiBg^ dvidi di« Fmct^ 5, Sf and ST 
gehenden, geraden Linien: 

K,M, = MK,, P'M,' = MK', P"M»" = MK", « 

niiMat,'«af einer Cinnre dritter Ordnung, welche dadwA bcstiönit M, deb de «Be gege- 
bene gerade Linio P zu ihrer Asymptote hat, dafs ihre beiden andern As.nnptoten, im All- 
' gemeinen, die Asymptoten des gegebenen Ortes K sind, und d«£i sie (IbcrdicCs durch die 
vier gegebenen I>nncte S, S', S* und H g«ht. MachdeH auf dfeeen Wege drei Mne Fände 
dieser Curvc dritter Ordnung gefunden sin^ ergdien lidi nnwitldbar 80 Tiel« Panete der- 
« selben M" u. s. w., als man will. 

21& Nach dein Verfahren in der Torigen NnoHner kann man Jede Cuire dritter -Ord- 
, .< nuug construiren, mit AiusD.-ihme des einzigen IV. Falles. Wenn der gegebene Ort K eine 
Hjrperbel ist, so hat diu Gurre dritter Ordnung drei reelle Asymptoten; zwei dieser 
Asjmptofin rrerden imaginär, wenn an de Steile der gegebenen Hyperbel eine Ellipse 
„ tritt. Ist der Ort K eine Parabel, so hat die Cnrre^ im AUganciBen, dieselbe zur para- 
bolischen Asymptote. Ist derselbe ein System ron zwei parallelen geraden Linien, so hat 
die Gurre, in Allgemeinen, zwei parallele (reelle, imaginUrc oder zusauiincnfalleiide) Asym- 

* ptolen. Sind die beiden parallelen geraden Linien insbesondere auch der gegebenen ge- 
raden Linie P parallel, so gehört die Gurre zu dem VI. Falle. In dein besondern Falle 
endlich, dafs der gegebene Or| K eine Parabel und die gegebcue gerade Linie P ein 

* derselben fat, eAlit nsan eine Cnrre des V. Falles; es .ist alsdann jene Pa- 
nbet, im All^eim inen, keine Asymptote der Coive, wird aber chieaolche, wenn man aia^ 
parallel mit sich selbst, schickUch furlrUckL , 

Was den inletxt beiahrten Fall Iwirillt, ao kllonen Wir nach der 90& Nananer )ede 
beliebige gernde Linie, die riiic Curvc dieser Art in drei bclicbitien Puncfen sriitieidct, als 
Linie S betrachten, und dann durch einen dieser Puncte eine gerade Lauie parallel mit 
ihfer geradlinigen Asymptote nnd darcfa die beiden fibrigen Durdnehnillspancte ciAe Para- 
bel legen, die mit dtr parabulisrhen Af>'niptote der Curve gleiche Durchmesser -Richtung 
md gjleichen Parameter bat, und hiernach endlich das Sjrslem jener geraden Linie and die- 
ser Parabel dnrch die Gleichong (5) darsldka. Wenn mm elio dnrcli iea eiMea Divch' 
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sckoitUpunct auf der Lioic S, fUr den trir jeden beliebigen Punct der Corre 
kfloMB, etile fjunde Linie legtp m ftUca, wie sieh euch diese gerade linie am {eoen 

DurcbRchnitt.spunct drehen mrit;, iVic. Milte ihrer beiden tibrif^en Durrh.schnill.<j)titufe mit der 
Cinre driUer Ordnung einerseits, und die Milte ihrer beiden Durchschniltspuucte luit der 
Panbel andrenelts, ionBer in denselbeii Pooete mmmiBieo. Der (;eometriacli« Ort (Gr die 
Mitfell der Ji-desin.ilif m Leid* ii I)tirrlisrhnill$|)nncle einer ^rrarlen I.inir, welcbe Um einen 
festen Punct sich dreht, mit einer gegebenen Parabel ist aber bekanntlich eine neue Para- 
M, welche, bei gleicher DurdiiMHer-Richlniig, eineii halb so groben Parameter ha^ ab 
die gegebene. Hiernach erhallen wir folgende charactsfhtieAe Eigenschaft der dem T. 
Falle angebörigen Gurren driUer Ordnung. 

Wenn man um irgend einen gegebenen Ponct einer Trident - Carv« 
eine gerade Linie sieh drehen Ilfsl, so beschreibt die Mitte ihrer beiden 
übrigen Uurchschnittspuncte mit dieser Curve eine Parabel, deren Para- 
meter halb so grofs ist nia der Parameter der parabolischen Asymptoten, 
nad deren Dorehmesser dieselbe Bichtnng haben als die Durchmesser die- 
ser. Wenn der gegebene Punct auf dem Fmfanpc der Tridcnt-C.urv« fOKt> 
rückt, SU bewegt sich diese Parabel parallel mit sich selbst fort. 

Der ante Theil diesss Salses g|It Ar den Fall der Gunren II.,, mit paraboliai^« 
Aspnptoten (iberh;in[)t , nur dann, wenn v»ir insbesondere aonehmen, dafs der gegebene 
Punct der Durchscbuiltspunct einer solchen Cur^e mit ihrer geradlinigen Asjrmptole sei. 

219. Die Omrren des IT. Falles sbd bisher von der Dteeussion dieses Paragraph« 
aui:f,'csf Idosscn geblieben. Die Construction derselben ergibt si(h, dtirrh die Vcrmittclung 
der scmicubischen Parabel, gerade auf dieselbe Weise, als, in dem Vorstehenden, die Coo- 
■Imctiott der Obrigen Corfen dritter Ordnung durch die Vennitteinng dreier geraden Unieo 
oder d^s Systeme« einer geraden Linie und tiii< > Kegolsrliuille.s firli ergeben hat. Die 
SchJnlsweise der 215. Nummer lindet, nach den hierdurch angezeigten Modi&caiioneo, un- 
niHdbar Ihre Anwcndong. Es faUcn die bdden Mitten der. drd Dorchtdmittspancte 
einer beliebigen geraden Linie snit einer solchen Curve IV. einerseits und mit einer seffli> 
cobiachea Parabel, die eine Asjnnplote derselben is^ andrcrseitib io demselben Punct« m-' 
sammen. Weaa die beliebige gerade Unie Insbesondere Auch einen DnrctefihnittBpunet 
der beiden Gurren geht, so fallen also auch die Mitten der beiden noch übrigen Durch- 
schnittspuncte der geraden Linie mit jeder der beiden Gurven zusammen. Es scheint mir ' 
überflüssig hier in irgend ein Detail der Construction eiuzugehen. Wir wenden uns da- 
her sogleich zu der allgemeinen Gleichung der Curvcn dritter Ordnung turflcIcV vm abs j 
derselben eine neue allgemeine Conslmclion derselben herzuleiten. • 

220. Wir können der, früher schon zu Gruude gelegten GIciohmig: 

pK4-lMasO, 

dnrch Efai^hmng einer neuen wiilkahrüchen Constanten aoeh folgende Fom. fdben: 

p<K.H8)-s(|p-/.^ = 0, ' 
und sie denn befriedigen, indem wir , ' . 

K^^ SB 0, , ■ 

■mid zugicifb entweder 8^= 0« oder: • , ' ' . ' 

Es liegen also die Durchsdinitle der durch die Gleichnäg (2) dargestellten Curve 
Cmnro. dritter Ordnung (I) auf der geraden Linie S und der geraden Linie (3); 
die AnaU denelbcB beirlg^ also Viatt vicri xwci liegen unendlich weit. Die Oeicbung: 



(I) 

* 

(3) 
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KssO, (4) 
Stellt dpcn Kegdadialtt itir, der <«rei A«;ii|>loteii der Ganre (1) sn aeteen eigenen Inl, 

und clurcli dessen bridc I)urcl)5rhiiiH>iiniiflc mit tliccr Curvc die lAnic S gclit. l)ie Glei- 
diiuig (2) stellt also einen zweiicu kvgelscboill dar, der durcb die beiden eben bezeicb- 
aden DorchaelinitlBpaocte gebt, wefl dieae GhtdioBg befriedigt #ir^- wenn wir mglddi] 

K = 0 nnd s — 0, 
setxen. Dieser zweite Kcgebcboitt bat ferner,, weil s eine blufs lineare runction bede»- 
tet, swei eolchc gerade Liolea xo Asjnptuten, die den Asymptoten des entan Kegebchnü- 
tcs, das lieif>l, 7.>vei Asviiiptolon der Ciirvo dritter Onlniiiig (I) parallel sind, oder er ist, 
mit andern Worten, dem crslcn Kegclscboille ttbolicb und äbnlicb liegend. Jeder solcher 
Kegehchnitt also, weldier, bei irgend einer Annsihine von i, dnrdi die Crieiduing (2) dar- 
gestellt nird, sehncidct die Curve driller Ordnung, nufsor in den beiden auf der Liuie S 
iiegoiden Puocien, nur nocb in xwei Puacten, und diese liegen auf der geraden Linie (3X 
also auf dner solchen geraden Linie, £e der Asymptutc l' parallel isU Hierdurch ist eine 
Reihe ( inzclurr Con^tractiooen gegeben, die ich mehr andeuten als ausfübrcn will. 

221. Wir wollen zuerst die Vornus»etzung machen, dab die Asymptoten der SU 
conslniircnden Asymptote dritter Orduuug alle drei reell seien. Dann stellt die des« 
cbung ( I) eine Hyperbel dar, die xwei dieser Asymptoten zu dcu ihrigen bat, oder, in^ 
beftinilcrc ntiih, diese Asymptoten sellisl. T)if Di-ictission bridiT Flilli; ifl ganz analog; 
wir wollen uns begnügen, den letztem niibcr zu betrachten, wo die Gleichung (1), indem 
wir qr an die Stelle Ton K schreiben, wiederum die Fotm: 

pqr-f-/(fi = 0, 

fig 9. annimmt. Ei seien (Fig. 9.) VI*, *ii Asjmptotcn und S, S' und S" die- 

ImtHrn Ponctei, in weldicn dieselben von der Linie S gpdnittell werden. Es sei utUet 

dem M irgend ein gegebener Pnnct der zu construirenden Curve. Wenn wir, bei dieser 
Annahme, eine Hyperbel (2) bcscltreibcn, deren Asymptoten die beiden gegebenen gera- 
den Linien QQ nnd RR.pandlet sind, nnd wdebe fiberdieis dardi die drd gegdiencn 
Ponde S'. S" und M erlif, eo schneidet dieselbe die fUirvp dritter Ordnung aufscrdeni nur 
noch iu einem einzigen i'unclo, und dieser liegt zugleich auf d«r geraden ianie (3), wel- 
■ die dadorcb bestimmt wird, dafs sie durch den gegebenen Pnnct H gdit nnd alt PP pa- 
rallel hl. Um diesen neuen Pnnct der zu construirenden Curve zu finden , brnnchen wir 
• * *■ die Hyperbel (2) selbst nicht zu beschreiben. Unter andern, zeigt der Pascalacbe Salx 
, von eingeschridienen S«cluedie, dadurch nodifidrt, dals xwei Winkelpnoole desselben m- 
cudlich weit liegen (nach der Richtung von QQ und RR, die vier andern Winkelponcte 
sind S', S", M nnd der zu cunstruircnde neue Ponct M|), die nachstehende Construclion 
an. Man lege durch die beiden gegebenen Ponctc und M eine gerade Lfali^ von wd- 
cher on in q gcsciuiillcn werde, ziehe dunb Q eine gerade Linie paralld mit PP, von 
wel< licr KU in r geschnitten werde, ziehe ferner S'r nnd durch M eine nene gerade Linie 
mit l'P parallel : die beiden zuletzt gezogenen geraden Linien sehneiden sich alsdann in 
* itm gesndilen Puncte-Hi. .Wenn man die drei gegebenen A.sMiiploten in anderer Ord- 
null'.: 7.u',iiimH'n!>toilt, so erhült man zwei neue Puncte (M, ist in der 9. Figpir ein solcher ' 
Puucl> und dann so viele Punctc man will. 
ff^ Wenn *wd Asymptoten der sn conslmirenden Curve imaginSr sind, so erhalten wir, > 

unit)il!i'!bnr, iinr einen oinziseu neuen Pnnct. Die allgcini-ine Constniriioii dicfc« Piinele« 
bängl alsdann davon ab, den Durchscboillspunct M| einer LUipse, weiche durch die iAär 
diuog (2) dargesteUt 1^ nnd dadnrdr beslinmrt i|^ dals sieeinerfs^lMnen (4) * 
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und abniichliegcnd ist and fiberdicb durch drei i:r(;ebenc l*uncte S', S" und M geht, mit 
einer geraden Linie (MM,) lu bestiniinen, wrldi. durch einen dieser Puncte (M) mit der 
reellen Asvtnptolc l'P parallel gezogen >Air(l I>ic bel|;afQg(e ( (uislniclion (Fig. 10.) be- 
zieht sich auf die Annahme imaginärer Knis Asymptoten: wo nl:idaiui die Gleichung (4) 
irgend einen Kreis darstellt, welcher um deu Asvmptulenpunct A, als Mitlelpuuct, bcschrie- 
häk iat, und die Gleichnng (2) einen neuen Kreis, welcher mit diesem die Linie 5 fOT- 
(^einschaftlichen Chordc bat und aufscrdein dtirdi dm lcIu ik n Punct M f^eht. 

WcDD zwei der drei Asymptoten der Curve dritter Ordiiuug (1) parallel sind, so 
•ttllt di« GlckbiDg (4) ein Sjwten von Irgeild swei gvadm Linien, die mit den pville- 
Icn .\syniptoten parallel sindf und die Gleichim;: (2) eine Parabel dar, wpirhe diese bei- 
den geraden Unieu zu Durcbmesscm bat und von denselben auf der Liuie S geschuitteu 
«rkd. Jede anf diete Webe bettimate Perabel sdnieidet die xn couttraireude Curve (1) 
aufscrdem noch in z\^r] l'ntirtrn, dir auf ciiirr «^filrficn sr^radcn IJiiic licg<'ii, die der drit- ^ • ' 

ten Asjrmptote der Curve parallel i«t. Ist einer dieser beiden Paiicte gegeben, so erhält 
mm leidit den endeni. 

In dem Falle parabulisrher Ourven dritter Ordnung stellt die Gleichim>; (4) irgend 
eine soldie Atjrmptole dar und die Gleichung (2) irgend eine neue Parabel, d.cren Durcb> . . - 

neMcr Aeselbe'RiebtuDg haben. Diese neue Parabel idineidet die Asymptote auf der 
linie S, und hat aufserdem mit der zu constroirenden Curve (1) nur noch zwei Puncte 
gemeio, und diese üegea auf der geraden Linie (3), welche der geradlinigen Asj-mptole P 
pändlel Ht Wenn einer diceer Durdiielinttte ge|(ÄcB ist, ergibt eich der andere, wie in 
den früheren Fallen. Bei einer besondcra AnnaluM des unbestimmten Coefficientall { ' * * . 
»teilt die Gleicboog (4) ein System zweier DorchmCMcr der parabolischen As^ymplote dar. 
Legt man aUo durcb den Durchschnitt einer der fraglichen Curven dritter Ordnung mit 
ihrer fj^fildlinigen Asymptote eine beliebige gerade Linie (S), welche dieselbe aufserdem 
noch in zwei Puncten schneidet, und legt dann ferner duich diese beiden I)urcli«cluii(t«- " 
puncte zwei neue gerade Linien, welche die Richtung der Durchmesser der parabolischen * « 
Asymptote baben, lo wird die Curve von diesen beiden geraden Linien in soieben twel' 
■mien Puncten geschnitten, die auf einer der ?f r Klliiiij^en Vsvmptote der^cllx n pnrallelen 
l^aden Linie Ucgeu. Ilicmacb nähern sich die beidcu Fülle II. un«i III. einnuder an. . i£iu . 
Satx, der dem Tonlebenden analog iat, findel; wie man Mfj|;letch einsidu, aodi dann Slafir • • 

wenn eine h3'pcrbolisfhe Asymptote die parabolische vertritt. " , • . 

222. Wenn, wie in der vorigen 2s'ummer, die Asymptote P, die Curve (2j|, die Linic^fli.' 10. • . ? 
S (auf weldier dte drei DurdtsduHtspiincte der tu eenstmimden Curve mit fener Asym- , 
ptotc und dieser Curve lirgrn) und irsi nd ein Piinrt >I der lu consfruircudeu Curve goge- • • 
ben sind, so kOnoen wir die Construclion eines neuen PuQstes Mg, der auf einer durcb ' 
M gebenden^ mit der A^ymptnlo P parallelen geraden Lbiie -liegt (indem -wfr «na *«twa anf 
die 10k Flgpr begeben), ancb aus der narhstehenden mctrisdien Relation bemehmeB:,, -,* * ' 

Ms.MiS = Ks*K,s, ' . ■• * 

die bekumler^eite immer Statt findet, wenn irgend twri Ibnlicbe und äbnlicbliegcnde 
Kegelschnitte und deren gemeinschaftliche Cliordc von einer l>eUcbigen Transvwnalail be- ^ 
xAgUdLin den Puncten K und K,, M und M,, und T geschnitten werden. * • 

923. Wenn die Linie S insbesondere die Curve (4) nur in einem einzigen Puncte 
schneidet, and diese Curve also eine oscniirende oder paraboliscbe .As^mpiitote It^ BD er- 
bllt die Gleichung (1) bczOglidi eine von folgenden beiden Formen: • " • 

♦ p(qr-*-q)+K«J+ö) — 0. • (p-|-*;(q'+Ap)4.;<q+<f) = 0. 



ft 
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Aladaui JUinoai wir der Gleichung (2) bezüglich die folgenden beiden Fonnen §ebeO: 

q(r+|) + ? = 0. (q+^)»-|.i(p4.<y) = 0; 

woran «nicbllidl Iii, dafo die lelztgcnannte Gleichung (2), einmal, eine Hrperbcl darstellt, 
welche mit der oscullrenden Hyperbel (4) eine Asymptote gi-moin hut, dns andere Mal 
eine Parabel, welche mit der oscolircndcn I'arabcl (4) gleichen Parameter hat. Alle übri- 
geD Beziehun;;en bleiben dieselben, als in dem allf^emeinen Falle. 

Sobald die Linie S tnjendlirh weit lic-t, Lreheii die in Rede sichenden Consfrnrfions- 
vreiscn, weil alsdann die lineare Function s aut eine blolse Couiilanlc sich reducirt, in 
dk}eiiige fiber, welche wir aas d«B amlytisched JCntwickelnagflo der ersten NomoMr dle> 
See Paragraphen her<:i'leil('( h.-iben. • 

224. Alle die einzelnen Cuustruclionen, zu welchen wir iu diesem Paragraphen ge- 
piad, kttDiien wir aoler eioen •IlgeneioeB Geeiebtsponete msrnnBeafinscn. Ue- 
berau nendirh liabcn wir mir auf einer solchen geraden Linie, welche durch v.wei gege- 
bene Puucte der zu conslruircudcn Curve gebt, den dritten Puuct, in welchem dieselbe 
iBe Gurre schneidef, bcstiamt. Entweder waren die beiden geg pbenea Piniete ganz beKe- 
big (215), oder eitler derselben stand in einer besondern lieziehung zur Curve (211), 
oder war endlich dadurch bestimmt, dafs er, nach gegebener Richtung, unendlich weit lag 
(220). Die Beelinnnung der drei Bnrdecbnittspanete einer gegebenen geraden linie mit 
einer Curre dritter Ordnung Oberhaupt, gleichviel durch welche BestimmoBgMlOcke diese 
Cmre geometrisch gegeben sein mag, hängt nothwendig ron der Anflösung einer Glei- 
diung des dritten Grades ab. Diese Gleichung redactrt sich anf den zweiten Gred, wenn 
dncr der drei T)iirchschniltspuncte ge|;ebeu ist; sie wird linear, wenn znci derselben ge- 
geben sind, ^^'enn eine gerade Linie nur durch einen gegebenen Punct der zu construi- 
rendvn Cnrve geht, so können wir jedesmal dann, wenn sie die Curve aufserdem nur noch 
in einem einzigen Puncle schneide^ weO der dritte Durchschniltspunct unendlich weit liegt, 
diesen zweiten Durcli-clinittviHinct nnf lineare "Weise fniden. Hierauf bczielien sich die 
Coustructionen der k itten NuiniaefD, WO die gerade Linie einer geradlinigen As.>uiptotc 
pvsilcl war. Zu<:leich aber ist ersichtlich, da& wir BOthwendig anck noch in den folgen- 
den beiden be?oudcrn F-illen zu linearen Conslnictioncn gelangen mtlssen; dann niMtilich, 
wenn wir auf einer geraden Linie, die durch einen gegebenen Pouct einer Cune dritter Ord- 
. nnng'geht, einen neoen Pimct dieser Cnnre snehen uid diese gerade Uni« entweder einer- 

seits (T'nil II/) ein Diirclimcsscr ilin r p.ir.Tlioli^chen As_\ inploteii ist, oder andrerReits 
(Fall IV.) diejenii^e Uicbtung hat, nach welcher die scmicubi^chen Parabeln, welche die 
CSnrvo 'wa AsMnptolcn bat, nnr in twef Pnncten geschnitten werden. Diese beiden* Gon- 
itfUHKMSW sind den bisiier bcliaiidelleii norh l>eizuf0gen. 

die erste dieser C unstnu tioncn betrifft, so wollen wir hier denjenigen Fall her^ 
TOtbeben, dalii die oscnlirende paraboMsdie Asymptote gegeben ist, und deWMah die £gl- 
.■^gwde Gieichnng wiedenin zu Grunde Ic^en: 

(p+x) (q^ -f- /.p)H- «(q ö) = 0 , U. 7. 

SO dafs die Gleichung: (p-Hx)(q'-|- Ap) = 0, 

das System dieser osculirenden parabulii^chcn und der geradlinigen Asymptote' darsleUt. • 
Setzen wir jn die vorstehenden beiden Gleichungen für q irgend einen Constanten Werth y * 
ein, so erhalten wir zur Bestimmung der entsprechenden Werthe von p zwei Gleichungen 
des twciten (>rades. Die Summe der beiden Wurzeln ist oßenhar in diesen beiden GW* 
ehungen die^i liu' Also wird die Curve driltor OfdoMig 'leineg H its» vttd das System ihrer 
Asymptoten andrerseits von der geraden Linie:» ** • ' 

• . • . q 
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q = y, (1) . 

mnr In xwet Pobctcn geidmltleD, nnd es fullen die beiden Mitten der beiden Paare toh 

Duirlisclmittspuncten zusainmcn. Iliernarli cihnltcii wir, einer diT beiden Durch- 

schDitUpaDCle dieser geraden Linie und der Curve Ii, 7. gegeben ist, sogleich den andern. 
Wir konnca fieee Conatracüon mit den ControetioneD der iSl. Nonmier aua deoMdban 
GesirbtspuDCte betrachten; in so fern ncinlich die Linie S und die gerade Linie (1) beide 
Durchmesser der parabaliscben Asymptote sind, schneiden sie sich anf dcraelben In an> 
endlicher Entfernung. Es findet die eben entwickelte Constnieiion auch dann ihre Aa- 
wen<lunf;, wenn die {larabolische Asjinptotc eine osculirende höherer Ordnung ist. 

\^'as die z^vcite der oben erwähnten ConstmctioaeD betrifft, ao wollen wir ihr die 
folgende Gleichung zu Grunde legen: 

Jedem Werthc von p eni^prerlien, nach dieser Gleichung wr« gleidK und catg^ganffaetite 

Werlhe von q. Die gerade Linie 

q = 0, 

oder die Doppcl -Tangente in der Spitze der osculirenden seiniciibi- parabolischen Asjm- 
plote der Curvc IV., ist also der geometrische Ort ffir die Milte der l»eiden Durciuchnitts- 
poncte dieser Cnrre und einer bclicbigan geladen Idni^ die mit der Linie P parallel tat 
Ist einer solcher cwei DurduchaittspoBBte fageben, so cribilt man den «ndcm also na» 

mittelbar. 

S. 4. 

■attolinniete. Doppelpanelet ÜudbMluiiMqpiaMBCe aweler n« 
eilen Zweite der Cnrre« CMiJiisirte PiiBCto* Mürkitrtir" 
ponete. IHuxtuneMer* 

Tß. Wir wollen in den folgenden Nummern zuerst blofs solche Curvcn dritter Ord- 
mng» welche drei geradlinige Asymptoten haben, betrachten, und fibcrdicfs auch 
llocb'Toranssetzen, da(s diese geradlinigen Asymptoten alle drei reeM seien. Die Resul- 
tate, xu vtelrhen wir für diesen allgemeinen Fall gelangen werden, kOnnen wir alsdann 
unmittelbar auf den zweiteu alli;ouicinen Fall, dafs zwei Asymptoten iniapinSr sind, über- 
tragen, und zuletzt auch diejenigen Modilicationcn, welche diese allgemeinen Resultate in 
den antevgeordnelcn Pillen erleiden, leicht •bancheo und msaaaaienateilcii. 

Bei der in der 211. Nunjnier onlwiciiclfen Conslniction einer Currc dritter Ordnung 
haben wir vorausgesetzt, dafs die drei Asymptoten P, Q und R, die Linie S and. irgend 
ein PuKt der Cwre H gegeben aalen. Wir wollen in dem Folgenden nun, indsn wir 
die drei AsjTBptotcn und die Linie S nls ein für alle Mal <;egcbene betrachten, besondere An- 
nahmen über die Lage des Puactcs M machen, und untersuchen, wie mit einer veränder- 
ten Lage c^Teses Punetea üt Cturre ihre Form Tertadert. Es kann fiese Lage fibetbaapt 
Jede beliebige sein; mit der ne-seliriinkung indcfs, dafs, wenn die Cur^'e dritter Ordnung 
nicht in ein System von drei geraden Linien ausarten soll, der Pnnct M auf keiner der 
gegebenen Asymptoten, and aacb nicht aof der Linie S, in weldiem Falle twei der drei 
g^den Linien unendlich weit rücken, angenommen werden dart 

236. Wenn der Punct M insbesondere in die Mitte desjenigen Segmentes i^llt, das, 
anf der geraden Linie SM, welche diesen Punct mit dem Ponete S anf der Asymptote P 
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verbindet, von den beiden andern Asjmptoten Q und R interceptiit wird, 80 {Mit der 
CwMtnielioaspanct H* (ich behalte hier die Bescichpung der 211. NuBner imd der S. ft- 
fBT bei) mit dem gegebenen Puncle M xnnmmeti. Die f:f t.hIi' Linie SM ist abdenn eine 
Tangente der zu conslruirendcn Curve dritter Ordnung und auf dieser Tanf^enle M der 
BerflhruDgsptinrt. Von jeder andern Curve dritter Ordnung, welclie dieselben drei Asjm^ 
ploten und dieselbe geradi l.niic S bat, wird die eben genannte gerade Linie, aufscr in 
dem PuDclc S, noch in solchen zwii Punclen c<'srhnillon , deren Mille in den Puuct S 
ftUt, oder, mit andern Wurlen, im Puuctc M ^vird eine, fibcrdieCs durch den PuncI S ge- 
hende Cborde )eder solchen Cnrve balbirt. Wir. wollen hier zunScbat den geomelriiAeB 
Ort ftlr die Mitten aller solcher diinh <!rn Punrt S flehenden C'-hordon suchen, oder, was 
daaselbe bfiisl, denjenigen geomelrisibeu Ort bestimmen, auf welchem wir den Punct M 
annehiBeD nliesen, daatt SU efaie TaDgeale dmtfa^fiA Omre dritter Ordnoog wdde 
der jedesmaligen Annahme des Ponctes H.e&l^richt 
Es seien, wie friiber, 

1>ssO, qaO, F = 0, 

die Gleichungen der drei gof^ebcncn Asymploli n. F,s seien ferner q* und r' diejenigen 
bestimmten Warthe, weiche die liucarcn Functionen q und r erhalten, wenn sie auf den 
Ptand S, d« DorcbidMiitltpuiiet der Linie S mit der A«i.vmptole P, bergen vrerdeo. -Ab> 
dann können wir, indem wir durch x einen unbestimmten Coeffirientcu bozeirhneu, jede 
IwUebige g^de Linie, wdcbe durch diesen Punct S geht, durch die nachstehende Glei- 
dmiif dantcilen: q— q" = x(r — r"). ' (1) 

Wir erhalten hienadi den)eni<:en Werth der Function q, welcher sich auf die Mitte des 
von den Asymptoten Q und K auf der geraden Linie ( 1 ) ioterccptirten Segmentes bezieht, 
wenn wir in der vorstehenden Gleichung r gleich Null teixeD, und daim den tesoltiren- 
dw Wcrili von q haU» nchnen. Alao angibt sich far diaie MUle: 

2q = q» — zr". (2) 
Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (1) und (2) den unbestimmten Coeflkien- 
ten K eliminircn, «o erhalten irir' die Gleichung des Terlangjten geoaielriecliea Ovtce. Hu 
fiadcl «nC dBcee Weise: 

2qr— r»q— q'r = 9. (3) 
Der biglBdie OH fit also dne HTpetbel, weldie dufth des •DurchiifhniWqwmct der Aajn- 
ptOten Q and R und durch den Pimct S geht. Ihr Miltelputiet ist die Mille /wi-^rhen 
difHMB beiden Poncten, und ihre Afymptoleo sind den beiden eben genannten Asymptoten 
Q and R parallel. 

Die Mitten derjenigen Segmente, welche auf allen solchen geraden Linien, die einer- 
seits durch den Punct S' und andrerseits durch den Panct S" geben, einerseits von den 
AqrMptoten P und B, and andrersdia von den Asymptoten' P und Q intereeptirt werden, 
elio die Mitten aller Chorden irgend einer der in Rede stehenden Curven drilter Ord» 
non^ welche dieser Curve zum dritten Male einerseits in S' und andrerseits in S" begeg- 
nen: liegen anf twei neuen Hjpcrbeln, welche auf ganz analoge Weise geometrisch gcge- 
Imd sind. Wenn vrir die beiden Poncte S' und S" auf ähnliche Weise, als eben den Punet 
S, enaljrtisch bestimmen, nnd dem gemära dicfic drei Puacte auf folgende Art bescicfanen: 

so finden wir fUr die GIeirhiinc;en der beiden neuen Hjpctbela dorch Jdolse Bodsfabeo- 
Vertauschung die folgenden beiden: 
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2pr-rp-pr = 0, (4) 

«w—q'p— p"q = (*) 

227. Die dm" IKpi-rbfrln (1) und (5), deren Gletclinngcn wir in der voripcn 

fiuauoer entwickctt habco, scliueidea sieb ia deoaelbcn PuncleD. Die Anzahl die- 
MT Dnrdiielioiltopimcl« redactrt tkh iodtb auf drei, weH eine Atjmplole jeder di&er drei 
^jpefbeln einer Asyinptotc jeder der bcicicii nndcrn pnraliel i^t. Vin diese Bebnuplung 
n beweisen, mOMcn trir nolbwendig iu Bclracbt zicbeo, dafs die drei PuDCle S, S' und 
Sr in gerader Linie liegen, and aieo «uci^ wenn irir eneijtiieb Terfehicn, die cnbprechaa* 
den RelaUoncu, welche miidiM dan Fimcdonen- Werlben q*, t*, p'> V, p* und if Stell 
finden, berttcksickligen. 

Wir können die Linie S beliebig durch jede der nadutehendoi drei GleichnngeB 
anedrOckeni 

q-p-l-pq = 
rV+P^r = p i', 
r'q4-q"r = q"r'. 

'I>ie Form der enten dleaer drei Gleirliungen drückt aus, dafs die bezGglichc gifrade Linie 
durch die beiden Puncte S und S' ^chl; denn diese Gleicliung wird befriedigl, wenn wir 
einmal p = 0 und zugleich q = q°, das aiifK rc Mal q = U und zugleich p = p' setzen. 
Weil dieselbe gerade l.ini*' zugleich aber auch durch den Puuct S' geht und für diesen 
Puncl p = p" und q = q', so mufs eben diese Gleichung auch dann bcrriedigt werden, 
wenn wir in derselben den beiden Functionen p und q die besondem Warthe p" und qf 
brilcf^cn. Auf ähnliche Weiso "prdon die Ix-idcn (ibriircn Olriclninjicn befriedigt, wenn 
wir iu der einen ders.elbeu p und q' für p und q und in der andern q" und i* für q und 
r Mbeliluiren. ^uf diese Weise ergeben sich die folgendeb'drei BedingungihGleiicInagti^ 
von welchen )ede eine elgeh r ei s che P <d<:r der beiden Qbrigen iat: 

qV 4-pq" S pV, 

iV'+pV = pV, (•) 

r',,<'4-.]V ^ ,,V, 

und TOn denen wir die beiden Ictzteu auch auf folgende Weise echrciiMn können: 

<,*-r')p- = rV. ... 
(r — r'')q" = r'q*. ^'^ 
Nach diesen vorläufigen Krbrlerungen wuUen wir uns ui den drei GlcichiUDgen der 
drei fftglidien ^Jperi>eln idbit mrOckwenden: 

2qr-r*q-.q*r 3= 0, (3) 
•2pr— r'p -p'r = 0, (4) 
2pq-q"p-p"r = 0, (5) 
und zwiecfaeo den beiden enten dieeer Glekbungen die Ftancfion r eUndniNn. Akdann 
koount:* 

eine Gleicbong, welche eU Folge der Bcdingungfi-Gleichnngen (7) mit der Gleichung (5) 
identisch ist. Es e^ddcB sieb also die durah die Gleichungen (3), (4) und (5; darge- 
alcUten Hyperbeln alle drei Ib deneelben Puncl en*). 



*) Wir «MriVn indeb hieriifi aiclil Qherwlirn, i!*rs es sich mr rnn swlcbe DoTc(i.«c!initl«pnnctr Imnileh, <R« 
niebl onrnJIich Wt'it Dt im Li im svm ■^ Nirnl dir drri »ii-rlcn Durchaclinilliijiunf tr \r Tw. ii i d. r 

drei fragliches Hjpcrbck als io Dnendlicher EalCernung tiuaiiUMiiiiklleDd n bcUachleii, Bnd aar, mil «okb« 
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22S. Wir haben also in der Torigeu Nuinuicr den directcn Beweis geführt, dab, 
weun ifgend eiD« Corrc dritter Ordnong, wdche drei reeUe AsjnptotcB hat, uihI abo 

durch folgende Gleichung: p(]r4-,"S = 0 I. 

dargestellt werden kauu, gegeben ist, es im Allgemeineu drei solche Puncto gibt, von 
weicken Jeder die Ei^sclwft betitzt, dafs drei Chorden der Cmre — welche ihr tarn 
dritten Male auf dm drei A^jinploten in diii drei Ptiiulrn S, S' tind S" bogegucD — in 
dietem Puncte sich gegenseitig halbircn. ¥tu alle Curven dritter Ordnung, welche dietel» 
bcn drei Asymptoten itaben nsd diese in denelben drei Poneten tehnciden, md diese 
drei Puncto dieselben. Wir wollen sie die Mi 1 1 d pii nct g jeder solchen Cur^'e drülär 
Ordnung nennen und ia dem Folgendea Oberall durch O, O' und O" iMxeichnen. Eine 
Gurre driner 'Ordnang hat in Allgemeioen drei MDticlpunctc, deren Lage Mob von ihren 
drei Asymptoten md der liUi« S abhängt. 

indem wir zusaininonritssen, erlialleu wir den nachslohonden Salz; 

Wenn irgend ein Drcieclt and auf den drei Seiten desselben, P, Q und 
B, dröiPunite S, S' undS", welche in gerader Linie liegen, gegeben 8ind,ao 
kann man dtircli diese drei Puncte, im \ 1 1 e in e in cn, auf dre i in a Ii Weise, 
drei gerade Linien so legen, dafs diijeiu^eu Scgiiieute d,cr«elbcn, welche 
besQglieh swia'chen den Seiten-Paaren O und II, P und R, P und Q lieget^ 
sich g<*gen s ei t i in e in e i n s am c ii 1) ur ch s chni 1 1 c halbiren. Jeder solcher 
Punct ist ein Mittclpuuct aller Curven dritter Ordnung, welche die drei 
Seiten dea gegebenen Dreiecke so ihren Asymptoten haben, and diese 
Asymptoten in den drei fiegcbenen I'uncten S, S' und S" Rchncideii. 

Den ersten Tbcil des vorslehcudcu Satzes können vrir auch als eine Uebertraguug des 
Rcsnitstes, da(s eine Curre dritter Ordnung im Allgemeinen drei Mitteipnncte bat, auf den» 
jenigeii (iiiinzfall, dafs die Curve in das System ihrer drei AsyinploUn übergeht, ansehen. 
j>ana aber ündet dasselbe unzfihllgo Mal seine Auwendung. Den analytischen Zusammen» 
hang hiervon kOnnen wir Idcbt nachweisen. Da wir nemlich , wenn ein System von drei 
geraden Linien durch die Gleichung I. darj^eslellt >rcrden soll, fi gleich Null setzen mfls» 
■en, so fällt, eben durch diese Voraussdznng, die Function s ganz weg. Diese lineare 
Function kann also auf keine Weise ia Betracht kommen, oder, was dasselbe helfet, es 
bleibt Alles unverändert, wie wir auch die Linie S annehmen uiOgcn. 

'2'29. Wenn wir insbesondere die Voraussetzung machen, dafs der Punct M, den wir 
zur Bostiiumung einer Corvo dritter Orduung als gegeben betrachten, in einen der drei ge- 
mdnschafUichen Dorchschniüspuncte der drei Hyperbeln (3), ( t) und (5) falle, so ist 
die fi i gliche Curve dritter Ordnung von einer besondem Art: sie bat in M einen Dop> 
pelpunct. ' 

Ans der. Natur der GMdraogen twiseben zwei veifnderlicbcn Groben gdit nnmiftek 

bar hervor, dafs es überhaupt Curven gibt, welche Puncte von einer solchen Beschaffen* 
heit haben, dafs jede beliebige, durch einen dieser Puncte gebend», gerade Linie eine 
Tangente der Curve ist, und. dab ein solcher Ptanct, ein Doppdponct, jedesmal dann vor- 
bantol ist, wenn auch nur irgend zwei durch denselben Punct einer Curve gehende gerade 
Linien xwei Tangenten der Curve in diesem Puncte sind. Wir bezeichnen Iderbei ab Tan- 



DwdschalUainmcU!, daAireh, üab «Be bcsflgUclica rsmillsBUHniJw amaillidi wshIibi «asicsr •naljti- 
acfccn Dar*(rllniii:v.v<'lsi- rnt^rliro, ist, TOB dcu Qdshs^pa dcT M B/pohda, «Ina db a%dini- 
tche Folge aus dcu iKlUra tudcm. 
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geote, ohne Beschrftoktiiig, jede solche gerade Linie, von deren Durcliscbnittspuncteu mit 
der Corre swel insmimeDfiillcii. Wenn itir Bcnlid dnreh die beiden Gleid m ogan 

7] = 0, 5 = 0, (8) 

irgend zwei gerade Linien darstellen, uod irgend eine Cur>e durch dcn.DofdiMlHiitlspunct 
diner Linieo gehen soll, und zwei ihrer Dorcbsclmittsiraiicte nit Jeder denelbca in dieseni 
PoDcte uumnenhUen loUen, so murs ihre Glcirluing noihwendig folgende Fom haben: 

iDdem wir, der Kürte halber, in 9 die di^enigen Nieder awMuuie i i feM ien, wdcbe 17 and 
i in einer höheru Potent als der «weiten entballen. Stellen wir neben dBe Torstchcndc 

Gleichung die folgende: tj = , (9) 

welche, bei gehöriger Bcsliminung von il, alle müglichca geraden Linien darstellt, die dardi 
den Darcbschnitt der beiden Linien (8) geben, so ist soglekb enichtlieb, dnl's auf ji-der 
solchfn geraden Linie zwei Durchschnitto luit der f!urve Tasaminenfalipn. Ziif;li ii h wollen 
wir hier schon nicht uubeuitrkt vorübergehen ia&sen, dafs, im Allgemeinen, auf jeder von 
xwei der geraden Linien {9}, deren Ricbiong durch die Woneb der qnadratisdiett dei- 
chnn-:: AÄ'+BA + C = 0, 

bestimmt werden, drei Durchschuitlspuocte mit der Gurre in einen einzigen Puuct zusam- 
nie^d^en. 

FasKcn ^vir, nach diesen allgemeinen Bcmerlinnpcn, wiederum blofs mir die Curven 
dritter Ordnung ins Auge, so ist offenbar, dafs der Fuuct M, wenn er eine solche Lage 
bat, wie wir in Anfang dieser Naamser Tomisgeselit beben, wirklich ein Doppelpanct der. 
bt'ziif;Ii(liri( Ciirvc i?l, iiiui dafs diiTs (Ibcrdiefs schon dadurch bedingt wird, dafs er zu- 
gleich auf irgend zwei der drei lljrperbeio (3^, (4) und (5^ liegt (226). Wir sehen 
cngleich, dal* in diesen Bctraditungen der indn^de Bcweb des Salzes der 237. Nnmoer, 
dafs die eben genannten drei Hjpeibeln in denidben Pimcten sich acbneideni entbaU 
ten ist. ' 

Wenn die drei Asymptoten einer Corre dritter Ordnung «nd die linie S gegeben ■ 
sind, so kann, wenn die Curve Überhaupt einen Doppelpunet bat, dieser Doppelpunet nur 
eine dreifache Lage haben. £s füllt derselbe mit einen ihrer drei Mittelpuncte lo- 
sammen. 

830i Die Bestimmung der Millelpuncte einer Curve dritter Ordnung, wenn ibre drei 
Asjmplotcn lind die Linie S ci-i'ben sind, fordert, im Allgemeinen, Construclionon, wel- 
che libcr die LIcmcnte der Gi-uuiclric hinau.sgeheu. Hingegen ist die Coustruction der Li- 
nie wenn die drei Asymptoten und ein Bliltelpnnet gegeben sind, eine blols lineare, vnd 
die Constniclion der beiden übrif^en IMitlclpiiiirtc ents|)ri<lit al-:[liiini diT AuriiiHiins einer 
Gleidiung des zweiten Grades. l)ie allgemeine Coustruction der MiUelpuucte gründet sieb 
auf den Sati der 228. Nummer, die firaglidie Conetraetioo der Linie S kOnnen wir aitf 
folgenden Salz gründen, der die partielle Llmkehrunj; des eben anpezojiiiien ist. 

Wenn irgend ein Dreieck und irgend ein Punct, O', gegeben sind, und 
man legt darcb diesen Pnnct drei solche gerade Linien, aufweichen Ton 
den. p n n rw eise »usammengos t el I te n, Seiten des Dreiecks, Q und \\, V und 
B, P undQ, drei^egmente bestimmt werden, deren Mitten in diesem Poucte 
xnsaanenfallen, so schneiden diese drei geraden Linien -die Seiten des 
Dreiecks zum dritten Male in solcben drei Puncten, die in gerader Liiiie 
liegen. Alle Carmen dritter Ordnung, welche die drei Seiten des Dreiecks 
sn Ibren Asymptoten und den gegebenen Punct zu einem ihrer Mittelpuncte 
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babep, scbociden diese Asymptoten in den drei eben bestimmten, in ger^ ' 
der Linie liegenden Panelen. 

Wir >v<)lItMi (Üoscn Satz auf nnalvtischem Wepc dircct beweisen, und bicrmit zugleich, 
wenn die drei Asymptoten und eiu ALtlelpunct einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, 
die Gleidraiig der Linie 8 cniwiekeln. 

Ohne alli' T]ii(wirkliing, erhalten wir die Gleichungen der tlrci frnj;Iichen ^c^^clen Li- 
nien, welche durcb den gegebenen PuucI, O, geben, unmittelbar aus den Gleichungen (3), 
(4) und (5), wenn wir einerteitt, statt der drei TerinderlicbeD Fooelioncn p, q and r, 
diejrnis^en bcsundcrn Werthe derselben, iivelcbe sieb auf den gegebenen Punct bezicbel^ 
und die wir durch pi, qi und r^ unterscbeiden wollen« eioaetzen, und andrerseits die con- 
ilanten Wcrtbc dieser Fundiooen, welche in den genannten deicbangen Torkommcn, p' 
nod p", if und q", r* und als verSnderlich betrachten und an ihrer Stelle wfcdenui f, 
q oad r ichrcibcn. Man eiliSlt auf diese Weise die fulgeoden drei Gleichnogen: 

'iq + Sif — 2q,r, =0, 
• r,p+p,T— 2|»,ri = 0, (10) 
ti,i)-t-p,t| — = 0. 
IHe erste dieser drei Glcichungeu zum Bt-itipicl stellt ai&daan diejenige gerade Linie dar, 
wdcbe dordi den geg^»enen Panct, O, geiit, fdr weUbcn man iuA: 9^ - 

P = Pi . q = qi . r = r, , 

und ncicho übcrdiefs vj>n den beiden gegebenen geraden Liuiea Q und W so geschnitten 
wird, dab die Milte des intereeplirten Segpnenles nie deip Pande O lOMmnicnfilllt Hier> 
nacll ist nur nodi nachzuweisen, dafs <!ie erste der verstehenden drei Gleichungen (10) 
tidtk mit der Gleichung p = 0, die zweite derselben mit der Gleichung q = ü und die 
diilte mit der Gldcftung r =: 0' algebnisdi so verbbiden lassen, dafa die drei resaltiren» 
den Gleichungen idintiMli dicsrlbcii f^ind. Mm (iberzeugt sich 80j»leirli, dnfs «liofs ^virk 
lieh geschehen kann. Denn, wenn man die erste der Gleichungen ( 10 ) mit p,, diezweite 
' mit qi, die dritte mit ri nolliplldrt, dann too der ersten Glekiiung qtrip, von der 
nreilen ptrif und t«mi der dritten p,q,r abzieht, so crgibksirh, aberdnatimmend, jedesmal: 

q,r,p+pirjq+piq,r— 2p»q»ri = 0. (II) 
biete Gleidnrog ist ab« keine anden^ als die Gletehimg der Unie S, wenn P, Q md 11 
die A^^inploten und der Punct O ein Mittclpunct der Curve ist 
Fifi II. 2.31. Die (;eonieirischc Coustruction der Linie S crt;ibt sich, unter den Vornussctzim- 
gen der vori«;en Nummer, eben so leirhf. Es sei (Fig. IL) ABC das von den drei Asym- 
ptoten P, Q und R gebildete I>t<ufk, und O der gegebene Punct. Man ziehe durcb C 
und O die per/ido Linie C'.I und luhine auf duisilbon lO ^li'itli OC; man lege ferner 
durch 1 parallel iiiil der Asymptote P (der Dreicek^&eitc IJC) eine gerade Linie, welche 
die Asjiaploten Q und R betfiglidi in den Pmidcn D und E schneide, und verbiode end- 
lich diese beiden Durrlisehnillfpuucle mit dem Piinrte O durch v.wci c^rade Linien DO 
und EO. Von der ersten dieser beideu geraden Liuiea wird die Asymptote IK in dem 
Fände S" nnd von der xweilen die Asjmptote Q in dem Ptanete S' gesdünittcai. Onrdi 

S" und S' f:eht dio 7ii construirende gerade Linie S. 

232. Wenn eine Curve dhlter Ordnung einen Doppelpunct bat and, aulser diesem 
Doppelpuncte, auch noch die drei Asymptoten der Carve gef;cben rind, so kUnnen wir, 
indem wir denselben als einen Millclpunct der Curve betrachten, nach der voiigcu Num- 
mer unmittelbar die Linie S bestimmen, und dann, nach den Alelhodea des vorigen Pa- 
ngrapben, die Cnrre adbet conslndren. 
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Wir köDDCB aber aacb, bei deuselben Vorausseiznngru , nach dem Salze der 215. 
Ntunmer, onmilteHMr aof jeder dordi den gegebenen Doppclpunct, O, gehenden gcradcD 
Linie, denjcnijirn einzigen Ponct bestionnen, in welchem diese gerade Linie aurscrdem nodk 
der Cunre begegnet. Kennen Wir nemlich die Mitte der drei Durrhschnitlf^punctc einer 
•oldben geraden Linie mit den drei gegebenen Asrinplotcn, N, und den gcgucblcn, auf die- 
ser Unie Uegenden, nmm Ponet der Curvc M,, so ist, nacb deos sngefObrtcD Setiet 

NM, = 'iON. 

233. Wir wollen in den nachfolgenden rsiimmcrn zu nähern Untersuchungen übe 
die Mittelpanete der Gnrven dritter Ordbumg Obergcben. Zu diesem Ende wird es dMU^ 
die drei ganzen und linearen Funrtiotien p, q und r, denen wh bisher ihre panze AJIge- 
. meiuheil gelassen haben, uüher zu bestimmen. Wir könnten, um diefs zu erreichen, von 
der fie^etrisebca Coostradion derselben «Bsgeben, 'and etwa die yonnssetxung necheii^ 

dafs diese drei Functionen die drei kürzesten Abstände des Pandel, mif den sie bezogen 
werden, von den drei gegebenen Asjmptoten bedeuten. Die aaslytiacbe ÜanteUung ge- 
tHnnt dicr angemein an Elcgaos, wenn wir statt von einer solchen geonetriscben BcÄies- 

mung auEZUgchen, eine identische Gleichung zwitrhrn den drei linearen Fuiiclioncn zu Grunde 
iegen. Wir wollen für diese Gleicliung, wie in der IbU. riummer, die folgende nebmen: 

p+q+rsi», (I) 
eine Gleichung, \ye1che syn]iiictri;rh ist in Beziehung auf die drei Functionen p, (| und r, 
vrahrend ihrcrsciis^die Curve dritter Ordaong xu ihren drei Asymptoten P, und II in 
einer gleicbmäfsigen and ausscbKefalichen Besiehnng steht. Es bedeutet alsdann fl, vrenn 
die drei Asymptoten gegeben sind, auf gleiche Weise, den Werth der Function p, wel- * 
eher dem Uurduchnitlspuncle der beiden Asymptoten Q und R, den Werth von q, 
der dem Davduduiiltspunte der Asymptoten P und R, so wie endlich den Werth -von r, 
4er dem Durchschuitlsptincte der Asymptoten P und Q entspricht; wodurch, wepn go* 
geben ist, die geometrische Conslruclion der drei linearen Functionen durch die Verinitte- • 
long der drei Asymptoten bestimmt >%ird. Für diejenigen Puuctc, welche innerhalb des 
von den drei Asymptoten gebildeten Dreiecks Hegen, erfaaken diese Functionen jfwbr eetien 
▼oraus, dafs |iosifiv .sri) po&ilive Werlhe. 

Weil die drei Puncte S, S' und S" bezüglich auf den drei Asyuiploteu P, und K 
licgeo, eibalten wir nach der identischen Gioidiang (1) die folgenden di^ei BedingoDgi- 
GlgicbailgW xwisehen den dreimal zwei Conslanlen unserer früliern RezcichMOg: 

q''+r<' = /?, p'+r'sr:^, p'-H«, =/?. <2) ' 

Um ferner aastndrficlien, dafs die drei Pancte 5, S' and S" in gerader Linie liegen, ohne 
diese Linie selbst niihcr zu bcFlimuien, haben >vir in drt 227. NinniiuT zwisrhen densel- 
ben sechs Constaulen die drei liedingungs- Gleichungen (ti), von denen xwei die dritte 
bedingen, erhalten. Es redudren sich diese drei Bedingung» -Gielcbangen, wenn wir die 
vorsli-hf-nden drei brrücksithlififu , auf eine einzige. Für diese können wir jede derselben 
und auch jede beliebige andere nehmen, welche aus ihnen folgt, nnd nanentÜch auch die 
mdutehende: qOf'p'+rVq" = 0, (3) 

welche, ihrer Symmetrie wegen, sieh auszeichnet, uod die man eilridt, wenn man mslBehen 
den beiden Gleichungen (7) den Ausdruck (r" — r') climinirt. 

Nach diesen vorlSufigcn Erörterungen wenden wir uns zum Gegenstände unserer Un- 
tersuchnng zurück. 

231. Wir Wüllen zuerst bei der Discussion über die ICtte^ODCte der Conren drifr 

tcr Ordnung die particulären Falle hervorheben. 
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Jede der drei zur Becümmuog der Mittelpuncte dienenden Gieicbungen : . 

iqr — t*q— iCr « 0, 

2i.r-r'p — p'r = 0, (4) 
2pq — q"p — p q = 0, 

kam rieh nur in cineoi einxigen Falle anf den enten Grad reAidmi, ncndieb dann nur, 

wenn die Con.stnntin ch-rscibcn beide uncncllidi »erden, das hcif>'t, dann nur, >v(<nn die 
Linie S einer der drei Asymptoten der Curve dri Her Ordnung parallel ist. 
Alsdann tritt an die Stelle der bexHglklien Hyperbel eine gerade Linie, oder, wenn wir 
6rSnz-Bctrachlun(;cn feälballen wnlleil^ das Sjrslcni (1ir>er geraden Linie und einer andern, 
ancndlirh \rcit entfernten» Tollkomnten unbeslimnitcn, deren Spur ganz ans der analytischen 
Bezeichnung verschwindet. In diesem Falle hat also die Gurre driller Ordnung nur zwei 
Mittelpuncte, weil der dritte unendlich weit liegt. 

Wir wollen .innelimen, es sei die linic S der Asjrnptoto P parallel, und also die 

Gleichung der (Jur>e: 

pqr+Kp-l-«) s=s «. I. 2. 

Al.'dann ist p' — ]>", folglich nach den Gleichungen (2) auch q" = r'. Ferner sind als- 
dann q° und r" unendlich, aber zugleich ergibt sich aus der Bedingungs-Glcichung (3): 

q' q'p' 

Wenn wir hiernach die Gleichung (4) durcb q" dividiren, verwandelt |icb dieselbe iaüt 
nachstehende: q ss r. (B) 

Diese Gltirluinf: stellt, was unmittelbar aus ihrer Fonn hervorgeht , eine solche gerade Li- 
nie dar, die durch den Dnrfibschnitt der beiden Asymptoten <^ und U gebt. Zar TolU 
sOndigcn Beslinmning dieser geraden Linie ist adserden nur noch «rfordeilich, dals wir 
irgend einen Punct derselben kennen, ^ebuicu wir für diesen ihren Dnrcbschnitt mit der 
Asymptote P, für welchen p ss 0, so kommt, wenn wir zugleich deideotisdie Gleichung 
(1) berfickriditigcn, für denselben q = r = ^9; woraw ^ aAu tt, daft dfe fragliche ge- 
rade Linie das auf der Asjntptole P von den lieiden andern Asjmploten Q nnd R inlc^ 
ceplirte Segiment balbirt. 

Wir finden dieses Resultat durch eine einfache geometrische Betrachtung bestätigt, in- 
dem wir erwägen, daTs die erste der Gleichungen (4) Oberhaupt den geometrischen Ort 
für die Mitten derjenijicn Sesiiiientc, die, auf solchen (geraden Liniei), die diitrh den Punct 
S gehen, von den beiden Asymptoten Q und B intcrceptirt werden, ddfbtclit, und dafs 
solche gerade fjoien in dem vorliegenden Falle der Asymptote P parallel werden. 

In der dritten der Gleichunf;on (4) kfinnen wir bozUpIieli statt q" tmd p" die beiden 
Constanten der zweiten dieser Gleichungen r' und p' einsetzen. W enn wir alsdann diese 
bekkn Olcichongen: 

2pr — r'p — p'r = 0, 

2pq_r'p-p'q = 0, ^ ' 

von einander abriehen und resnltirende GIdchnng durch (2p— p') &MSna, so 

erhalten wir die ('.Icirluinp (5). sf lmridcn sich also die durch die vorstehenden bei- 

den Gleichungen dargcslellteo Hyperbclo auf der geraden Linie (5). Sie haben aober- 
dea die gerade Linie; 2p = p' , 

welche der o«culirenden Asymptote der Curvc dritter Ordnung parallel ist, und in der 
Mitte zwischen dieser Asymptote P und dem Dorchscfaoilt der beidn andern Q und R 
hindurchgeht, gemeinsdiaftliÄ la einer ihrer Asymptoten. 
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235. £• bleibt .uns jetit nur noch flbrig, eue der ZusammenstlUnng der Gldcbung 
(5) imt einer der beiden CUekhuugen (6) die beiden Mltlelpuncfe der Com dritter Ord- 
nung selbst zu bcstinunea und vor Allem diejenigen FSlIe zu unterscheiden, mo diese MU> 
telpnncte reell oder imagjnSr and. Die Gleichung (5) mit Berficklichtigung der idM- 
tiachen Gleichung (1): r ss Kß—p), ' - ■ . 

ond nach der zweiten der Aptt Bedingpoga- Gleichungen (2) iat: 

r' = .?-l.'. 

Substituireu wir diese Ausdrücke für r und r' in die erste der Gleichungen (<>;, komiut: 

2p'-3p'p-|-/?p' = 0. (7) ^ 

Diese Gleichung hat dicjoniscn W«rilii- dr-r Fuiuti(Mi p, welche sich auf die beiden frag- 
lichen Millelpuncte beziehen, zu ihren beiden Wurzeln. Ks hängen diese Wcrihc einer- 
uiu also Tun der Annalune der Coaslanten fi ond andrcrseito von der CUmrianten p', oder, 
was dasselbe heibt, von der Lage der^inic S, die, bei unsem Yoransactxungen, durch 
die Gleichung p =: p' 

daigeetellt %*ifd, ab. Die Annabve von fl bat bei dieeer ROndpunct-Beslimannig nur In 

sofern Kiiiniifs, als dadurch die ConalrilCtion der \A i'ii!m- der Function p anj;r-/rii:l und 
bedingt ^Tird, so daCs also, aus der Diaousiuu der Gleichung (7), unmittelbar die ge- 
genseMge Abliinglglteit nviacben der Lage der Linie S nnd der Lage and der Natar der 
beiden Miticipunctc hervorlreleii ^vird. Bei dieser I)i-:cii?5ioii , >vl'1< lie für ilic T'nfersrhei- 
dung der verschiedeaea Gestalieu der hierher gehörigen Curven von Wichtigkeit ist, woU 
kn ffir, um uns kürzer aosdrOcken m kOonen, von dem Asjmptoten -Dreiecke aasg«hen 
und die Asymptote P als die Basis, die beiden A.syiii|)lolen (,) und 1\ als die beiden 
Sdienkcl, und den Durcbschoilt der lelxlgepannleu beiden AsjmpiotcQ aU den Scheitel die- 
ses Dreiecks bezeidinen. Wenn die FnndiMi p kOrzeste Absllnde der bezOglieben Punete 
von der Basis bedeuten fuII, so milssen wir ß der IlOhe des Dreiecks |;leich 'nehmen; 
fiOr Poncte, die oberhalb der Basis liegen, sind, die Werlbe dieser function positiv, fiir 
OBtaAatb deneftcn liegende Puocte negidv. 
' Dio Diaensaion dar Gleiehung (7), fbr deren Warvcln wir die nadiaidwnden'Aas- 

drü^e erhallen: . p = f|»'[l=fc:f'^l — t^)]i (8) 

tBHai uns zn sechs Teracbiedencn FfiUen, die wir in dem Nachafdenden berroihebsn 

wollen. 

1. Für p' =: 0, das heifst, wenn die Linie S mit der Asymptote P zusaiumenfidll, 
ond wir also, statt der Curve, das System dreier geraden Linien erhalten, ergibt sich 
p' = 0: es fallen die beideti Mittelpuncte auf der Linie S, und, wenn wir Cranz-Be- 
trachtungen festhalten, in der Mille der Basis zusauiuien. Diese Lage der Linie S bez'eicii- 
n«t dne Gnnie fDr dio RealiiXt der' beiden Millelpuncte. FOr Jeden beliebigen negativen 

W^ertTi von p' erliiilf man für p zwei reelle Wcrthc, luid zwar ist der eine dieser Werthe 
immer positiv, der andere immer negativ. Der positive >Veilh von p wächst zugleich mit 
dem (negativen) Werlbe von p', ab«' kngsan; er nibert sich f&r iamer grOfter werdende ' 

Werlbe von p' der Gränze: \ß. Diese letzte Iiehan|)(nut; erpibt sich untnilfclbar, wenn wir 
hl der Gleichung (7) p' unendlich grols nehmen, und wir linden dieselbe auch dann be- 
atUigt, wem vrir den zweiten Thcil der Gleichung (8), kidcD wfa> die negative Zekban 

nehmen, in eine Reibe, die nach eteigenden PMernen von ^ fiwtsdircitet» entwkkeibi, 

wonach man «Ulli 

94 
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nd dann p' b « wlit. Dar negative Werth voa p vHtdui wof^dA mit tiber jede 
cmMdM GrlDie Unua» and xwar.eo, dab der Qwlient ^ indem er iMier ndir ab* 

ntannt, lieb der Grinse ) nähert. Wenn alao die Linie S, von jener Laf;e aus, in der ala 

mit der Basis ziisainineDriint , stielt, iiiiltMii f^ie iiniDrr mit i^irh srlbüt |iarnllcl bleibt, un- 
terhalb der Basi£ iuuner weiter vuii derselben culferut, so bleiben die beiden Miltel- 
poncte inner reell. Der eine deraelhen lülit innerhalb de« Aayniptoten-Dreieclia und 
rOckf von der Milte (]cr Tinsis hinnuf bis in den Schwwpunct do« Dreiecks, «slircnd der 
andere auf der cnIgegeugeseUlcu Seite der L4nic S bleibt, und zwar »o, daia der Quo- 
tient dea Abatandea dtoaea Mlllel|Ntnctee von der Basia darch den Absland der Linie S 

von der Dasig, indem er der r.iJinzi^ ^ ^irli iiithc rf, iuiiiicr imlir nbniiniiit. 

2. Wenn p' durchs Uuundliilic liuidurcbgcbcad sein Zciciien Ändert, mitbin positiv 
wird, und dann allmfllif; bis p' = ß abninmit, so bleiben die Werlbe von p reell, ri>er 

werden ahdnnn beide positiv. Der kleinere dieser JVVerIhe nimmt zu, und zwar von 
p = Iß bis p = der grüfscrc niunni ;ib von p =: x bis p — ß. Der Onolicnt 

uinniit ebenTalls ab^ von | lue 1. ätalt diese« Quolicsten woUcn wir Incr den folgen- 
den betracbt«»: 

p-ß _ 3p'-i-V(9p-'-8,V)-4/g 

Dieter Quotient wSchst, wenn p' abnimmt, bei der (irSnze p' = ß erscheint er unter der 
onbeatinuaten form g, dann findet inau aber, nach bekannter Methode, dafs der wahre 
Werth ^easellien |;leicli 3 ist. Wenn die Linie S also, nadtdem sie dardis Unendliche 

bindurrbgepanpcn ist, niif di'r andern Seile der Basis wirdiTcrscheint, so d.ifs sie also die 
Schenkel des As^inptoten-Drciccks, in ihren Verlängerungen über den Scheitel hinaus, 
schneidet» und aladson- sidi diesem Sdieitel inner nehr nähert, so bleiben die MMelpancle 
immer nodi beide reell. Der eine der'^^i Um ti rikkt innerhalb des Dreiecks, vom Stliwer- 
punctc desselben aus, bis zur liAlfte der titibe binauf; der andere, weiter entfernte, nähert 
sieb der Basis fanawr ndbr, bleibt aber, bn anr angezeigten Grinse, hmner anf der entge- 
gengesetzten Seite der Linie S. Der Quotient des Abslandes dieses Mittelpunctes von 
dem Scheitel des Dreiecke dnrcfa den Al»tand der Linie S von diesen Scheitel wichst 
von der Grinxe { bis xnr Grinxe 3. 

3. Wenn p' = ß, so erhalt mau für p die beiden Werthc \ß und ß. Wenn also 
die Linie S durch den Scheitel des Asymptoten -Dreiecks gebt, so liegt ein Mittelpunct in 
der Mitte der Hübe des Dreiecks, und der andere fällt auf der Linie S, mit dem Sclieitel 
des Dniedis, dem Durchsclmiltc der beiden iVsjmptotcu Q und K zusammen. 

4. Wenn der Werth von p' von ß bis *ß abnimmt, so bleiben die beiden Wertlic 
von r immer noch reell und positiv, der kleinere wächst von bis },ß, der grüfserc nimmt 
ab von fllfit ^ Wenn also £e Linie von ihrer Lage durch den Scheitel ausgehend, 
immer parallel mit sich selbst und der Tfasis bleibend, dieser sich allmSlIg bis auf f der 
Hübe des Dreiecks nähert, so fallen beide Mittelpuncle bestlndig zwischen der Linie S 
and der Basis. Sie ■Ihera sieh einander fanner mehr an, indem der eine von der Müln 

der Höhe des Dreiecks bis zu l derselben an.Meigt, der andere al»er,VOn dem Scbcitnl des 
Dreiecks aus, bis zu denselben Puncic heruutcrrückt. < 
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5. Wenn p' = 1;^, so sind die beiden Werthe von p einander (gleich und jeder 
gleich \i9. Wenn die Linie S also um l der Höhe des Asj'mptoten- Dreiecks von der 
Basis desselben cnircmt ist, so fallen die beiden Miltelpancle in.] der Höhe des Dreiecks 
zusammen. 

6. Wenn p' kleiner als 1,9, aber immer poMtiv ist, so werden die beiden Werthe 
von p imaginär. Wenn also die Linie S die Schenkel des Asymptoten -Dreiecks in einer 
Entfernung von der Basis, welche weniger als !| der Höhe des Dreiecks betrafst, schneidet, 
so gibt es keine reellen Mittelpunclc. 

236. In der vori^^cn Nummer haben wir denjenigen Fall, dafs die Linie S unendlich 
weit liegt, und die bezügliche Curve also drei osculircodc Asymptoten hat, und 
durch nachstehende Gleichung: 

pqr+/t = 0 , I, 3. 

dargestellt werden, beiläufig schon als einen Gränzfall berührt. In diesem Falle rcducircn 
sich, weil alsdauu =tr' = qpp' = «, auch die beiden Gleichungen (6) auf den ersten 
Grad, und hiernach treten an die Stelle der Gleichungen (4) die folgenden: 

q = r, 

p = r, 

p = q. 

Von diesen drei Gleichungen wird jede durch die beiden Gbrigen bedingt. Es sdmeidcn 
sich die bezüglichen drei geraden Linien in eiuem und demselben Puncto, fQr welchen: 

p = q = r = 

Eine Curve dritter Ordnung mit drei osculirenden Asymptoten hat also, weil zwei Mittel- 
punctc derselben unendlirh weit liegen, im engern Sinne nur einen einzigen Mittelpunct, 
und dieser fallt in die Mitte (den Schwerpuuct) des von den drei Asymptoten gebildeten 
Dreiecks. 

237. Die in den drei letzten Nununcrn bclrachlclen Ftillc sind die einzigen, in wel- 
chen die Anzahl der Mittelpuncte sich reducirt. Aufscrdem aber gibt es noch zwei beson- 
dere Fälle, wo die Beslimnuing der Millelpuncte, die, im Allgemeinen, auf die AuQusung 
einer Gleichung des drillen Grades sich gründet, blufs solche Constructionen fordert, wel- 
che über die Elemente der Geometrie nicht hinausgehen. Diese beiden Fülle sind dieje- 
nigen, in welchen ein Mittelpunct sich unmittelbar ergibt, und dadurch die Bestimmung 
der beiden andern nur noch von einer Gleichung dcs zweitcn Grades abhängt, in dem 
einen dieser Fälle, die wir beide nach einander betrachten wollen, geht die Linie S 
durch den Durchschnittspunct zweier <ler drei Asymptoten; in dem andern 
schneiden sich die drei Asymptoten in dembolbcu Punctc. 

238. Wenn wir voraussetzen, dafs die Linie S durch den Durchschnitt der beiden 
Asymptoten Q und R geht, so ist: 

p' = p" = /?, r=0, q' = 0, 

\^onach die Gleichungen (1) in die folgenden übergehen: 

2qr— r'q — q"r = 0, 

r(2p-;^) = 0, (9) 
q(2p-;'?) = 0. 

Zuvörderst zeigen die letzten beiden dieser drei Gleichnngen, and zwar in Uebereinstim- 
mung mit der ersten, dafs ein Mittelpunct auf der Linie S mit dem Durchschnitte der bei- 
den Asymptoten Q und R zusammenfiillt. Dann zeigen diese beiden letr.tcn Gleichungen 
ferner, dafs die beiden andern Mittelpuncte auf derjenigen geraden Linie liegen, welche der 

21 • 
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Asjmplote P parallel ül, und durch die lialbe Höbe des Atjotploteo- Dreiecks geht, ohne 
daCi imleb auf diaer genden Linie die Lage der beiden BSUdpmiete durch die Gldchmi* 
gen beitfniiil würde. Zorn BdiuC dieser Bcsiiminung'mQwea wir die GleidwDg: 

2p-/9 =5 0, 

an deren Stelle ivir, nach der Sdenliidiien GleichoDg (1), auch folgende achreiben kO» 
neu: ^4-r->|/9s0» (10) 

mil der ersten der Gleichungen (9) zusammcnslellcn. Wenn wir zvriscbcn der letztgenann- 
ten Gleidraog und der Gleichung (10) etwa q climiniren, und «ugleich bcrQcksiditigeQ, 
dafa q* sb /9— r*, lo finden wir 

r» — r'r-f-'A" = 0. (11) 
Die Realität der beiden Wurzeln dieser Gleichung hüngt von den Zeichen, welches der 
Werth dca Ansdrueka i*(t*— /!) erhdt, ab. Diese britlon Wurzeln sind einander glekk^ 

wpiin fntwcdrr i" = 0, oder r* =: 9, 

daun iibat füllt die Linie ö uii( drr At^yiiiptotc ß oder mit der Asymptote zusammen, 
und, im eigentlichen -Sinne des Wortes, erhallen wir keine Conre. Die beiden Wwzeln 
sind reeil, wenn r'-<0 oder r*>-(^, 

das heifst, wenn die Linie S der Uasis des Asymptoten •Dreiecks in den Verlängerungen 
dertelbeii begegnet Sie sind imag^nlr, wenn 

r">0<,^, 

das heilst, wenn die Linie S die Ba-iis selbst trifft. 

Die halbe Sonmie. der- beiden Wurzeln der Gleidion'g (II) M l^eich |r*, also den^ 

ripoii Werthc clor Function r, welcher dem in der hnibeD Iltilic des Asymplolon Drcircks 
liegenden Puncle der Ljnio S entspricht. Ks liegen also die beiden Mittclpuncle zu bei- 
den Seiten dietcr Linie in glcidier Enlfenrang von derselben. 

Wenn wir die Wur7cln der Gleichung (II) durrli Ti und r, unterscheiden, ao kt- 
ferner: (rx-ii?)(r,-lÄ s rar,-J/?(r,+r^+AiJ» = 

Die geometrinlie Dentung dieses Resnllates zeigt ans', dab die beiden Mittelpnoefe aaf 
derjcnij;ou geraden Linie, weldic der Basis des Dreiecks parallel ist nud durch die Milte 
der Höbe desselben geht, so liegen, dafs das Product ihrer AbsUnde von der Mitte dc^ 
auf dieser geraden Linie von den beiden Asymptoten (ji und R interceptirlen Segmentes 
dem Quadrate der Hrdfle dieses Segmentes immer gleich bleibt, wie sich auch die Linie S 
um ihren geincittschaftiicben Dorchschnitlspunct mit den beiden .\symptotcn Q und R drc> 
hen mag. insbesondere finden wir hierin auch die Bestätigung, daf«, wenn die Linie S 
zugleich der Asymplole P parallel ist (eiu Fall, den wir in der 235. Nummer unter 3. 
schon betrachtet haben), der eine Mittclpuncl unendlich weit und der andere in gMfhfln 
Abstanden von den beiden Asymptoten Q und R Hegt. 

239. Wenn die drei Aqrmptotcn der Curve dritter Ofdnmg in einem und demselben 
Puncto sich schneiden, eo müssen wir ß gleich Noll setzeD, Bo daCs an die Steile der jdan- 
tiscbcn Gleichung (1) nun die folgende tritt: 

pH-qH-r 0, 

wonach Inabesondere auch 

q»+r» = 0, p'+r' = 0, p".t-q' = 0. 

Die GMdwMgqi (4), welche wir Meraach nach auf fbigeade Wciae achreih«n kaoocn: 

2qr — q'Cr— q) = 0, 

2pr-p(r-p) = 0., (12) 

apq— p'(q—p) = 0, 
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>TcrdoD alle drei befriedigt, wenn xvir zugleich p = 0 und q = 0 setzen, «veil alsdano 
auch r = 0. Es füllt also ein Mittclpunct in den gcmciosaincn Durchschnitt 
der drei Asymptoten. 

'Wenn vrir die erste der vorstehenden drei Gleichuuf^eu (12) mit p' und die zweite 
derselben mit q"* muitipiiciren, diese beiden (ileichuiigou addireu, und dauu, indem wir 
zugleich beriicksichligcn, dafs r = — (p-f-(|)i durch 2r dividircn, so ergibt sich: 

q"p-»-p'q = Ji'V- * (13) 

Es stellt diese Gleichung eine gerade l^inic dar, welche uitl da* Linie S, dcrcji Gleichung 
wir in der 227. Nuiumcr schon unter folgender Form: 

q"p-+-p'f| = p'q«, 

dargestellt haben, parallel ist und um die ilüiftc weiter als dic$e von dem gemeinsameo 
Durchsrhnilt.-spiMirtc der drei Asymptoten eniferiit ist. 

Weiui wir ferner die erste der Gleichungen (12) mit p, die zweite derselben mit q 
muitipiiciren und dann abziehen, so komtiil: 

ilY -4- 2(q'' - p ) p<l - p'q^- = 0. (14 ) 

Die beiden Mtticlpunclc liegen also au«.h auf dem Systeme der beiden durch diese Glei- 
chung dargestellten geraden Linien. Diese geraden Linien gehen durch den Durchsrhniltx- 
punct der Asymptoten. Wenn die Linie S parallel mit sich selbst fortrückt, so bleibt das 
Verhiiltnifs der beiden Conslanlen tf und p' unverundert dasselbe und hiernach also auch 
die letzte (jleirliuug, welche, in lieziehun<; auf dicRc beiden ( ionslautcn, homogen ist. Ver- 
schiebt man also die Linie S parallel mit sich selbst, so bleiben die beiden Mittclpuncte 
auf zwei festen geraden Linien (14), und liegen ilberdiefs immer auf einer geraden Linie 
(13), die ebenfalls mit der Linie S parallel bleibt. 

Um die Lage der beiden Miltelpuucte auf der geraden Linie (13) voHkominen zu be- 
stimmen, wolieu wir zwischen der (>leirhung diesei' geraden Linie und der letzten der drei 
Gleichungen (12) die Fuiu lion q eliminiren. .\nf diesem \Yege linden wir, wcan wir zu- 
gleich berücksichtigen, dafs (227. Mnmmer (G)): 

qV-HpV = pV. 

die nachstehende Gleichung: 

p' — (p'+p")p + -'p'p". 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung küiinrn weder iniaginSr noch — tien Fall, welchen 
wir am Fndc dieser Nuuuner berühren werden, >*o p' und p' Null sind, aufgenommen — 
einander gleich sein. Ihre Snmmc ist gleich (p'-f-p"). Man erhält hieraus sogleich für die 
Mitte (den SrhwerpuncI) der bezdglichen beiden Millelpuncle und des dritten, in den gc- 
mcinsauien Durchschnitt der .\symptoten fallenden, Miltclputictcs: 

p = J(p'-^p"); 

nud derselbe Werth von p ergibt sich auch für die Mitte der drei Durchschnittspunctc 
der Linie S mit den drei Asymptoten P, (,) und 1\. Ks fallen, >>ie man leicht ciiisiehl, 
die beiden Millen in einen und den.selben Punct zusammen. 

AVenn insbesondere die Linie S einer der drei .Asymptoten parallel ist, etwa der 
Asymptote l', so fällt ein Millelpunct, wie in dem eben betrachteten Falle, in den gemein- 
samen Durch.schnill.spunct der drei Asymptoten, ein zweiter liegt, wie in dem Falle der 
23L Nummer, nach der Richtung der genannten Asymptote P unendlich weil. Der drifte 
Millelpunct endlich liegt auf derjenigen geraden Linie, welche den Durchschnitlspunct der 
Asymptoten mit der Milte des, auf der Linie S, durch die beiden Asymptolcu Q und R, 
inicrceptirtcn Segmentes verbindet, und znar, auf entgegengesetzter Seite, von der Linie S 
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hilb to wdt enlfemt, da too dendbcii genden Unie der geaeiiMMM Dorcbadiiiititpaoct 

"Weun endlich die Linie S ebenfalls durch den gemeinsamen Durchsdnllt dv dni 
Asjuplotcn f;chl, so fallen alle drei Mlllelpuncte in diesem Durchschnillspunctc ztisammen. 
Jede durch denselben gebende, von der Curve begrenzte, gerade Linie wird alsdann in 
dien diesem Puncte bnibirr. 

210. Nacfidein vtir in den letzten Nummern die auspezeirbnefcn besondem FSUe di»- 
cuUrt haben, wollen wir uns nun zu den allgeiiiciiicn Un(erj>uchungcn Ober die Mittel- 
puDCle der Curven driller Ordnung mit drei reellen Asymploten uirfickwendcn. Hierbei 
unsere niichste Auf^^abe sein, diejenigen Fülle, wo die Millelpunclc alle drei rocll 
I, von denjenigen, wo nur einer reell ist, zu uulcrschciden, eine Aufgabe, welche sich 
M dl« BeelianBUDg des Ueberijuigi-FMIee, wo xwd Ifittelpanete nttamncttCillen, anknOpft. 

Wir wollen uns hiernach die Friipo stellen: „wo raufs, >venn drei peiado I^iiiirii i;ec;eben 
lind , ein Punct angcoomioeo werden, wenn io diesem Puncte zwei MiKclpuncle einer Curve 
drill«r Ordnung Vrelelie die drd f;egeb«nea f^enideB LiBlen tu ihren A^mpfoten Iwt, cn- 
Fammeiif.illcii sollen." Jeder belidiij; riii;;riu)niiii('nr I'iinrt ist (Irr Ijuinct nicht nur 
einer) sondern unendlich vieler solcher Curven dritter Ordnung; die Jtcdingung aber, dals 
in den angenommenen Ponct cwei MiHelponele »MaiinieBlallea idUa, flUiTt ona ofFenlnar 
zu einem ^'oomt tii^rljrn Orir. .inf >v( Iclinn dieacT Punct liegen mdk Dieicr geoMdiiadM 
Ort ist es, den wir jetzt bcstiuuuen wollen. 

Wenn xwrei Blitielpuncte in dnen eindgen Pttnct snaanmcofoneD aollen, ao nOsieii 
die drei, durch die Gleichnngcn (4) der 234. Nummer dargeetdilen, Hjperiwbl aidi in dic- 
lem PuQCte berüliren. £a ist hinreichend, irgend xwei diöor drd Hjyperb^ xv bctraeli- 
tenj vrir wollai Uer otwn diejenigen beiden n^mcB, wakbe durch dto bojdoi «ataD jo* 
■er drd GiddnuigiaD: 

2qr— r*q — q°r = 0, 
2pr— r'p— p'r = 0, 
dargcstdit vrerdeo. Wenn wir voraussetzen, duh die vier Conslamlen in dieacn 
GldcliODgcn, wddio adion durch die beiden Bediuf^ungs-GIcichungHi: 

qo^-r« =r ß, p'+r' =: ß, (2) 

mit einander TerlNUiden sind, so besliuimt werden, thfs die firaglichcn beiden Hyperbeln 
sich berDhren, so müssen, in Itr'/Jiluit»}; auf den Beraliruiissptmcf, zugleich mit den beiden 
Gleichungen (1), auch die beiden Differential- Gluichuugcn derselben befriedigt werden. 
WeuD wir diflereBlüren, ergjibC aieh: 

(2r — r'')d(|-f-(2.| — (|")dr = 0, . 
(•2r— r ,)dp-*-(2p— p,)dr — 0, 
md wenn wir die anpritagBebeD Glddinogen zagldeb berfickridiügea: 

p'r^dp -+- r p'dr = 0. ^ ' 

Ueberdieb iai: dp+dq-f-dr = 0. (4) 

Um Liern.nch die (ileichimg dis ^eMirlileti Ortt": zu crlialteii, •»vollen wir IBfOldent 
zwisch«! den letzten drei Gleichungen die Uiffereolialicu climiniren. Auf dieaen Wege 
gdangen wir ao^ekh so der Glddumgs 

p-P*+^q* = (5) 
Udbt una Uob Mcb fibrig, swiadmi dicaer randiiicBdea Glddwg nod den bddaa 



(1) 
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Gleichungen (1) die Elimination der CoDslanten, deren Anzahl sich nach den obigen bei- 
den Bediogungs- Gleichungen (2) auf zwei rcducirl, zu betrerkflelligcu. £« i»l 

q-~q' ' p'~p'~ • 

^vonach die Gleichung (5) zunächst in die folgende übergeht: 

und dic&e Gleichung verwandelt sich '«viedenmi, da sich aus den Gleichungen ( 1 ): 

q = • q . p = — • p , 

ergibt, nach einer einfachen Keduction in die nachstehende: 

p'-l-q'-*-r' = h;Hv + i\ + r). 
Diese Gleichung ist die Gleichung des gesuchten Ortes. Wir können dieselbe, indem wir 
berücksiclili^iu, dafs p + q-4-r = ,^, (•>) 

auch unter jeder der folgenden beiden einfachem Formen schreiben: . 

P^-H-q'-t-r» = \ß\ (7) 
pq-f-pr-l-qr = (8) 
Wir sehen zuvörderst, dafs der gesuchte Ort von der zweiton Ordnung und zwar 
nolhwendig eine Kllip^ic ist. Die vullülündige geomelri$clio ReKliininuiig derselben knO|>ft 
sich, mit gleicher Lcirhiigkcil, an jede der beiden Iclzleu Gleichungen an. Jede derselben 
wird befriedigt, wenn wir, in Llebereinslimmuiig mit der Gleichung (6): 
p = 0 und zugleich q = r = 

q = 0 » » p = r = (9) 

r = U '• » p =: q =: 5,^, 

setzen. Es geht also die fragliche Ellipse durch die dn i Milieu der drei Seiten des von 
den drei Asj'mptoten der Curven dritter Ordnung gebildeten Dreiecks. Differeutiircn wir 
ferner etwa die Gleichung (7), so kommt: 

p<lp-t-qdq-f-rdr = (). 

Um diese Gleichung zugleich mit der ebengeuatiulen (ileicLuug zu befriedigen, köuueu >^ir 

p ~ 0 und zugleich dp = 0 , 
q = 0 •« X dq = 0 , 

r = ü H " dr = ü, 

setzen. Denn diese Gleichungen- i'aarc* geben bezflglich die nacbslehouden drei Gleichungen: 

qdq -+- rdr = 0 , 
pdp-f-rdr = 0, 
pdp + qdq = 0, 

welche als Folge der Gleichungen (9) und der Bedingung» •Gleichung (1) befriedigt wer- 
den. Ei« wird also die fniglichc Ellipse von den drei .\s\inptoteu berührt. 

Wenn irgend drei gerade Linien gegeben »iud, so ist der geometrische 
Ort für diejenigen Puncte, in welche zwei Miltolpuncte solcher Curven 
dritter Ordnung, welche die drei gegebenen geraden Linien zu ihren Asvm- 
ptotcn haben, zusammenfallen, eine Ellipse, welche die Seiten des von 
den gegebenen geraden Linien gebildeten Dreiecks in ihren Mitten bc- 
rdhrl. 

£a ist bekannt, dafs diese Ellipse unter allen Ellipsen, die demselben Dreieck einge- 
schrieben sind, diejenige ist, welche die gröblc Fläche umschliefst, und dafs ihr Mittel- 
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panct in die Mitte (den Scbwerpaoct) des Dreiecks fallt Wenn vrir dcu BcrühruDgqjMioct 
•of der Bmb (einer beliebigen Seite) dieses Dfdecks wat dem gegenüberliegenden Wid- 
kclpancle durcli eine grracK* IJnie verbinden, so {^cht diese gerade Linie durch den Mit- 
telpunct und bci^egnct der £Uips« zum xweilen Male in zwei Dnllbeil der Höbe desDrd». 
«Äs. flierosch stimnit init dem Torsfehendcn atlgcmeincn Salze das anter 5. in der 235. 
Numiner erhaltene Resultat übcrcin. 

241. Wenn wir einen der drei Mitlclpnnrfc einer Conre dritter Ordnung, deren drei 
Asymplotcu (;ej;rben sind, ebenfalls als gegeben betiaeblen, so ktfnnen nir die Gleichung 
derjenigen geraden Liiiii- i iiiwickeln, auf weldier die baidcii aadam Mittclpuncto liegan. 
Fflr den gegebenen MittdiniDct sei: 

p = l'l. q = qi. ' ~ Ti- 
es findet alsdann sifischen diesen I^mcUonen-Werthen zunächst die BedtngnngMvIddiiiuis: 

Pi+qi-*-r, = . 
Statt. Da ferner dieser Mittclpunct zugleich auf den, durch die GicichungcD (1): 

2pr — r'p —p'r =0, ^ ' 

dargestellt CD Hyperbeln liegt, so ergeben sich aufserdem auch noch die folgenden beiden 
B«diignaei-GleidinngeD: 

2q,r,-r"q,-q"r, =*0, 

2p.r.-rp.-p'r. = 0. ^^^»^ 
Wem ivir bieniadi din erste der beiden Gleichnngen (1) mit q,r,, die ente der Gtd- 

chungen (10) mit qr mullipliciron und ilniiii abzitlion, wenn wir fi^rner die zweite dar 
Gleichungen (1> mit pir,, die zweite der Glcicliuogcn (10) mit pr uiulliplicircn und dann 
wiederum abxlclieo, so konanl: 

i*(r— r,)q,q-f-q»(q—q,)rar aas 0, 

^(f— rj)pap+ p'<p — pjTir = 0. 
■ad ans dhica beiden Gleichnngen eiMIt man so^eidh: 

<r— r,)(i.,i'-hq,q]-l-(|i(q — q,)-t-^(p-p,)Jr,r = 0. 

Diese Gleichnng nimmt, weou wir statt q" und p' ihre Wertho (ß—t*) und r') cia- 
aelzen und mgteieii beriidisidkligen, daf« 

— (q— qi)— (P— Pi) = (r— rJi 

die nachstehende Fom> an: . m • 

(r-r.) {p.p-hq.q+r.r) ^,,( r. ■y-.r . q.r. ^ r. .pr-r ■ p.r. ^ _ ^ 

Substitttiren wir Um» Im sweiten Giiede dieser Gleichung Dir die Ausdrilcke ^» ^» 

^ and ihn Wartha «us den vier GleiolMmg^ (1) und (10), so ei^ licli: 

(r— r,){piP+qiq+r,r}+|/?fr,(iH-q)— i<^+q',)} ss 9, 
nnd endlicb, da 

i'+q = ß—r, 
Pi + qi — ß — r,, 
din aacbatehende dnbche und symmetrische Gleichung: 

(r— 'i){l»iP-*-qiq-+-r,r — i/?*} =0. 
Die Vom dieser EDd-Glaicbnig hallen wir tnn Tfaeil vunwusden nnd daniadi ^ 
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vorstcbcDdcn Enlwicklungon aolcgcn können. Denn da die beiden Hjpcrbcin ( 1 ) sich 
nur in drei Piinclea schneiden, wUhreud der vierte iJurchschniKspuncI iiack der Uicbtung 
der Asjuiptolc I\ unendlich v>eil liegt, so mtissen ihre Gleichungen sich nothwendig zu der 
Gleichung eines Sjstcmes solcher zwei gerader Linien verbinden lassen, von welchen die 
eine durcli einen beliebigen der drei Mittelpuncte, denjenigen, weichen wir als gegeben 
betrachten, gehl und der Asymptote R parallel ist; >yUhrcnd die andere die beiden übrigen 
Mittelpuncte verbindet. Indem wir also in der letzten Gleichung den Factor (r — r,) >in- 
Icrdrückcn, erholtca wir für die zu bcstiuiinendc gerade Linie folgende Gleichung: 

P.p-4-q.q-*-r,r = i^f». (11) 
(n dieser Gleichung erkennen yw'ir sogleich die Polare de.s gegebenen Millelpunctes, dem die 
Functionen- Werthc p,, q, und r, cntfprcchco, in Beziehung auf die, durch die Gleichung 
(7) der vorigen Nummer dargestellte Ellipse. Und, da wir nach einander jeden der drei 
Alittelpuncte als den gegebenen anschn künncn, gelangen wir aUo zu dem nachstehenden 
Satze: 

Wenn drei beliebige gcradcLinien gegeben sind, so sind die dreiMit- 
(elpunctc jeder beliebigen Curvc dritter Ordnung, welche die gegebenen 
geraden Linien zu ihren Asymptoten hat, drei zugeordnete Pole in Bezie- 
hung auf diejenige Ellipse, welche die drei Seiten des von diesen geraden 
Linien gebildeten Dreiecks in ihren drei Mitten berührt. 

Wenn in.sbesonderc also zwei Mittelpuncte in irgend einen Punct der fraglichen El- 
lipse zusammenfallen (2i0), so liegt der dritte Mitlelpunct auf der Tangente der Ellipse 
in diesem Puncte. Die Polare dieses dritten Mittelpuncles ist eine gemeinscbaßliche Tau- 
gente derjenigen drei Hyperbeln, durch welche wir, nach der 226. Nummer, die drei Mit- 
telpuncte bestimmen, und auf dieser gemelubchafllirhen Tangente ist jener Punct der ge- 
meinschaftliche Berührungspunct. 

242. Wenn wir in die erste der beiden Gleichungen (1): 

2qr — r»q — q"r = ü, 

für q und q" die gieichgeltendeu Ausdrücke (ß — p — r) und (jl — r") einsetzen, und dann 
in dieser Gleichung p absondern, so finden %vir: 

_ 2r* — (.j -l- 2r'')r-f-r",^ 
P — 2r — r» 

und wenn wir dann diesen Ausdruck von p, an die Stelle dieser Function, in der zweiten 
der Gleichungen (1), die wir auch folgendergestalt schreiben künueu: 

(•2r-r')p-C^-r>= 0, 
substituiren , so enthalt die resultirendc Gleichung nur noch die Function r. Wir erhallen 
auf diese Weise, indem wir nach abnehmenden Potenzen dieser Function ordnen, ohne 
uns um die spätem Glieder zu kümmern: 

r» — (r*-4-r')r'-*-. • . = ü. 
Die drei Wurzeln dieser Gleichung dritten Grades beziehen sich auf die drei fraglichen 
Mittelpuncte; wenn wir dieselben durch r, , r^ und r, bezeichnen, so gibt die allgemeine 
Theorie der Glcichunpen: r,-4-r,-4-r, = r'-t-r. 

Da r"* und r' .^idi auf die beiden Diu-chschiiilte, S und S', der Linie S mit den beiden 
Asymptoten P und Q beziehen, und r = 0 dem Durchschnitte S" dieser Linie mit der 
dritten Asymptofc I\ ent-isprichl, so ist ersichtlich, daf^, «inerseit«, der Mitte (dem Sohwer- 
puucle) der drei iMitlelpunctc und, andrerseits, der Mitlc der drei in gerader Linie liegen- 
genden Durc hschnillsp<mctc der Curvc mit ihren drei Asymptoten, derselbe Werth der 
•J^^tai^- 25 
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Funclion r enl^pricbt; und da Iiirrnnrh, bei unserer «ynunctrisrhrii T?(>7.rirliniinp, diesen 
beiden Mitten auch gleiche Werthe der beiden andern linearen l'uacüuuen p und q cut- 
•picdMii, M tritt uoi der folgeDda neue Satx «otgegen: 

„Wenn drei beliebige gerade Linien ^ef^eben sind, so füllt die Mitto 
der drei Mittelponcte jeder belicbigeo Curvc dritter Ordnung, welche die 
drei gegebenes geraden Linien tu iliren AcymptoteB hat, mit der Hitte ib> 

rcr drei Rurclisrlinitlsptincte mit diesen drei geraden I-inion 7. iisninrii cn." 
F^. 12. 213. Wenn einer der drei Millelpuncte einer Curve dritter Ordniuig und ihre drei 
Aaymptolcn gegeben sind, ao erfialten wir aogleldi die Linie S (231) and denmldict die 
Mitte ihrer drei Durchschniltspunctc S, S' und S' mit den drei .VsMnptoIrn P, O und R. 
Menncir wir den gegd>«nea Mittelpunct O und diese Mitte W, so gebt die gerade Linie 
OW, weiche diete bddea Poncte vetUndct, genugsam verlüngert, dordi die Mitte, V, 
der beidin ilbris;en Mlltclpuncle O' and O" (212). Der Piinef V i.st dureh dirsc gerade 
Linie und (241) die Polare de« gcgcbcDcn Alittelpunctes O io Beziehung auf diejenige 
Ellipse, weldie Ae drei Seileo de« Asjmptotcn-llNied« in ihren Mitten berittrt, ▼dl' 
kommen benimmt. Uclicrdicb ist der PUet V onnittdbir dadnrdi bcetinMit (SO), didi 
VW = JWO. 

Die Bcsfininiang der beiden Mittelpancte & und O" seUnt, nadidem ihre Mllfe ▼ be* 
kannt ist, ergibt sich leirlit nnrh dem Salze der 94L Nummer. Denn, nach diesem Satze, 
liegen sie auf der t'ulareu des Punctes O, and zwar so, dafs sie mit den beiden Durcb- 
sdinillspuncteu dieser Polaren und der fraglicbeo Ellipse vier hannoniscbe Theilungspunete 
bilden. Wenn wir diese beiden Dordttchnittsponete durah N and ff and ftra UttB durch 
L beMiebnen, so ist liiernach auch : 

VN . VN' = LO' . LO " = iNN". 

Legal wir etwa die sweite dieser Bcatinnmigai n Grande, ind setMO, der Kttne bil> 
ber, LV s a und ^NN'^ = b, .so stellen «ich die beiden Seg|nenlp IXytoidLCy ab die 
beiden Wntxeln der folgenden quadratischen Gleichung dar: 

z"— 2az-|.b = 0. 

Es bedarf wohl kaum einer besondern Erinnerung, daCi diese Gleichung auch fflr den Fall, 
da(s die Diirrhschnitt^punctc N und >' iinni^iniir sind, ihre volle Anwendbnrkeit belwib. 

Wenn insbesondere zwei Mittclpuurte in irgend einen Punct der Ellipse, welche die 
drei Seiten des Asymptoten-Dreiecks in ihren Mitten berOhrt, zusaBHMttfallco, so liegt auf 
der Tangente an die r.ilipsc in diesem Puncte der dritte Miltelputicf von der Unie S, auf 
entgegengesefzler Seite, doppelt so weit entfernt aL> die beiden zusammenfallenden. (241, 
211.) 

Wir sehen endlich audi, dafs, wenn ein MlltpJpnnff nach der Richttinj; einer der 
drei Asymptoten unendlich weit liegt, die Polare desselben derjenige D.urchmesser der £!• 
li^e ist, wekber den Pimct, in wdcbeni feoe Asymptote von dieser Elil|we berUvl wli<4 

mit dem Dnrchscbnitte dt-r beiden andrrn AsriTipfotf-n rerbinrlct. In diesem Falle priindet 
sich die Bcslinnmng der Mittclpuncte unmittelbar auf eine Gleichung zweiten Grades (235), 
«He wir ohne BIBbe anch ans der lelxlen Gleidnuig ableiten ktfnnen. 

241. Wir sind schon früher (229) durrh allf^emeine BelrachfungeB n .den RssnllaiC 
gelangt, dali, wenn eine Gurre dritter Ordnung durch die Gleichung 

pqr-t-/<s := 0 L 
dargestellt wird, in der wir, nachdem die drei Asymptoten und die Linie ' S gegeben «Ind, 
den nnlieatiBnntcn CoaffieiaBteD fi ao bsrtimnien, dab die Cnnre durch einen der drca^ 

* 
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MUtelpunctc gebt: dieser Mittelpuact ein Doppelpunct derCurvc ist. Wir wollen die- 
ses Resultat durch eine directe analytische Nachwcisuiif; betlStigen und anf die 
ünterscIieiduDj: der vi rsrliii-donpii Arien solcher Puucte eingehen. 

Indem wir die auf ciueu beliebigen der drei Mitlclpuocte eich beziehcoden Werthe 
dar dkd tvmtOmm q ud r durch unten angeblogl« Mwkcii, wie frfiher tdioa, onter- 
fdddea, tat die GlddMaig der Linie S die nachstehende (230): 

qi'iP+Piriq+Piqi«"— 2p4q»r» = o. 
IDeniach kOnaen wir die GteiclmDg I. anf folgeiide Weise eckrelbaa: 

pfir-4-H((i,r,n + p,r,q+p,q,r — ip.q.r,) = 0. 
£s stellt diese Gleicbunc» wenn wir, nach einander, für /i alle mügUcben Wcrlbc einsetzen, 
onendHch Tide Gurren dritter Ordming dar, weldie alle diesdbcn Asjaiptoten und llbar- 
diefs dieselben drei Miltclpuncte, oder, >Tas hiennit {;I<'irbt;pl(cBd ist, dieselbe Linie S ha- 
ben. .Durch irgend einen Piinct der Curre ist fi, und somit die Cnrve selbst, voUkonunen 
besHimBL' Indem wir /»-s nebaen, wonadi wir folgende Gldcbung eriialten: 

pqr — (q,r,p + p,r,q-4-p,q,r)H-2p,q,r, = 0, (W) 
onlerweifen wir dieCurvc der Beding^^ durch jenen MUtdpunct zugeb», für welchen: 

P = Pi . q = qi . *r = r,. (13) 

Denn, wenn diese drei Gleichungen zu gleicher Zeit bestehen, wird die vurher^chcndn 
Gleicbang {12) befriedigt. Es stellt also die letztgenannte Gleichung, nach dom Obigen, . 
eine solche Cunre dar, die einen Doppelpunct bat, und dieser filUt in dcnjcDigcn Puuct, 
der durch die leisten Gleidiongen (13) bestimmt wird. 

Wenn wir, nm uns hiervon nach der bekannten Verfalinaig|twcise zn Ubeixei^^ die 
Gleichimg (12) dif fc-reDtürcn , so finden wir: 

(qr— q,rJdp*f-<^— |iir,)df4>Q>q~pi4|i)dr = 0. (14) 

Beliehen wir diese Gleichung auf den Punct (13), so wird der Coefficient Jedes der drei 

Differenli.ilien eUicli Null, und es drückt diese Gleichung also dwrrhaiis keine Rt lnlion zwi- 
scbcn diesen Differeutialien aus. Auf jeder geraden Linie, welche durch den fraglichen 
tmet gebt, fidlen In diesen Pnncle awel Dvrelieciniilte adt -der Gnrve iManinien; jede 
solche {gerade Linie ist, in dieser Beziehung, <in<' Tniiiiptile der Cnrve. 
M'con wir die lelzte Gleichung von ^eueui differtuliiren, so kommt: 

(qr— q,r,)d*p-|-(pr— p,rj)d*q-*-(pq— p,qi)dV+2^pdqdr+qdpd/-i-rdpdqj = 0, 

Baneben wir dSeae neue DiSerentiat-Gkkking wiederon ani den Pnnct (18>t so geht * 
dieaelbe in die fidgpnde Aber : 

Pidqdr+qidpdr-t-r,dpdq s 0 , 
nnd dieee verwandelt iSAi weil 

dr B -(dp-l-dq)» 

if die naebstebende: 

q,dp'+(p,-f-q,— r,)dpdq-l-p,dq' = 0. (16) . 

Die Auflösung dieser Gleichung gibt für im Allgemeinen, zwei Tcrschiedene Werth«. 

Diesen entsprechen zwei gerade Linien, auf welchen die Durchschnittspuncte mit der Curre 
aUe drei zosammenfalirn, und welche auüserden folglich der Curve in kdnem Puncte meiir 
begegnen. Fs ist Jede dieser beiden geraden Linien eine Tangente (im cniiern Sinne des 
Wortes) an eiueu Zweig der Curre, welche im üerühningspuncte von einem aodera Zweige 
der Gnrve gaachidllen wird. » 
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Dio beideo WerÜie von sind dnander gleich, wenn 

dq 

oder wenn Piqi+Piri+qiri = Ifi*' 

Diese Bedfnping vrird dann und Bar diim orltlllt, wout d«r Powt (18) mS der donb • 
die Glefadtams: 

pq+pr + qr = \t^, (8) 
dargeeteUUn Cunr«, ab* (340) auf detjenigan Ellipse liegt, welche die drei Seiten de« 
von der) AMinplolcn gobildt lon Dreicrls in ihren Mitten berührt. Der DoppelpUMlt der 

iu diesem Falle eine Spil/e bildet, ( ilull den Namen Riickk ehrimnct. 

Die beiden ^^trlhe von sind reell, und folglich auch die beiden im fragUcben 

Puuclc (13) sich schneidenden Zweige der Curve, wenn 

Piqi+Pi»'i +qir, > J/J", 
od«- apdi, WM dauelbe fcdfiC (240), wenn 

p»'+qi*+f. 

wonos man ao^di siebt, dab der Pooct (13) — der aladaui efai Doppelpuel ■■ aiip 

gern Sinne des Wortes ist, ein PuncI, in welchem zwei reelle ZiVCigS der Cnrre I. stsb 

schneiden — aufserhalb der eben bezeichneten Ellipse licist. 

Die beiden Weiihe tod ^ sind endlich ioiagMiiir, wonach der frag^cfae PoDct (13) ein 

isolirter, der Curve eonjugirtcr, Punct ist, wenn 

Piqi + P,r,-f-q,r, < J.^», 
md dann liegt dieser Punct innerhalb der Ellipse (B). 

Wir werden im 6. Paragraphen ausrülii lieh auf diu Theorie der Doppeipnncte zurflck- 
kommeu. Hier ist unsere Absicht, Uberhaupt blu(s diejenigen Fälle zu unterscheiden und 
xo bestimiaen, in welchen solche Puncte bd Cnrren dritter Ordnung Torkommen. Das 
volihtiinilif:'- l\>-!^u1ti<t , zu doiii wir in dieser MoauDer gekooiaMB aiod» kUiuieB wir iu dem 
uaciulebeudeu äalze zusaiumcufassen. 

Weun irgend «lue Curre dritter Orduung mit drei reelleo Asysptoten 
einen Rflckkehrpunri linl, «o liegt dieser Punct nothwendig auf dem Um- 
fange derjenigen Ellipse, welche die drei Seilen des von den Asymptoten 
gebildeten Dreiecks in ibren "Mitten berührt Wenn xwei Zweige einer 

solchen Cnrve dritter Ordnung sich srhnciden, so fällt der DurcbschnittR- 
punct derselben aufserhalb dieser Ellipse; wenn die Curve einen isolir- 
ten conjugirten Panel bat, so liegt dieser Punet innerbalb der Ellipse. 

245. Ks {^ibt nur einen einziprn, frijlier schon erwShntcn Fall, in welchem die drei 
MiUelpuncte der Curve dritter Ordnung in einen eimigen Punct zusanunenfailen; es Ipt 
denonige, wo die drei Asymptoten und die linie S dnrcb einen nnd densdben Punct geben. 
Eben in diesem Puncte vereinigen sich alsdann auch die drei Mitlelpuncte. Wenn über^ 
hnupt die Linie S durch den Durchschnittspunct zweier Asymptoten geht, so berOhrt sie 
in diesem Puncte die b(^.üglirlie Curve dritter Ordnung; in dem vorliegenden besondem 
Falle vereinigen sich also die drei Durchschnittspunctc der Linie S mit der Curve zu einen 
Bcrührnnc^piniclc höherer Ordnung. N.nh der im zweiten Paragraphen mehrmals ange- 
wandten Hc&ümmongswcise des allgemeiucn Laufes der Curvcn dritter Ordnung erkennen 
wir nmdtteDwr, dab,die Linie 8 aMana bn fr^^iehcn Poncte die Cure sqg|^ boOhn 



§. 4. Miltclpuncle. Doppelpuncle: Durchschnillspuiicle clc. 197 

und schneidet. Dieser Punct ist ein Wcnduugspuncl. Auch auf solche I'uucle wer- 
den uir, in i^pSitcren I'arn^irapheu, ausführlich zurilrkkuiumcn. 

216. Wir hnbeu alle EDt^vickliingcn dit-jus Paragraphen bisher ausschlierslich auf die 
Glciclmngen (3), (4) und (5) der 226. Nummer gcgrüudct, und diese Gleichungen schlie- 
fscn sich wiederum an die, in der 211. Nummer des vorif;en Para|^raphcn aufgestellte, erste 
allj^emeinc Cionslruclion der Curven dritter Orduuu^ an. Wir gelangen aber auch zu den- 
seihen Resultaten, wenn wir an die Stelle der eben genannten drei Gleichungen andere 
setzen, welche aus der zweiten allgemeinen Construction der Curven dritter Ordnung (220) 
auf eine gleiche Weise herrorgehen, als jene drei Gleichungen aus der ersten. Diese 
zweite Construction beruht darauf, dafs jede gerade Linie, die einer \51ymplote einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung, etwa P, parallel ist, die Cur>e in solchen zwei Puncten 
schneidet, welche zugleich auf einer Hyperbel liegen, die durch die beiden Durchschuitts- 
puncte S' und S" auf den beiden andern Asymptoten der Cur^e Q und R geht und deren 
eigene Asymptoten den beiden letztgenannten Q und R parallel sind. Eine solche Tan- 
gente der gegebenen Curt-e dritter Ordnung, welche ihrer Asymptote P parnllel ist, be- 
rührt also ebenfalls eine auf diese Art niiher bestimmte Hyperbel, in der Art. dafs die 
bcidesmaligcu Berührung^punctc zusammenfallen. W'cnn die Curve dritter Ordnung ins- 
besondere einen Doppclpunct hat, so ist derselbe also nolhwcndig auch der Berljhrunf^- 
punct auf einer der Asymplule P parallelen Tangeule irgend einer solchen Hyperbel. Die.sc 
Hyperbel kOuneu wir, wenn wir durch ^ einen gehörig bestimmten Cocfficienteu bcrcich- 
t nen, durch die (>letchung qr-|-;s = 0 (1) 

darstellen. Legen wir jenem Cocfticicnten, nacit einander, alle roüglicbcn Werlbc hei, so 
stellt die«e Gleichung, nach einander, unendlich %'iele Hyperbeln dar. Die Beri]brungs- 
punclc auf den mit P parallelen Tangenten aller dieser verschiedenen Hyperbeln bestim- 
men eiuc neue Curve. Diese neue Ciurve ist zugleich der geometrische Ort (ür die Ue- 
rdhrungspuncte auf denjenigen Tangeuten der, bei beliebiger Annahme Ton ,u, durch die 
allgemeine Gleichung: pqr-t-.(«s = 0, 1. 

dargestellten Curven dritter Ordnung, welche der Asymptote P parallel sind. Im Allge- 
meinen gibt es unter diesen Curven dritter Ordnung, welche alle dieselben drei Mittel- 
puncte haben, drei mit einem Doppelpuncle, der jedi.-smni in einen jener gemeinschaftli- 
chen drei Mittelpunctc fällt. Jeder solche Doppclpunct, oder jeder Mittelpunct überhaupt, 
liegt also noihwcndig auf der fraglichen Curve. Noch mehr, wir kitnnen den G<;siclilfi- 
punct noch er>veilern: es bleibt die fragliche Currc auch dann offenbar noch dieselbe, 
wenn an die Stelle der Asymptote P, irgend eine andere, ihr parallele, tritt. Und hier- 
nach stellt sich diese (*urve auch als der geometrLtche Ort für die Mittelpunctc solcher 
Curven dritter Ordnung dar, welche dieselben beiden Asymptoten Q und R haben und 
diese in denselben beiden Puncten S' und S" sdiueidcu, während ihre dritte Asymptote P 
nur der Richtung uach gegeben ist. 

247. Wir können die Gleichuug (1), indem wir s als Function von tj und r, mit 
Beibehaltung der frühem Bezeichnung, einführen (227), auf folgende Weise schreiben: 

qr-|-5(r'q-+-q"r— qV) = 0. (2) 
Id Beziehung auf den Bcrühningspiuict auf einer mit der Asymptote V parallelen geraden 
Linie ist dp = 0, dr = — dij. (3) 

Wir finden, wenn wir hicmarh die Gleichung (2) differcntiiren, für einen solclieu Punct: 

q-r-f-|(q"-r) 0. (4) 
und erhallen aUdaun die gcsnchtc Gleichung dci^jenigeu Ortes, mit dem wir uns in der vo 
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rigen Ntunmer beschäftigt haben, wenn wir zwischen der letzten Gleichung und der Gldh 
ciniB (3) 4ea unbeBtiminteii GocfDcienlco S, dnrcb welchen lUe einzeben durcb (1) dHS 
fMtdttcn Bjjpflvbeln lich unterscheiden, eliininiren. Auf diese WeiM Cf|pbt «ich: 

i^q'-qV-q-rCq-r) =rO. (6) 
In denelboi Gldehang ■Oasen wir aoch dann gelangen, wenn wir direel den geo- 
metrischen Ort für tli<> !l( Tüliruii^.'.piinctc aof den mit P parnilclon Tangenten derjenigen 
Corven dritter Ordnung suchen, die, indem man (t als nobestimmtea CoefQcienteu bclracb- 
tai, dudi die allgemeine ffleichnng I. dargestdk werden. Sdu-eiben wir dMs fildchnng 
«■ter blgeniler Fom: 

p<ir-i-/*(r'q+<j''r— qr) = 0, (6) 
and dUlsrenlilren alsdann, miler dens^Mn VoraiUBelxiinfen als d»en, so ergibt sieht 

Kq-O+z^Cq^-r) = 0. (7) 
Diese beiden lelztco Glcicfaungen gehen in die Gleichungen (2) und (4) über, wenn wir 

^ mit i vertauschen, woraus nnmittelbar folgt, daCs die Elimination von ^ xwisciien }e- 
9 9 
Ben Gkicbuogen ebenfalls die Gleichung (5) f;ibt. 

"Wir erkennen sogleich, dafs die Gleichung (5) eine Corre zweiter Ordnung darstellt; . 
deren zwei zugeordnete Dorduneeser den beiden Asymptoten Q nnd & paraUd sindt nod 
deren Mittaipnnct, fär welchen sich sogleich 

q = r = 4r', 

«iglbt, auf der Linie S, in der Mitte zwischen den beiden Pancten S' und S" liegt. Diese 
Curvc |;eht durch den Durchschnitt der hrit)«-!! V^rmptoten Q und 1\ und zugleich durch 
die beiden Punclc 5' und ä", für welche bezüglich q = 0, r = r' und r = 0, q s ^jf 
isfc Ob die Cnrve eine Hjrpeibd oder EäUpse ist, bingt davon ab, ob die FtacliMieii- 
Wrrihe r' und q" im Zeichen Choreinsliininon odor nicht, und dicfs geht unmittelbar aus 
der Lage dor beiden Poncte S' und S" hervor. Wenn uemlich etwa der zweite Fall ein- 
treten aoll, so mnls Jede der beiden Asjnnptotett Q und R von der Unie S und der drit* 

teil Asymptote so gcsrhiiitteu werden, dafs die bridcn Diin li^clinid^piinrte beide Male auf 
derselben oder beide Male auf entgegengesetzter Seite des Durchschuitlspunctcs jeuer bet- 
dan Asymptoten Q and R liegen. 

^Vi^ lieinerkei! endlich noch, dafs der Mittelpunct der Cur^e (5) auf der etstsn der 
drei Hjrperbela (4J der 2^ Mummer liegt. Denn, wenn wir in die Gicicbnug diasarify- 
perbek 2qr— .r°q — q*r &s 0 

die vorstebendea nmcüoiNn-'Wertke für jenen Mittelpnnet der Owe (6) ebmaUco, so 
kommt: qV— r'q'—qV = 0, 

eine' Gleichung, die befnedigt wird, weil sie mit der lettten der dreiBedingungs-Gleichuu- 
gcn (6) der 227. Nummer übereinstimmt. Die fragliche HJ^'perbel geht also durch den 
Mittelpunct des Ket^elschnitte.'; (5), (!ms iicifsl durch die Mitte der beiden Punctc S' und S". 

In der 12. Figur ist diu fra^^liche i^urve eine Hjpcrbei und ihr Lauf durch Puncto 
angedeutet. 

21R. Es ist leicht, aDnl\ lisch direcf zu zeigen, dafü die durcli die Gleichtiug (5) dar- 
gestellte Cune zweiter Ordnung durch die drei Mittelfiuacto der Currc 1. geht. Indem 
wfar ncmlich, wie frObar, durdk p„ q, und r„ die aof einen beliebigen dieser drd HDlt^ 

pnncte sieh beziehenden besondem ^yetlhe der Ftiiieiion4-n p, q and r bsMidUMB« kfla- 
ueu wir die Gleichung 1. auf folgende Weise schreiben (244): 

ror4-MviP+Pi«^*q+Piqir — 2ptq,rj) = 
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Oieee GleichuD|; is(, bei gehöriger BestimmuDg von ft, mit der Gleichung (6) identisch, und 
der Gleichung (7) cnlsprichl alsdann die folgende: 

P<«1 — r)-+-"|>.^"li — •"■) = ^• 
Wir kommen also anch zu einer Gleichung, die mit der Gleichung (5) identisch ist, wenn 

nir zwischen den vorstehenden beiden Gleichungen ^ eliniinircn. Diese Elimination gibt 
sogleich, ohne dafs w\v reducireu, die folgende Gleichung: 

ri(*li — '■i)^'' — (1 — {<li'^iP + P''"i*H-Piqir — 2p.qir,} =0, . 
von der in die Augen fallt, dafs sie befriedigt wird, wenn wir zugleich: 

P = Pi . 1 = qi . r = r, , 

setzen. Es geht also die durch (5) dargestellte Curvc zweiter Ordnung durch den frag- 
lichen MittelpuncI: sie geht durch alle drei Miticlpuncte, weil wir jeden derselben flir 
den durch jene Functioncn-Werlhc bezeichneten nehmen können. 

219. Wenn wir in den vorstehenden Entwicklungen nach einander jede der beiden 
jVfiymptolcn Q und R an die Stelle der' Asymptote P setzen, «o erhalten wir zwei neue 
Curven, die mit der Curvc (5) eine analoge geometrische Bedeutung haben. Üie«er Ver- 
tauschung der Asymptoten entspricht in den bczl}glichcu (Tieichungen eine blofse Buchsta- 
ben- Vcrtauschuug. Aus der blofscn Gleichung (5) erhallen wir hiernach die folgenden 
drei : r q» — q"r» — qV' (q — r) = 0 , 

i«p»— pV — pV(p-r) = 0, (fi) 

q'p» — p'q' - p'q" (p — q) = 0. 

Die vorstehenden drei Gleichungen stellen also drei neue Curven zweiter Ordnung 
dar, welche wie die drei früher betrachteten, durch die Gleichungen (4) der 231. iSum- 
nicr dargestellten, Hyperbeln durch die drei Miticlpuncte der Corvo I. gehen. 

Um diese Mittelpuncle zu be^tlimmen, sind irgend zwei der fraglichen f-cchs Curven 
hinreichend, und diese können wir beliebig aus der zuerst betrachteten (^nippe dreier IIt- 
pcrhcln, oder aus der Gruppe der drei Curven (fl) oder endlich aus beiden tiruppcn zu- 
gleich nuswiililen. Im ersten Falle erhallen wir einen, nach der lUchtung eiuor Asymptote 
unendlich weit entfernt liegenden, der Millelpunct-Bcstimtiiung fremden Durchschnilt.'^punct; 
im zweiten Falle stellt sich einer der drei Punctc S, S' und S" als fremder Punct dar; im 
dritten Falle endlich erscheint als fremder Punct, entweder der Durchschoiltspunct zweier 
Asymptoten (wenn wir ncmlich in den beiden (Gruppen dreier Curven die erste mit der 
ersten, die zweite mit der zweiten, oder der dritte mit der dritten zusammens teilen) oder 
(in den übrigen sechs Zusammenstellungen) einer der drei Puncle S, 8' und S". 

250. Wenn insbesondere die Linie S einer Asymptote, etwa der .\symptotc P, pa- 
rallel ist, so ist (234): 

q«=«, r'' = aD, p' = p", = i^, 

wonach die Gleichungen (8) der vorigen Nummer In die nachstehenden übergehen: 

(q-|_r-r')(q-r) = 0, 

p'-p'(p-r) = 0, (9) 

p'— p'(p-q)= 0- 

Die erste dieser Gleichungen stellt, wenn wir von dem ersten Factor derselben, welcher 
auf dicLniie S sich bezieht, und einen nach der Richtung dieser Linie oder der Asymptote 
P, unendlich weit eiilfernt liegenden MitlelpuncI anzeigt, abstrnhiren, diejenige gerade Linie 
dar, welche auf allen der Asymptote P ]iarnllelen geraden Linien die von den beiden übri- 
gen Asymploleu Q und R iutercrplirteu Segiuente halbirt. Die beiden letzten Gleichun- 
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gen stellen zwei Parabeln dar, deren geonetriache Bestimmung dnrcb die Fonn dieser 

Glcichuugen uoinittelbar angezeigt wird. 

Wenn endlidi die liate S unendlich weit liegt, so sind die ihren Durchschnitlspuncteo 
mit den drei .\s\iiiplotcn enttprechendcn FiiuclioiieD-Werlhc nllo uiicndlidl« WflUCh dte 
Tontehenden drei Glcidiungen (9) in die folgendcu sich verwandeln: 

P = r. 

p = q; 

wddie i&tadbea tiad, ab die GlcidiaBgen der 23S. Niumner, tmd itA fetedo Linien der» 

stellen, welche in di r IVTiitc dpf< X-^viTipioten-Dreiedu^ dem cimigMi ]|ittel|«iaete der fae* 
zOgUcben Curve dritter Ordnung, sich schneiden. 

9U. NtMAidcn trir in Rfldksielit anf die eine der bdden Ifaupt» Clanen von Corvcn 
dritter OrdnuDi; in ein niisfiilirli< Inn-; Driail ringi'^anarii fimi, küiinrn wir nun niil der 
gjrOtsten Leichtigkeit auch die andern dieser beiden Uaupt-Classcu, wo xnci Asympto- 
ten imaginir sind, behandete. Die gante Aufgabe beateht In dner üdbertragung and 
der DiscussioQ analytischer Formen für den Fnll, dalä CoMlMIte, di« wir bbbar ntamell 
betracbtet baben, nun imaginäre Werthe erhalten. 

Wenn wir (180) Ton der GMdiuiBt 

pqr+/a = 0, I. 

venniUelat der beiden Gleichungen : 

q s= H-wV'Zl, r = t — wk^, (i; 

tn dp GJaicbong: pCi'^-w*)-!-^ « 0, ^a. 

QbergflboB, ao atdlt die GleSdniog 

t»+w' = Ü 

den an die Stelle der beiden reclkn Aajnploten Q «md R tretenden AajM | iio U npinict 
der. 'Wir «olleii dcnseOben dnrcbgehenda dnrch A bezeichnen. Die beiden Gleicbongen: 

tsO, w = 0, (2) 

•teilen svd sngandnete Dordimeaaer desselben dar (160). Um diese tngeordneten Danb- 

meaaer von den fibrigen unterscheiden zu können, niiissni >Mr eine n^ilu re Functioncn- 
BcatiWWiBg maeben. Legen wir dieser, um die frflbeni Mesultate unmittelbar übertragen au 
können, wiederam die idenliidie GUichnng der 233. Ünnimer, welclie Uer folgende Fem 
annnnmt: p4-2t = ß, (3) 

sn Grande, so sehen nir, difs alsdann der erste der iieiden zugeordneten Durchmesser 
(2) dea Asymptotcnpunetea der Asymptote P parallel ist. fi bedeatet denjenigen Werth 
der Function p, welcher dcb auf den Asjmptotenpunct bezieht, wonach dieser Werth die 
geometrische Conslracliott dieaer Function, ao ifie (nach der leisten Gleicbung) der Fmc- 
tion t bestimmt. 

WeiH» wir diejenii^en Werthe der beiden neuen Functionen t und w, welche dem Puncte 
S auf der AüMtiplole P, dorn einzigen reellen Puncle, in welchem die Linie S der Cnnre 
I, a. begegnet, entsprochen, durch t" und w" unterscheiden, so ist al»u, mit B«zagna]ime 
auf die firtdiere Beieicbnang dieses Pnnctee: 

q" = f+w1^, I« s t«— w*liCn, (4) 

und die Gleichung (3> gibt: t" = (5) 

Uebeidielii iat Jede bi Besiehang auf q, r und q*, r* symmetiisehe Fanation reell; ao tarn 
Jidtfid, folgt ana (1) and (4 ): 

r*q+<i'r ai 2(t*!+wV). (6> , 
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262. Von den drei GleichnDpen (i ) di r 231. Nmniner, iWc uns zur ConstRiCtion 
der Mitlelpuncte der Curvcn dritter Ordnung mit drei reellen und geradlinigen. Atjmpto- 
teil gedtent haben, ■Idb in dam FaDe, dab s»ret dieser drei Aajmploten, Q nnd R, inn- 
{inir iktd, mir noch die erste: 

2qr— r»q— q''r = 0, " 
«ine reelle Ctnrve dar. Dicee (MeidMing ninunt Uer aocleidi die Ibigeiide Fora «n: ' 

t*-f-it«— tn— wVr = a, (7) 

und kann auch auf folgende Weis«: 

(t_n»)V(w-|w«)* » id^-t-w-^, 

oder» indem Vlit \ft ffir t* substituircn, auf folgende Weise; * 

(t-iÄ'+^w-lw*/ = 4(i^4-wO, (8) 

geschrieben werden. 

Es stellt diese Gleichung, nun, nicht roelir >vie in dem frfihem Falle eine Hyperbel, 
iOlldem eine Ellipse dar. Diese Ellipse geht durch den Asj-mptotenpunct, A, [1 = 0, w = 0], 
durch den Punct S f ( = t* = w = w*] und durch denjenigen Punct [t= rr — Q'], 
in weUilCin derjenige Dun Innoi^scr des Asyinptolcnptinclcs, dessen zngcordncicr der Aqnn* 
ploke P parallel ist, diese Asymplolc schncideL Ihr Millelpunc^ fiir welchen 

't = J/?, - 1% = Jw», 

ftllt in die Mitte iwiscben den beiden ersten dieser drei Punctc. Ueberdicfs ist die fra^ 
liehe KIIiji>io dem .\=yinp(olenpuncte Shnlicli iiinl li.il mit demselben eine Jilinliche Lage. 

1» iivr 13. l igur ist angeoomineu, dafs die Curvc dritter Ordnung imaginäre Kreis- Fi^ J3. 
Asymptoten habe. Alsdann ist die m beslinncnde Ellipse der Ober A8^ als Dnrchaesser, 
beschriebene Kreis. 

2»3. Wir haben , in dem Falle dreier reeller Asymptoten, auf»cr den in der vorigen 
Nmuoier envlhnlen drei Hypetbeln, noch drei andere Carven sweiter Ordnong (349 (8)) 

zur ncslimuuiiis der Miltelpuncte erhnllcn. .\bpr Ton diesen drei neuen Curvcn bleibt für 
den )ctzt vorliegenden Fall wiederum nur eine ciqzige reell, diejenige uemiich, welche durch 
die Gieidiimg: 

r'q' — q'V — fl"r'(q — r) — — 0, 

dargestellt wird. Es ^t dieselbe der geometrische Ort fQr die BerQhrungspuncte auf den 
der AsTmptote P perallelen Tangenten aller solcher Conren dritter Ordnung, trdche, bei 
beliebiger Antinhine von ft, durch die .illscineinc Gleirlniiif; I. (Inrccslellt >vcrdcu können. 

Statt aber der vorstehenden Gleichung für den Fall zweier imaginären Asymptoten, 
Q nnd R, eine reelle Form so geben, wollen wir, nach den Toralebenden RestimnaDgen, 
die Gleichung des fraglichen Ortes für den vorliegenden Fall unmittelbar hcrleilcn. Na- 
mentlich wenden wir dieses Verfahren hier auch aas dcmGrande an, weil die frohere Con- 
atanlen-Resdonnai^ hier ebenfalls imaginir wird, und wir ntr geooietrisflten Restimnaung der 
Linie S eine neue einfiibrcn müssen. Bezeichnen wir demnach die beiden Durchschnitts- 
pnncte dieser Linie mit den beiden Dordunesseni (2) des Asymptotenponctcs auf fol- 
gende Weise: 

[t = 0, w s wQ nnd [t a t*, w s 0], 

so erhalten wir die Gleichung: w't + t'w = iV, (9) 
fUr die Linie S. Da diese gerade Linie durch den Punct S auf der Asymptote P geht, so 
tKI^ sich folgende Relation zwischen den beiden in dieser Nummer cingefdhrten Coa> 
Staaten t' und w' und der Conslaoten w< der vorigen Naimner: 

J^w'Hhl'w* = tV. (10) 
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Dm> AUgemeioe Glcicbuog I, a. kOanen wir hiernach auf folgeod* Weiae acbreibeii: 
p(t»4-w»)+^(w't4.l'w— l'w") SS 8. (11) 
Für (Jen lierfihruogfipunct .nir einer der Asymptote P parallelen Twg^C kgeod «jmrdtr 
durch diese Gleichuog (Ur^esleUten Cunrcn dritler Ordnung iat: 

dp=«, 

• Mglioh iat aUdaoB auch nach der, uuscrer nabcrca FoBcdoon-Bfidnann^ n GnoJn ti^ 
gtndoi, ideotiscben Gleichung (3): dt = 0. 

Wir erlNkllen alto für einen aolchen Bcrübrungspunct, wenn wir mit Bezugnohmc liicrauf 
dte dlg^aMiBe daachnng (11) ARerentiireD: 

* 2p*T-f-.ui' = n, 

luid wenn wir z\vi>>clicn dieser Glt-iciiuug und der urtprüiiglicbeu fi ellminiren, eo koiDtnt 

t't» — 2w'lw — l'w» + 2tVw = 0, (12) 
Diese GleirhuD^ sicllt im vorliej^cnden Falle iinmcr eine Hvpfrbrl dar, wUbrend 
sie, iu dem Falle dreier reellen Asymptoten, entweder eine Hjperbcl oder eine Ellipse 
darstellt (247). Man aieht aog^dcb, dab diese Hyperbel durdi den Asyinptotenpancl geht 
und ia diesem Puuctc den zweiten der beiden Durchmesser dcssolbcii Cl) bcifihrl. WellO 
man die Gleicbiuig (12) nach einander in Beziehung auf w und t diUcieulürt, so crhdt 
■MO folgende Gleidiang fkr Ji^aiigftn beMen DorehineaHr der bciOglickcn Hjpetbd, do- 



rao Mgeordncte bezOglich den beiden gendcD Linien 

1 = 0, w = 0» (2) 

pmUdsind: Wk-M'w « tV, (13) 

t'i — w'w = 0. (14) 



Der erste dieser beiden Burchnceser ist die Linie S, der zweite geht durch den Asympto» 
tenpnnct A. Man kann leicht direet mchweiBen, daft der BDttelpnBct derHyperihd (19X 

der durch den Diirchschuitt dieser beiden Dtirc hmcsser besliiuuit ist, m{ dem ersten der- 
selben, der Linie S, in der Mitte zwischen den beiden imaginären Durchscbuillsponcteo 
ditur Unit und der Corre, oder, was dandbe heilat, dieaer Linie nnd des Asymptot^b' 
panete« licet: ein Resultat, das wir aber auch ohne Weiteres aus der 247. Nummer her- 
fibemehnicn kOonen; so wie aus diwer Nunviier auch unmittelbar folgt, da(s der fragliche 
Uittelpunct ebi PoiKt-'dea Uuftngcs der tai der TOfigai Maraer bealfamBlen, dwch dl« 
Gleichung (8) dargestellten, Ellipse ist. 

Die in dieser MunHur beitiiDnte Hjperbel (12) ist zugleich der geometrische Ort fOr 
die Berflhrungspuncte inf daTbeiden, der reellen Asympioif P pataibien Tangenten jeder 
solcbeu Ellipse , welche dea As/mptotenpuncte A Uhnlich und ühnlicll l?fg|ftlld Ht nnd ndt 
denuelbcn die Linie S cur gemeiiMchaftlicbcn Chordc bat (246). 

Im dem Falle imaginirer Kreis - Asymptoten (Fig. 13.) ist die Hyperbel (12) eine 
gleichseitige. Ihr Mitlelpunct ist in der Figur S, genannt. 
Ylg, 13 254. Da, iu dem Falle dreier reellen Asymptoten, die Linie S auf lineare Weise ^■ 
sich bestimmen lafst, wenn diese drei Asymptoten und ein Mittclpuuct gegeben £ind, eo 
Bnb Mich i&r den Fall, dafs zwei dieser drei Asymptoten imaginSr werden, ifie analogC 
Constmctinn eine lineare bleiben. Eine solche Con.struction wollen wir in diesor Num- 
mer entnickeiu. Der gegebene Asymptolenpunct sei A, die gegebene reelle Asymptote PP 
nnd der gegd>ene Mittelpnnet O. 

Man erhält zuvörderst, nach der 252. Nummer, den l'iinrt .S, in welchem die Asym- 
ptote P von der Linie S geschnitten wird. Weuo mau uemlicli eine Ellipse bescbretbl, 
iMlcb« dem Aaynplotcnpancle llmlicb Iat nUl wddie dordi A, O wd den Fnaci 6 tßi. 
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in welchen deiiaiife- Darcluneuer des Anymptotcopanctea, dcMen uigeordaeter Aer Atywh 
ptote P parallel iat, diew Atjinptote acliiMidef , eo ist der zweite DarchiduiiNspmict dar 
•b bestimmten Ellipse und der Asyoiplote P der gesuchte Piiiirt S, Ohne diese Ellipse 
selbst XU bescbreibeiib braucbcD wir bier indeisblors den Mittelpunct derselben, den Punct 
L, XU bestinnieD, nnd dann dne f/mit Linie duck dMaa PÜict wid den Asymploteo- 
ponct A la Icgak Diese (pvde Unle AL sduMidet aisdanii die Ai^pUMe P in dem 
PitDcle S. 

Femer ist, nach der Schlafs-Bemerfcunf; der vorifen Nummer, der (gegebene Mittel- 
ponct O der Ber(lhrunf;spunct auf einer mit der gegeben rn Asymptote P parallelen Tan- 
gente, Os, einer solchen Ellipse, welche dem gegebenen Asymptotenpuncte ähnlich und 
lüiolich liegend ist, und mit demselben die Linie S zur gemeinschaftlichen Chorde hat. 
Man erbSit hiemach bekaonlermaliieil einen Punct dieser gemeinschaftlichen Chorde, wenn 
man durch den Asrmptotenpunct die gerade Linie AO Icct, und durch die Milte dersel- 
ben, den Punct I, eine neue Linie IL, parallel demjcmj^i-u Durchmesser des As^uipto- 
tenpinelcs, dessen zugeordneter AO ist. Die gerede Linie IL sclineidet alsdann die Linie 
Os in dem posnchtcn Pallete B auf der n cooatmiraiden Linie S, wakhe biemadi T9II- 
Ikommcn bestimmt ist. 

Die CeMtraelie« dar 13. Vlgar bedaht sidi anf die Voraassetxnng imaginlrer Kreia- 

Asjmptuten. Vom As\ mplotcnpunctc A ist ein Prqx niÜkcl AG niif die As^nnptote PP 
gefällt, dieses Perpendikel halbirt und durch den Halbirungspuuct R eine gerade Linie KL 
perallcl mit PP gexogen. Ea Ist ferner AO geiog^, in der Iffilte dieser Lbd^ im Pnnaie 
I, ein Perpendikel IL errichtet; dann ist die gerade Linie AI^ durch A und den Durch- 
sclinilt L von KL und IL, und die gerade Ljnie Oa, parallel mit PP, durch den Punct O 
geiegf. AL and PP schneiden sich im Poncte 5^ mkl IL und Oa In Punctes;' Dl^caige 
gerade Linie, wrelche die beiden Punctc S osd a vaAlllde^ Ist aladam die Linie S. 
255. Dorch die beiden Gleichuugen: 

(i-l^j'-Kw— J««)' = iO/^-*-«''). (8) 
t't'— 2w'tw — t'w^-+-2l'w\v = 0, (I2> 

sind die drei Mittelpuncte selebcr Curvcn dritter Ordnung deren Asjmptolenptmct A, de- 
ren Asjmplote P und deren Linie S gegeben sind, TollkoiMnen bestimmt. Die durch diese 
IMden Gleichungen dargestellte Ellipse und Hyperbel gehen beide durch den Asrmptoten- 
punct A; ihre drei übrigen Durcbschnittfpuncte (in der 13. FigMr O, O' nnd O") sind die 
tu bestimmenden Bfliltelpuncte. Von diesen Mitlelpimcten können zwei imaginSr sein. Den 
Udbergang von ihrer Realität zu ihrer IrnngiutHriiat bezeichnet ein Zusammenfallen. dersel- 
ben, und diesem cnlspricht eine Berührung der beiden Curven (8) und (12) unter ein- 
ander. Hiemach könnten wir, nnch demselben Verfahren als früher (240), denjenigen 
gaoBMirificben Ort bettimmcn, in dem «wei HitlelpaMie aolcber Curven dritter Ordnon^ 
der.en reelle Asymptote uixl dem» vmplntrnpunrf (was .«o viel bedeutet als deren beide 
imaginiren Asymptoten) gegeben sind, zusammenfallen. Wir erhalten aber wiedcram die 
GlddHiBg desaelban Oitaa tmA «unHelbar, wann wir die GieMoog: 

pq-+-pr + qr = 

die wir io der eben genannten Mummer, für den Fall dreier reeller Asymptoten, colwik- 
- Iielt hAta, durch Hfllfs der Glckhnngaa (1) onlbfnen. HlanMeh erhallaa wir nnlehBt: 

2pt-t-t'+w* = 

und dann, wenn wir zugleich berticksicbtigen, dafs p = ß — 2t (3): 

«0- W-if* « ^fi"* (W) 



Digitized by Google 



• S04 



Dritter Abschn. Die Gturv«! dritter Ordnung. 



Für den Fall zweier imaginären Asymptoten erhallen wir aUo an die Stelle der frü- 
hen EllifMe, w«lcb« die S«li«i d«« Atymptofcn-DreieelM io ihran drei Mitten W« 
rUhrt, <!ie diirrh die v()r>1i'!icnde Gleicliun!: (15) darj^estellte Hyperbel. Diese H\|ierb*l 
geht durch den Durchschnitt der Linie W und der Asymptote V, deaa iüx dicficu Durchs 
edmittspiiBct ist: t ss }/9, wsO, 

und <!ifsc FiinclioiHMi - Wcrllie bcfrirdiecn die lelite GU'i< Innif;. llir !Mil(rlpunct lirct auf 
der zweiten der beiden geraden Linien (2), und zwar, auf dieser geraden Linie \V, vom 
Asynptotenpiiiiele A doppelt ao weit enlfenit, als TOn den Pnncte Cr, in wefehen dieie 
Linie die \<yiii|)tnli' 1' Kclincidel. Dcijrnijie (imaginäre) Durrhmcsser der I!_v]ht1)i! , des- 
sen zugeordneter eben diese gerade Linie \V ist, ist der ersten der beiden geraden Li- 
nien (3) nnd fol^ich also auch der reellen Asymptote P paralld. Es springt endlich ane 
der letzten (slcirhnng in die Auj:rn , tlixis das Vi'iliältiiif« der beiden Längen dieser zuge- 
ordneten Durchmesser gleich ist dem Vcilialiiiils der beiden ihnen parallelen ziigcordnctcn 
(verschwindenden) DurchmcBser des Asymplotenpunctes, mulliplidrt mit V — 3; wonach 
man auch die beiden Asjaiptoten der fraglichen Hyperbel leicht erbftit 
Um den Asjnnptolenpnnct, dessen Gleichung: 

t'-l-w» = 0, 

g^onetriseb xo bestimmen, können wir uns irgend einer ihm Shnlichcn, Ähnlich liegenden 

und concentrischen Ellipse bedienen. Nchinm yy'ir für dirsp 1 lli|><;<> insbesondere dieje- 
nige, welche die Asymptote P, und zwar iiulÜMcudig alsdann na Puuctc G, berührt, so ist 
flin Gleichons die folgende : t*+w* = (16) 

Setxen wir einerseits in der Gleirhiin^ (15) und amdirctMil« in der TWitchcodeii GUiÄang 
t (^eich Null, so kommt beide Male: 

W SS sls}/l 

Die Fliippc (Ifi) srlincidil nlo diejonicc perade Linie, T, welche |iaTaIle! mit der .\sym- 
ptote P durch den Asymptoteupunct A gelegt wird, in solchen »wd Ptaicteu, weiche Ui|leicfa 
auf der Hyperbel (15) nod ebenUls sur ConstnicÜon denelhen angewandt wer- 

den können. 

In der Construcüon der 13. Figur, der die Voraussetzung imaginärer Krcis-Asyuip- 
totCB «1 Grande liegt, ist A der Asymptirtenpunet und PP die reelle Asymptote. AG Ist 
die Aae der fra^lirlicii Hyperbel, inul riiiT derselben C der MiKelpiinrt, wenn dieser Ponct 
ao besliainit worden ist, dab AH = iiC = CG. Zugleich sind alsdann G und die 
beiden Sdidld der Aie. Die beiden Asymptoten der Hypeihd bilden mit fieeer Aze 
^l^kel, deren trigonometrische Tanf^cnten =!=V3 sind; diese Winkel sind also von 60*, 
wonr\rli der Asymptoten -Winkel ein Winkel von 120" ist. Man crbiilt diese Asympto- 
ten hiernach sogleich, wenn man um C, al. Mittelpunct, mit CA, als Radius, einen iCreis 
schlXgf nnd die beiden DnrchsrhuillFpuncte £ und F dieses Kreises und der Asymptote 
P dnrdi zwei gerade Linien mit dem l'uncte C. verbindet. Ferner erluilt man noch zwei 
Pnncte, D und H, der zu bcslimtncuden Hyperbel, wenn man auf der durch A parallel 
Vit P geiogenen geraden Linie TT die beiden Durchschnittspnlicle mit cfaieni aw A, ab 
Mittelptinrie, und mit AO, als Radius, beschriebenen Kreise bestimmt. 

in der gemachten Voraussetzung imaginärer Kreis- Asymptoten erhalten wir endlich 
noch flir die Quadrate der beiden halben Axen der fraglichen Hjrperbel (16) die "Wettho 

lind ',|^', wonach man für den Absland der Brcnnpuncle von dem Mittelpuncte der 
Hyperbel sogleich findet. Hieraus folgt, da(s einer dieser beiden Brennpuncte mit dem 
Asjmptolenpnnct« A tnsanmcoGlUt. Die Pohrn ^^ttt» Pundei^ St Directrix ZZ, ist der 
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reellea jVsymptote PP parallel und gebt ia d«r MiUe zwischen dieWr Asjmptote und dein 
Asymptotcnpancte Undnreb, wovon dmd aich iiiiidttellMr ilbcnmiBt, wewt jnni ton Bcj- 
apM erwäg«, dafs CK.C\ = CH*. 

256. Nach deo vorigen NomiBMll können wir ein« Reihe Ton Saizeo, die «vir rruhcr 
für den Fall dreier reellen Asymptoten bewinen haben, nnmittelbar auf den vorliegenden 
Fall, daCt zwei Asymptoten imaginär sind, flberfngeo. 

Der gcoiiiPtrischc Orr, nuf >vclchcm iwci Miltelpuncte sulclier CurvW 
dritter Ordnung, welche eine gcmeinschaftlicbe reelle Asvinptüte und ei- 
nen gemeinschaftlichen Asymptotcuputict haben, zasammcnfa llen kÖDDOD» 
igt eine HyixM-bcI (210). Auf demselben geometrischen Orte liegen auch 
die Rttckkcbrptiiictc solcher Curven dritter Ordnung. Wenn zwei reelle 
Zweige Ainer aolchen Corvo sich tebneiden, to liegt der Darcbschnittepnnet ' 
derselben oiifserhnlb. wenn sie einen conjn^'irlen isolirten Puncl bat, so 
liegt derselbe innerhalb dieser Hyperbel (244). Die drei Miltelpuncte ir- 
gend einer beliebigen aolchen Corvo dritter Ordnung aind drei zugeord- 
nete Pole in Beziehung auf diese Hyperbel (211). Ihre Mitte füllt Ober- 
diefs auf der Linie S in einen solchen l'unct, der halb so weil von der 
Mitte S| swiaehon den beiden laoginlren DvrchaebBittapaacten dieaer Li- 
nie und der Corvo ala tob dem reollen DurchaehnittapnncCo S entfernt 
ist (242). • 

957. \nr wollen uBa- nnn m der Diaonaiion der vcnddedenen fllle wenden, wel- 
che einer besondern Annahme über die Lage der Linie S entsprechen. Wenn (Beso ge- 
rade Linie der reellen Asymptote P parallel ist, so versagen die beiden Gleidinngeni 

t«-1-w>— 1/91— w«W 8s 0, . (7) 
t't» — 2wtw — t'w'-|-2tVw = 0, (12) 
nr nnmittelbareu Bestimmung der Miltelpuncte ihren Dienst £s reduciren sich dieselben 
Bcaillcii, wenn wir, dioBeai Falle aolaprodiend, w* and W WMnJteb neineB, aof die fol* 

w = 0, 
w(t— 1'> = 0. 

Der Factor (t— t') der lelatcn dieser beiden dciehongen beildt «leb auf den, Badi der 

Richtung der .^svinplotc P unendlich %Teit liegenden Miltelpunct, und zw BcstimaMIOg der 
beiden Obrigen Miltelpuncte bleibt uns blols die einzige Gleicbong: 

w s 0. 

So viel ergibt sieb indcfs hieraus schon, dafs diese Miltelpuncte auf derjenigen gera- 
den Linie liegen, welche dorch die vorstehende Gleichung dargestellt wird, das beifst 
also- aof demjLMiigcn DordOnesser des Asymptotenpunctes, dessen zugeordneter der Asym- 
ptote P parallel ist. 

Wir erkennen den Grund dieser anscheinenden Unbestimmtheit sogleich darin, dafs 
in den beiden Gleichungen (7) und (12) die Producte w*w und w'w in dem vorliegen- 
den Falle dadurch, dafs wir w auf die fra^ichen Miltelpuncte heziclion, unter der unbe- 
stimmten Form cc.O sich darstellen, wonach alsdann die unmittelbare Rcstlmiriunz der 
diesen Miltelpuncten entsprechenden W'erlhe der Function 1 nicht Statt fiuden kann. Zu- 
gjleieb wird uns aof diese Weise der Weg gezeigt, wie wir zur Bestinunong dieser Wer- 
Ihe gelangen kOnnea. Wir brauchen zu diesem Ende blob, mit ^■nmJhm^ ^/gg Bedin- 
gung« -Gleichung: |/?w'-#-l'w* = tw' • (10) 
GlddiBBgeB <7) nnd (13) <o beidca Srodneto wSr and w'w in 
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tflknioiren uDd dann w gleich Noll zu setzen. Aus den eben genuinten Gleichungen er- 
^ sich utt VcHMUtaispi« •«« 



1 1 

2w*lf sss C2t— -/S)t, SnV 



yf« 2t i9 

und hieraus: —,■ = — ^-^-(l — t*). 

w t t 

Necb der eben angezogeneo BediognngB- Gleichung aber ist 
and folglich findet man: 

2(2t-^((-t') = (2l'-,?)t. (16) 
Die b«iden gesuchten Mittclpuncle sind durch die beiden Wurzeln dieser Gleicbang des 
iwcilcs Grades, io t voUkonnen bestimait, Wcna wir Toa der Fnactioa t durch die 
Yenafttdniig der beiden Glddnmgen: 

p . p' = /?-2l', 

iriederum iar FiiocIiOD p zurückgehen, so ▼erwandelt sich die obige Gleichung (16) itt 

die folgende: 2p* — 3p'p-f-/^p' = 0; ° . 

ako gerade in dieselbe Gleicbang, vrelcbc nir auf andenn Wcf^e in der 235. Nonmcr ffer 
den Fall dreier reellen Asymptoten f;cfuDden haben. Wir hällrn dieses Resultat voraus- 
sehen können, weil alle (>rüfscn, die in der vurstehenden Gleichung vorkommen, auch 
dann mill bleiben, wenn zwei Asymptoten der Curve dritter Ordnung ianglM^ werden» 

Itiriiiadi können wir nlle die cinielnen Resultate, die wir in der anjieioftenen Psuin- 
mer aus der I)isru«sion der vorstehenden Gleichung gezogen haben, indem wir blofs die 
Art des Ausdrucks ändern, unmittelbar auf den vorliegenden Fall Qbertragcn. 

Wenn die Linie S in dem Falle zweier ima^inürer .\s_viiiptoten der einzigen reellen 
Asymptote parallel ist, so haben die bezCiglichen Curveu dritter Ordnung, weil ein Miltel- 
pmiet unendlich weit Hegti wir zwei HlttetpnBetev und dicee liegen aafdeaipeBigeii Durch- 
messer des Asymplotenptmrte«:, de<;.sen zugeordneter dCT redlcn A^jnmptOte penlM'ist 
Wir haben auch hier sechs Fälle zu unterscheiden. 

1. Wenn die Lini« S mit den AiympleleapuBete mf enigegengmeMer Seil« der 
eilen Afiyiii{>l(>Ie P liegt, so sind die Miticlpuncle beide reell, der eine dcrseOm liegt, aaf 
der eben bczcichneteu geraden Linie, zwischen der Asymptote uud dem AsjmplOleiipiincte^ 
oad xwer eo, daCi in Beriehoog aar dcnaeiben p<{ft, nnd der andere liegt enf der «n- 
dem Seite der .\symplotc, weiter v(ni dieser entfernt, als die Linie S. 

2. Wenn die Linie S eine solche Lage hat, dafs der Asymptoltsnpuoct zwischen die- 
■dbe and die Aijmfitote P ftllt, eo Ueilien Mittelpancie raelL Sie Segen tu beiden 

Seiten der Linie S, der eine zwischen der .Ssymplofe und dem Asyiuptotenpuiule , und 
zwar so, dals fUr denselben p>-|/? zugleich aber p<|/9, der andere weiter von der 
Aeymptote eDCfemt, nie die Linie & 

3. Wenn die Linie S durch den Asymptoteopunct f;eht, so entspricht einer der bei- 
den Mittelpuncte: p = und der andere Uüt auf der Linie S mit dem Asywptoten- 



4. Wenn die Linie S zwischen dem Asymptotenpuncle and der Asymptote hindurch- 
giehli und zwar so, dafs p' > « so bleiben beide AlitlelpeaKte immer noch reeU. Sie fal- 
len beide zwlechen der Asyntptota P ud dar LWe'fl^ lo dab iBr den einen and 
f<tß nnd ftr den «idem p>i^ 
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5. Wenn die Lioie S zwischen dem .\gjinp<otenpuncte und der As^'iBptote so hin- 
durrh^elit, da(s p' =: so fallen beide MiUelpuncte in einen einzigen Puncl lusamaien, 
Und diesem entspricht: p = 

6. Wenn die Linie S zn-ischen dem Asjmptotenpunclc und der /i iij flitlf i M biB- 
durcbgcbt, dab p'-<f/^« so sind die beiden ALltclpunclc im.iginär. 

Derjenige FiU, dafo die Linie S uncnditcfa weit liegt, ist aU ein Grlnzbll » w h d w» 
den beiden ersten der vorstfliciu^cn sctlis Füllt- nn7ii<;p!if'ii. \^'ril 7.>v("i Miiirlpunrle un- 
eudlicb weü liegen, haben aisdauu die bezügliciien Curven dritter Ürduung nur einen ein- 
dgaii MiMri|Mirt> aad dhMa entspricht: p s kß- 

258. Wenn die Linie S, bei beliebit;er Riclitunp, durch den Asymptotenpunct 
(eht, ao, iet t' SS ü und W = 0. Hiernach gibt die. Bedingungs-Gletchung (10) xwi- 
Mhcn dm did GooHaiiteD l', w* and w*, wem wir blob da« PioAict tW Teraacblliiigra: 

. («) 

Gtcidicnn&ai fei«» au der dekhang (U) nmlehrt: 

l'ti_2»'(vv — t'w» = 0, 
und dann, mit Berflciuichtigung der vorstehenden Bedinguugs- Gleichung: 

4«*lw~^ s Ol - (18) 
Diese Gleichung stellt ein $jil«B twiiw, iflUMr raallc% doick den AjynptotenpODCt gi»- 
beudeu geraden Linien dar« 

Zar vollilindigcn BcalnnnaBg der HBttel^mMle BÜnMi «ir dine letzte Gldcfamtg 
(IS) mit der GUfelniogt 

t'+w»-i/St-w«w = 0, (7) 
«w a iniait dkii. Weno wir die vorttdlende GIcMong mit ß mulilpUtären und sie duAr 
zur vorhergehenden Gleichung (18) addlm, ao gplangW wir an einer GleichuilC 4i ^ 
unter folgende Fofm biingeo fcOnoen: 

(/ft+2wV)(t— = 0, 
md .die also ein Sjstem von zwei geraden Linien darstelll. Die eine dieser geraden Li- 
nien, diejenige, auf welche sich der erste Factor dieser Gleichung bezieht, geht dorch den 
Asjroptolenpunct, in welchem die beiden geraden Linien (18) sich schneiden, und berOhrt 
in diesem Punctc die Curvc (7). Diese gerade Linie zeigt einen MittelpUiet an* welcher 
mit dem (als fremden Punct sich darstellenden (255)) Asjmplolenpuncle zniammenfalil. 
Die andere gerade Linie ist der reellen Asymptote P parallel und geht in der Mitte (wi- 
schen ihr und dem Asyiii|ilotenponclc hindurcli. Die Durchschnitte dieser geraden Linie 
mit den beiden Icirht zu runslmirrndcn geraden Linien (IH) sind die beiden HbrigiCn Mit- 
telpuncte. Diese sind also, im vorliegenden Falle, immer rcelL 

959. Wenn endlich der Asymptotenpunct auf der reellen Asjnptote liegt, 
ao verwandeln sich die beiden Gleichungen (7) und (M)^ indem wir ftssO und w*sbw' 
Mben, in die nadistehcuden beiden: 

t'+w'—w'w = 0, <M) 
tV-^w'l« — t'w»+2tVw = 0. (12) 
Ziehen wir Ton der ersten dieser beiden Gleichungen, nachdem wir aie zuvor mit t' multi- 
pttUrt Ittben, Ae «weite deneOicn di, ao mfßü rfdi 

>v('2«'(-f-2t'w — StV) = 0. 
Der erste Factor diceer Gkichnng zeigt ao, dafs in dem vorliegenden Falle ein Blittelpanct 
an! der reellen Asymptote ant doa Asymptotes^HUcte «wOTienMlt; der xwA«, data die 
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beMen fibrigcn MiUelpiincte «of einer solchen geraden Linie li^en, die der Linie S-f«> 
nltd ist, und an die Hllfte weiter «b diese Üaie vom Aqmploleiipqacte entfctiit licigt. 
Dies« Resuliai bitten ffir, tob dem Falle dreier redien Aijyiiptoten her, niindnelber cn(- 
nehacB kflnnca. 

Wenn tdr fener die beiden Gletchanf^ (19) und (12) addiren, nachdem wir die 
erste dendbca wrar ant Stf multiplicirt haben, so finden wirt 

3l'l*— 2w'lwH-t'w* = 0. 
Diese Gleichung stellt ein System xweier Im Asymplolenpunctc «ch schneidenden geraden 
Linien dar. Je ii.^rlnlcm diese beiden {;craden Linien reell sind, zuMmmenhllen oder imn* 
ginBr sind, sind diejenigen beiden Mittclpunclc, die nicht in dem Asyroplotcnpunctr' liocm, 
ebenfails reell, fallen zusammca oder sind imaginSr. £s hängt diefs also davon ab, ub der 
Anadradt: W — Sl^ -> (90) 

podliv, Xiill oiliT nrc.iliv ii^t. 

Um geometrisch xu deuten, wollen wir uns zu derGieichuDg (15) der 253. Nummer, 
wdche liberiumpl denjenigw Ort darstellt, «uf welchem, bd gcf^benem AsymplolenpmBde 
und pegebonrr Asymjiiote , 7\Mi 'Mini ljHiiirlp 7.ii?:ii:!uiri)fallen können, zintickwrndcn, und 
in dieser Gleichung, dem vorUcgeudcu Falle cnlsprcdicnd, /9 = 0 sclzco. Diese Glei- 
chung redueirt sich alsdann aaf w>— St* ss 0, (31) * 
nnd stellt also ein System zweier gcradin Linien dar. ^Viilirend also, in dem analogen 
Falle dreier in demselben Puncte sieb schneidenden Asymptoten, niemals zwei Mittel- 
panete xmammenbllen oder imaginir werden hOonen (239X erhalten wir hier den Mgen- 
den Satz: 

Der geometrische Ort, zwei, in denselben Punct zusammenfallende, 
Mittelponete solcher Carven dritter Ordnung, welche dieselbe reell« 
Aiynplote nnd denselben .Xsymptotenpunct haben, ist, wenn dieier intb^ 
sondere eaC)cner liegt, ein System von iwei geraden Linien. Eine solche 
Cnrve kann einen Rflckkebrpnnct babeoj deraelbe liegt alsdann in einer 
derselben beiden geraden Linien. 

Der Ausdruck (20) verschwindet, wenn die Linie S einer der beiden durch die Glei- 
chong (21) dargestellten geraden Linien parallel ist, in der Art, dab 

♦ w-sAVl-f, 
wenn die Linie S beillglicih mit den folgenden beiden 

w = =5=^3.1, (22) 
paraUd Ist. b diesem Falle fallen dso die beiden Mittelpanete in dncm Pkmcle lasani- 
nen. Sic sind, wnR liiernach so^rleich sich erf^ibt, reell oder imaginär, )e nachdem eine 
diftcb den Asymptotenponct der Linie S parallel gezogene gerade Linie zwischmi einer der 
beiden fragliehini gendcn, Linien (22) nnd der redien Asymptote oder zwiadien cBesen 
beiden Linien sellwt, hindurchgelii. 

, Wenn insbesoMbre die Linie S durch den Asymptotenponct geht, so fallen die Mil- 
telpuncle der Corre aB* drei ha dieaew Puncto zusammen. Dieser Punct ist ein Wcn- 
dnDg*punct der Cur%-e, 

26U. Wir wollen nun znr genaoeren Unterscheidung der Gurren dritter Ordnung 
ndt perabolischcn Asymptoten Obergehen. Die allgemeine Gleichung dieser Curvcn ist: 

{q'+ip}+/i(q^ff) = 0, ÜL 

indem die oscnlircnde peraboliadie Asymptote durch die Glcichtnigi 

q'+Ap = 0, 
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dargestdlt mrcL. Die Linie q = 0 ist derjenige Durchmesser dieser Parabel, deaactt ZDr 
geordnete Chorden der geradlinigen A^mptote: 

p + z = 0, 

parallel sind. Die Linie S, welche hier durch die GleichoDg: 

q+o = 0, 

jtargestcllt wird, ist ebenfalls ein Durclmicsscr jcmr Parabel. 

Nachdem irir diese Beziehungen wieder ins Gedächtnils lortt^gomfett babcn, wollen 
trir non vaA, bei den durdi fie Gieidiinig HI. dargeitellten Corren dritter Ordnong, 
nach den Mittclpuncten derselben frageo. Iiulciii wir die frühere BedcutuDf; dieser Pancte 
auch auf dieeen Uebcrgangsfall übertragen, erhalten wir sogleidi, zur fiestimmung.deiMU 
ben, zwei Cnrren, in deren DardMchiiitte fBes« HiKelpaneto liegeni "Wir Imodben tn 
dieacm Ende blofs die beiden geometrischen Oertcr für die Berilbrangspuncte auf solchen 
Tangenten der durch die Gleichung UI, bei beliebiger Anndno von /t, dargestellten Cur- 
wm dritter Ordnung zu bestimmen, wek&e einerseits den Dnrcbmeescm der parabolischen 
Asymptote und andrerseits der geradlinigen Asymptote parallel sind. 

Die erste def hiemach bestimmten beiden Gurren ut zugleich der geometrische Ort 
fiir die Mitten derjenigen Segmente der Dorebmestcr der parabolisdien Asymptote, welche 
swisdien dieiCT und* der geradlinigen Asymptote liegen. Wir erhalten ihre Gleichung.on» 
mittelbar, wenn wir die Gleichung IlL unter der VorOBSietiang, dali dq s 0, dilCereiH 
türcu, und riiidcu auf diesem Wege: 

q» + 2ACp+ix) =0. (!) 

■^Vir finden die Gleichung tlor zweiten eben bcstimnitcn Cnrrc, wenn wir, unter der 
Voraussetzung, dafs dp =: 0, die Gleichung III. differeutüren und zwischen der resul^ 
lenden GkicJmng: 2(p-|-x)q-i-/t ±= 0, 

md der wgguüa^äidbea ^ dlminircn. Auf diese Weise kodinft: 

q' — Ap+2<xq = 0, . (2) 

oi|er etaer etn&cken Fomi-Aenderang: 

(q+<ry-i(p-*-^) = 0. <3) 

Die deidiung (1) atellt dne Parabdl der, wdche, wie Ae perabolia^ Aejnplotev 

die gf-rndc Linie: q — 0, zu <Icn)jcnif;cn ilircr Durclimcsser liaf, dcssou zugeordnete Chor- 
den der geradlinigen Asymptote parallel sind. Der 'Scheitel dieses Durchmessers liegt in 
der lOtte aeiner beiden Dnrebedinittapancte nMt der geradlinigen and panbolisdien Aejin> 
ptolc. Die Par.ibel geht durch die beiden Durchschuilfspuiirfc der beiden eben genannten 
Asymptoten; ihr Parameter ist doppelt so'groüs, als der Parameter der .zweiten derselben, 
der panboUicben Asymptote. 

Die Gleichungen (2) oder (3) stellen ebenfalls eine Parabel dar, welche die Linie S 
in eincoi ihrer Durcbnesser hat; der Scheitel dieses Durchmeeeera iat der Fonct S', in wel- 
ken die Linil S der panbotbdiäi .\svii)ptoic begegnet und l&r welchen 

q-i-a = 0, Ap+ff' = 0. 

Die Tangente in diesem Scheitel ist der geradlinigen Asymptote parallel. Es hat überdieis 
'die FragUche Parabel mit der parabolischen Asymptote gleichen ParameCer, Qflnet sich aber 
nach entgegengesetzter Seite. 

Da die Mittclpunctc der Gurren dritter Ordnung, mit denen wir uns jetzt beschäftigen, 
bieniach als die Durcbschnittspuncte zweier Parabeln mit gleicher Durchmesser- Richtung 
bettlmmt etad, eo gibt ea colchcr BDttelpnnetc^ im Allgemeinen, xweL 

27 
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261. Weno wir die beiden Gleicbungen (1) nnd (2) too ctuauder abneben, so er» 
Uten wir: Sip—Toq-i-ht = 0, (4) 

die GleicbUDg einer }:crnden TJnie, welche cbedfalls durch die beiden Mittclpuucte' gehl^ 
und wdche vf 'u zur Bestimmung derselben an die Stelle einer der . beiden obigen l'arabela 
selten können. Nehmen irir «u der tmitehenden Gleiebnng den Andmek lör p und 
üdM lituir ett üin in die Gleicknng (3), so kommt : 

q*+|aq+ii« = 0. (6) 
IMe Wonelp Aeeer Gleiebang rfnd diejenigen Weitbe der Itandion q, irelclie aidi aof 
die beiden m beetinnienden IGttelpanele betiehen; «ie äad redl, eniMder glekb oder 
iauj^nlr. Je nflffrdfiB 

4ff*— 32x>0, 4(r*~32x = 0, 4ff»— 3;j5<0. . (6) 

Wenn also die oaculircnde parabolische und die geradlinige Asymptote einer Curre 
dri(ter Ordnung pr|;cl)cu sind, so gibt es im Allf;ruii liion zwei liesdniinfe l^a§;en clor Linie 
a, für ^vclclie die beiden MiUelpunclc zosamiuuufaUcu ; und dieseu beiden Lagen cntspre> 
eben gleiche imd ontgegeogeaeMt Wcrthe von k. Die beiden Mittelponcte bleiben indel« 
inner reell und kOiiuen nie zusammenfallen, wenn x neg.iliv isl, und also die paraboli- 
aAo Asjmptotc von der geradlinigen nicht geschnitten wird. Wenn aber x positiv ist, 
nd doMMcii ^ DantedndUspuncte der parabolischeii tmd der geiadlinigen Asymptote 
reell sind, so häii;;t die llenliCil der beiden Milteipnnrtc von der I.nge der Linie S ab.* 
Um hierüber in einige nähere BesliuimuDgen einzugehen, Trollen wir, was unbeschadet der 
AOgeiDefadieil crienbt ist, den beiden Ftmetionen p ood q die Bdlentang von- Parallel« 

Coordinaten unterlegen. Indem wir alsdann die Hälflc dcsjenij;cn Sepnentes, das auf der 
geradlinigen Asymptote von der parabolisciien interceptirt, wird, durch ^' bezeichnen, er- 
gibt q^sAic, 

wooadi irir iBe lUcidnng (5) aoch unter der folgenden F«nn eclrelbeo UliiDeni 

^'^-^'^'I-f-''l'* = 0, (7) 

und dann, statt der Bedingungen (6), die folgenden erhalten: 

..0»>}«,«, *« = |q-, V<iq'. . 

In denjen^^ beiden Legen der Linie S also, welcbe don^ d^e beiden (^eiehnng^: 

■a = =fc;v^.q', 

«ngeieigt werden, fallen dUe beiden Blittclpuucte zusammen, und zwar in denjenigen Ponet; 
filr veldiai man, nadi cjouider. ans dca deidinngeB (7) und (4): 
. q s _]a SS ^iVl.qf, PS—}», 

erliält. . -. ' 

Wenn die Lnie 5 «wisehen den eben besünmiten beiden Lagen UndnvAgeh^ so sind 

die beiden Millclpuncte iiiin.:in;ir, wo ni< Iif. in f\nä sie reell. Findel das Lelzterc Slatt, so 
künueu wir wiederum einen doppelten Fall unler&chetdcu: es wird das auf der geradlini- 
ge Asymptote nm der paraboUscbea inlerccptirle Se^^ment entweder selbst oder in seiner 
Verliingerunj; %on der Linie S pesclmillen. i)cn Ueberganp vwisdicu diesen beiden Fällen 
bildet derjenige, dafs die Linie & durch e,ineu der beiden Endpuncle dieser Chorde gebt» 
Alsdann ist 0 ss db(|', 

wonach für die beiden bc>0|^iidien MU t d p mcle. ach folgende FunedMien- Wertha cdg^ 
bm ((7) and (4)): 
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Wir idwn hMraos, dalis, in diesem Ucbergaag|iaUe, einer der beiden. UitteljNiDcta in jenen 
Dardnehnittepiaiet der geradlinigen und paraboUacfaea Asyniplote filllt; durch Trelcben eben« 
lUil^die Liuie S gditt und der andere, dessen Bestimmung auf rationale Weise vermittelst 
^ osd X sich ergibt, fainerhalb det von )enen beiden Asymptoten nach allen Seiten hin 
begrflnxten FUcbenranmes liegt. Wann -dl» beiden Mittelpuncle überhaupt reell sind, so 
leigt die Gleichung (7), dafs die boO^Aa 'VV'erllie der Function q beide nolbwendig 
mit (—x) iiTi Zeichen übereinstinnn^; es liegen also die beiden Mittclpunctc, mit ckr Li 
nie S, imu>cr auf derselben Seite des Parabel-Durchmessers: 4 = 0; das Product der \h- 
sUnde der Hitldpmicte von denselben bleibt für sUe Lagen der Unle S nnrertadeft das« 
scn)e. Wenn n^-^q'^, so sind die 'NVertlic vnii fj, welche niif die beiden Mittelpuncle 
Bich bczicbcD, abgesehen vom Zeichen, beide kleiner als q' und zo^eich kleiner als ff. 
Wenn c'>q'', so ist einer jener beiden Wölbe Ton q, vom Zdi&te tviederam nbgcse- . 
ben, griSlser und der andere kleiner ,als q' und a. Wenp hieraach .also die Linie S das 
von der parabolischen Asymptote auf der geradlinigen interceptirt« Segment selbst schnei- 
det, so liegen die beiden Mittelpuncte, vvenn es iiberbaupt reelle Mittelpuncle gibt, beide 
in dem von jenen Af;ymi>iotcn umschlossenen Flächenraum, zwischen der Linie S und den 
Durcbiiifsser q = 0. Wenn hingegen die Linie S jenes Segment nur in seiner Verlan- " 
gerung schneidet, so liegt nur ein Mittelpunct in jenem umschlossenen Fliichcnraume, wäh- 
rend der andere wdfer als die Linie S von jenem Durcliinesscr entfernt lic^l. , 

In demjenigen Falle, den wir bisher nocli uiiberficksicliligt gelassciS haben, daCs die 
OBcnlirende parabolische Asymptote von der geradlinigen berührt wird, rcducirt sich die 
Gleidnng (7) anf die folgende: 

und zeigt an, dafs ein ALttclpunct der fraglichen Curven alsdann mit dem Berührnngspuncte 
der beiden Asymptoten xosannenMll^ und der andere, auf derselben Seite ndt der Unie' 

S, um ein Drittel weiter als diese, von dem l")urcbnio«?er: q = 0, oulfcmt ist. 

Wenn insbesondere, in dem eben bczeichueteu Falle die Linie S ebenfalls durch den 
BerflbruDgspanct der b^den Asymptoten gebt, so faDen andi die beiden MHtd!panete te 

dien diesem Pmirlr •/.ti'--.-iiiiiiirtl. 

262. Bei denjenigen Curven dritter Ordnung, die eine nach höherer Ordnung oscu- 
lirende 'parabottsebe Asymptote bdben, nnd deren aDgemebie GUdniig die nacbsiebeniie 
ist:' (•[, + r,] ■ + ;p> -+-,»= 0, II,a 

^fghrend diese Asymptote selbst durch die Gleichung: 

q«+ip SS 0, 

dargestellt >%ird, ist die Linie S unendlich weit gerückt. Hiernach folgt schon aus der 
vorigen riommer durch die Anwendung sou GrSnz- Betrachtungen, d^Is die neivcn Curven 
nur dnen «nzigen Mittelpaoct baben, «od dab dieser anf dan Dvrdmcsser: q 0, in 
der Mille seiner beiden Dnrchsdinilte mit den beiden Asymptoten Hegt. Wir ündcu dieb 
anmittclbar best&tigt, wenn wir die Gldcbung II, 8. nach einander in Beiicbung auf p und 
q differentiiren, wodorcb (i sogleich aosfidlt. Es ergeben sieb auf diesen Wege sogleiGh 
Äe fidgenden beiden Gleidamgien: 

q = 0, 
q»+Mp+*ai 8S 0, 

welche nun an die Stelle der beiden deicbongen (1) und (3) treten, nnd aü dmn Zn- 
sammeosteUimg sieb sogleidi p 8 

ergibt 
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263. Die letzten drei Nainincrn enthalten die Unterscheidung der verschiedenen Ar- 
ten der Cur%-cn dritter Ordnung mit p.irabulischen AfljiDptotco, weldie derjcnigicn bei Cur- . 
vcn derselben Ordnung luit drei f;eradlinigeu Asymptoten aulog kt. Diese üntcrschei- 
duuji ist hier vollständig, olitie tl ifs es »utLwcndi^ gewesen >vrire, xum Behuf dcrscibcn, in 
alle Uutersuchuugcn , die dun frühem aualug sind, ciuzugelieu. Wir wollen aber den- 
noch, am keine Analogie uncr5rtert zo lassen, in Untersuchungen dieser Art in der Tor- 
liegenden in dieser Nimiincr cin^clicii. ?"nilicr l\;ibcn wir ncmlic h (Icnjciiisen eeoinelrischen 
Ort bestimmt, auf welchem zwei Mittelpuuclc solcher Cur\'eu liritler Ordnung, welche drei 
fegebene gerade Linien zo ihren Atjmptoten babcn, «uannenfallen können, lüi^ttfeM 
Bcffimnumi: niif beide Fälle, diifs rimnal alle drei Asymptoten reell lind dns andere Mal 
xwei derselben imaginär sind, auggcdchnt. In dem voi-licgendcn Uebergaugsfallc, wo zwei 
«ler dtei gegdbenen Asjnirtoten unendlich weit Hegen, ist die analoge UnterBochang: „den« 
jeni^eu ircotiietiisciicii Ort zu bestimmen, auf welrlinn zwei Milti lputute solcher Curven 
dritter Ordnung, welche eine gegebene gerade Linie und eine gegebene Parabel zu ihren 
Aeynptoten haben, nuammenfallen können." Da wir hierbei fceinesweges Toraaaaetten^ 
daf.s die prir.'ibi)lisrlic As vniptotc eine OEcuIirepde sei, und eine lolche Asymptote auch dann 
uocb eine Asymptote der Curve bleibe wenn sie beUdiig, paiaUcl mit sich aelUt, nach 
der Riditang ihrn- Dorchmesser, vcnchoben wird, so eibalten wir immer dieselbe Gruppe 
von Curven dritter Ordnung, gleichviel von was Tür einer solchen Lage der gegebenen Pa- 
rabel wir ausgehen. Insbesondere kOnncn wir die gegebene Parabel auf die angezeigte 
-Wdae M» verschieben , dafs sie die gegebene gerade lipio berlttrt und« hienait In Ud»eP' 
dnsiimmung, fQr die allgemeine Gleidiung der den obigen Bofingnigen noicrwolüenen Cm^ 
▼en die folgende nehmen: 

P(q'+^p)-i-«« = 0, (1) 
indem wir durch fi einen unbestimmten CocfGcientcn nnd durch s iigend eine belidilge 
Unearo Omclion bexeidmeo. Die beiden Gleichungen: 

p = 0, q'+Zp s= 0, 

Btellen hieibei die gegdbene geradlinige und parahoHaehe Asjrmpt^ite dar, nnd q s 0 ist 
die Gleichung d«sjenigen Durchmesser.« dieser letztem, welcher durch den Berfihrunpfpunct 
geht. Indem wir s als Function von p uud q betrachten, küunca wir, bei Liufükrung 
^cier neuen nnbeslfamnten Goefllcientea a und b, der idgenicinen GleichaBg die nadi' - 
siebende Fonn gdien: 

p(q'+^)+Kp4-aq-i-b) = 0. (2) 
bdem w& 'diese Gleiehnng aladann, nach eioander in Bezidinng auf p nnd q, AITerenti»- * 

ren, erhalten vvir für die Ucriihruni:«punctc auf denjcniticu Tniifrciiten der iK'ziiu'lichcn • 
Corre dritter Ordnung, welche einerseits der gegebenen Asymptote 1' und audrerscila den 
Dnidmeaaeni der pandwüschen Asymptote parallel sind, fie beiden (Ueichungcu: 

2pq-|-^a = 0, ■ 
q*-4-2Ap+/i s= 0. 

Eliminircn wir bicmach den unbestimmten Coeflicicnten /t zwischen .jeder dieser beidMl 
Gleichungen und der ur^rfiuslirhen Gleichung (2), so kommt: * 

a + ?.[>) — 2>i('p + n<i-i-h) = 0, , ' . 

p(q'-t-Ap) — ((i--i-2;.p)(p-f.aq-4-b) =s 0. 
Diese beiden Gleichungen sind die (Gleichungen zweier Cumren, deren Durchschniltspuncte 
die gemeinsamen Millclpunctc aller, Im ! beliebiger Annahme von fi, durch die allgemeine 
Gleichung (2) dargestellten Curvcu diitter Ordnung sind. Aus der ZusanuuenslcUung der 
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beiden Gldchuogen (3) können wir einfachere Glcichongen herleiten, und diese stellen 
•Ifldann Corvcn dar, welche ebenfalls durch jene Sflittelpunclc geben. Wir lUtnnen nem- 
lich zwischen diesen Gleichungen die Factoren (i|*+Jlp) md Ö^+aq+b) beide «BgUfith 
diminiiiD und erhalten alsdann die neue Gleichung: 

a4'-2pq + 2;.ap = 0. -(4) 
Vnt kAMMn teuer die ente der beiden Gleichungen (8) aof foigmde Weis« sdv^en: 

a(f-4-'2i)ri — A,,]) + 21k[ — 0, 
dieselbe mit 2 mulüplidreu, und dann zur vorbcrgebcuden addiren; alsdann stellt sich q 
ah' geadmctaftiidicr Factor benms, und, mit VeniachlaBrigupg detMUMD, findm wir die 
folgcnJc lineare Gleichung: p-l-'aq-f-2b = 0. (5) 

Die Alitlclpuncte der üraglicbcn Gurren dritter Ordnung steilen sich hiernach als die Durch-^ 
acklitte der geraden Linie (5) mit der Hyperbel (4) dar. ' ncmad ffbt ea, im Altgemci* 
nen, für cino bnÜnbign Annahme der Linie S, 7.\vfi INIiltcIpiinctc. M'oiiii die IJiiic S so 
angenommen worden ist, dalii diese beiden Midclpuncte in denselben Puuct zusammenfal- 
len, ao berllbt <Be gerade Lide (5) die Hyperbel (4X vttd Ittr den BerOluinigipanet cp- 
b&lt man aUJauu, iiuleui man die beiden, den 
Differential- Coefiicienteu einander gleichsetzt: 

q— Aa * 

worans sicli ergibt: • p — |aq-|-|ila' = 0. (6) 

Wenn wir ana der ddcbnog (4) den Werth far a nehmen und ihn dann in die letile 
Gldcfaong aubrtitniran, ao findm. wir, na( h einer cinfediai Eedadion:. 

q«_/.^p2 = 0. 

Der erste Theil dieser Gleichung besteht aus zwei Factoren des zweiten Grades; der eine 
Factor, welcher die gegebene paraboiiache Asymptote anzeigt, ist hiernach offenbar ein 
fremder Factor; mit YemacUlnigiing desselben vereinbciit aicb die leiste deidniig in' 
die folgende: * q»— = 0. (T) * 

DIeae Gleidrang , im weldier )ede Spar der geraden Linie S Teradiwvnden iat, stdlt den 
gesuchten Ort dar. Hiernach gelangen wir zu dem nachstehenden Satze: 

Wenn cineParabel und eine gerade Linie gegeben 6ind,so ist der geo- 
netriaehe Ort xweier snaammenfallenden HItteIpnnete aoleber Cnrven 

dritter Ordnuup, >vclchc jene Parabel und diese gerade Linie zu ihren 
Asymptoten haben, eine zweite Parabel, welche der gegebenen gleich ist 
and mit ihr dieaelbe Axe hat, -aicb aber naeb eutgegengesetster Seite 5ff- . 
Act und Qberdiefs die gegebene gerade I^inie berührt. 

Ohne dais eine neue Erürterung niMhig wKre, bntlpGt an den vorstehenden Satz sich 
aogMeh der folgende;' 

Wenn irgend eine Curve dritter Ordnung, die eine gegebene Parabel 
und eine gegebene gerade Linie zu ihren Asymptoten hat, einen RQcIl- 
kebrpnnct hat, so liegt dieser RUckkehrpunct auf der im vorigen Satze 
Bestimmten Parabel. Wenn zwei reelle Zweige einer solchen Curvc sich 
schneiden, so licet der Durchschnittsptind iler Itcidcn Z\vei^c aufscrhalb 
dieser Parabel; wenn sie einen conjugirtcn isuiirtcn Punct hat, so liegt 
deraelbe innerhalb der Parabel. 

261. In der 11. Figur, die ich, der Ansrliaulichkeit wecken, hinzuftlgc, ist PP die ge- 14. 
gebcnc geradlinige Asymptote und die puuctirtc Gurre LL diejenige der gegebenen para- 
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boliMheil Aijn^toten, welche die geradlinige berührt. Di« ani itärkaleo autgedtfidu« P». 
r«bel, wdiAe die gentdliiuge Asymptote in denuelbeii Punde berfllut, rieh dber nach inl- 

fegengesctzter Seite öfTnct, ist der geometrische Ort der ROekkchrpuDcte, welcher in der 
Torigen Nommer durch die Gleichung (7) dargealcllt worden ist KK ist irgead emc der . 
ooendlich Tiden parabolischen Asymptoten, die man erfaslt, wenn man eine derselben, pa- 
nllfll mit sich selbst , nach der Richluog ihrer Durchmesser Tergchicbt. Soll diese Parabel 
eine osculirondo sein, so schneidet jede bezügliche Curve driltor OrJniuij; diese Parabel 
und die gcradiiuigc Asymptote PP in solchen zwei Puncteu S und S, welche auf einem 
Durchmesser der Parabel liegen. Ist dieser Durchmeatcr, oder (nach der 260. Nmnmer) 
mit andom \Vorton, die Linie S gegeben, so ^ind c<i auch die beiden gemeinsamen Mittel- 
punctc O und O' aller bezüglichen Cunren dritter Ordnung^ £s liegen diese beiden Mit- 
telpuncte ta^nlA uat den beiden Pmbeb OOfG and OOH, weldie in der eben ange- 
iDhrtcn Nummer bezüglich durch die Gleichungen (1) und (3) dargestellt >Tordcn sind. 

265. £s bleiben uns jetzt nur noch die MiUelpuncte derjenigen Curven niher zu be- 
Indilcii Bbtig, wdche »emlmWsriw Pmbdn n ibm AcTupiotan habw, iaä ivdifce in 
dem ytuha^iimän dmdi iolgeDde Gleichung dar^rstellt worden ifaid: 

p*+lq*+/*(p-l-x) = 0. IV. 
DÜEBmtiiran wir diese Gleicihnng in Bexiehuog aof p and «linmdren aladann swMen der 
resoltirenden Gleicihnng nnd der m^vtinglichcn den unbestionilfn Coeffidenteo ft, ao kommt: 

Sp*-«-3i(p>— il«!* SS 0. (1) 
IMBierendireB wh- feiner dieedb« GMdnmg in ^riehang eof q, so kommt nnniliflIlMirt 

•1 = 0. • (2) 

Zur Bestimmung der Mitlelpuncte (und insbesondere der Doppelponcte) erhalten wir nko 
die beiden Gleichungen (1) und (2), woraus sich sogleich 

■p'(2p-H3/) = 0 

ergibt. Wir sehen hieraus, dafs die rragliciicu Curven drei Mittelpuncte b,-ii>en, von wel- 
chen zwei immer in die Spitze dbrjeuigea semicubischen Parabel fallen, welche die osco- 
Brende Asymptote derselben ist, und von welchen der dritte auf der DoppeUTangCttte 
in jener Spitze der scmicubi^rlu-n Parabel, nnd zwar ao liegt» daül deneUw TOQ dcr bo> 
ziigUchen Läuie &, welche durch die Gleichung; . 

Tf+x SS 0, 

dar;:osicHt wird, auf cntgegengBiotilaf Seite halb ao weit enttanf ii^ a]ft.die Spiliadar 
semicubischen i'arabeL 

Wenn die Linie S nncndfich weit Uegt, nnd die bevQglidie Corre also eine, nadi 

höclistcr Ordiiuiip osciflireiide, sriiiirubischc Parabel zur Asymptote bat, so liegt der drille 
Mittelpuuct ebcufaiis unendlich weit, und die Curre behält blo^ ihre beiden zusammen- 
fallenden Mktdpnncte. 

Die scmicubisclic Parabel selbst ist endlich die einzige hierher gehörige Cuir^ welche 
einen' Mckkchrpunct hat, weil nur auf ihr, wenn sie als Asymptote einer soldMU Cnm 
betncbtet wird, zwei Mitlelpancte dieser letzten zotammenfatlen. 

266. Den Schlufs dieses Paragraphen mügen einige Untersuchungen Über die Durclk 
messer der Gurren dritter Ordnung bilden: Untersuchungen, die, wie wir bald achCD 
werden, uiil den vorhergehenden Entwicklungen in genauer Verbindung stehen. 

SdMMl frflhcr, in der 215. Nummer, bei Gelegenheit der Construction der GiSfeB 
dritter Ordnung, haben wir nachgewiesen, dafs die Milte der drei Durchschnittspuncte ei- 
ner beliebigen geradlinigen Transversalen und einer solchen Cunre mit der Mitte der drei 
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Dnrchscnittspanctc derselben Transversalen und Jen Asymptoten dieser Currc in einen und 
dnselbea Punct uisauuncnfallcu. Eater bat im zweiten Bande seiner Intrvductio aä 
Ami. s*>^> ^ '■^i'S^ Tnommle pmlld mit ikh sellMt forbOck^ 

dieser Punct eine fremde Linie bescbrdä; and SchOD «r bat «be toldie gcmile Linie dlMD 
Darcbmesser der Curvo genaout. 

Et Mh IMP«|-^ SS 0, L 

die Glcicliunj; einer gegdMOen Curvc dritter Ordnuni:, wonarb man für die Gkidmugdct 
Sjtlcms der drei A^jmptotan dieser Cur>-c die folgende Gleicbung erb&lt: 

pqr = 0. 

^Vir wolkD, trie fiolmr, die nlheK Funnioncn-BestiqnHBg ud dfo idcnüidie Gleicbung: 

P+q+rsi», (1) 
^flndeo, wonadi ifir die GMohnng im Sjttan der drei Asjmptoloi ancb mlBr fiilgai» 
der FoiB eekirdben kflnneni 

Es sei ferner: q = T-t-y ('-2) 

die (Mcicbun;;' einer beliebigen geradlinigen Transversalen. Wenn dcec, parallel mit sich 
selbst, fortrückt, sn Mi ibt in ifire r (iii i« liiin"; der Werlb %'on x unverändert derselbe, >väb- 
rend y, nacb cinaudcr, alle müglicbeu \Vcr(lie erbält. Wenn wir au5 dieser letzten Glei- 
dinng den Amdnick für q ndioMn imd ibn in die TOrhcrgebcDde Gleichung einsetxeD, 
finden wir, V*t Bcetimmung von p, eine Gleichung des dritten Grades, deren drei Wur- 
zeln sich auf ih drei Durcbschniltspunctc der Transversalen (1) mit dcD drei Asymptoten 
der Guire L bciieiien. Dieee Gleiebang iit die foli^de: 

i:x(x + l)]p»+r(2x-t-l);— >r,91p'-+-0—,?>P = 0. 
Nacb einem Blicii auf die beiden ersten Glieder dieser Gleichung, erhalten wir, wenn wir 
denjenigen Werth der Ftmcdott p, welcher sich «nf die Mitte der dien beieichoeten drei 

{p) tmtcrsclieiden, sogleiAt 



Wenn wir aus dieser Gleicbunfr, diircli die Vcnniticlunj; der Gleicbung der Transversalen, 
f elimliiiren, iodcm wir für diese Qonstanle deo Ansdrock: (q— xp), einaetzen and nach 
dieaer Sofactitation aaeh (p) ab Terlnderlidi betrachlen and dem enlipreehand de Un- 
Mai B entanig fmlhMen» ao ergibt sieb: 

x(x-h2)p + (2x+l)q— =s 0. (3) 
Ea ist diese Gleicbnng die Gleichung desjenigen Dorchmessers der Curve I., welcher der 
durch X bestimmten Richtung der darch die Gleicbnng (2), bei beliebigen Wertlien Ton 
y , darpcslelltcn 'rrnnsversnien (2) entspricht. "Wenn diese Richtung ?i( h Jindert, so !5a- 
dcrt sich iui Allgemeinen die Lage dieses Durchmessers: es umhüllt derselbe iui Allgemei- 
nen altdann eine Cor*«. Die Gleidniiig ^&em Cmv iit es, die wir jtM lieatlaaicii 
wollen. 

267. Wenn wir in Beziehung auf x ordnen, ao nimmt die vorstcheode Gleichung fol- 
gende FofBi an« pix*-4-(9pHhSq— |9)N-|-q = ». (4) 

Ilm hieni.uh, der bckannlru Tcrfnhriinps^v('i>c pi niüfs, die Gleichung der gesuchten Curvc 
ZU erhalten, brauchen wir blofs die Icizic Gleichung (4) in Beziehung auf x zu differcu- 
flirea, wonadi Mb etf^: 2px+(2p+2q— = 0^ 

und dann zwiacben dieser resullircndcn Gleichung und der ursprünglichen (1) die CoD- 
itante x zu dinlnireo. Aas dieser Eiiminatioa geht die folgende Glekbong lierror: 
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C^+2q~/9)*— 4|Hi = 0, 
■ad £«M kAuMii ivk cndlick aadi, iram wir Wiedcnni mf dit idcnÜMbe GUdumg (1) 
BOAlicfct nabaMOb inf ioigmde Form bringen: 

in wdcher -mt die Gleicbuog (7) der 240. Nanmier ifiedetfinden. HkoMli sind wir zu 
naclistchcndcin SafSfl fiehngti 

Die Durchmesser einer gegebenen Curvc dritter Ordnung mit drei re- 
cllcu Asyinptotcu uinhullcn diejenige Ellipse, welche die drei Seiten des 
▼ OD den Asymptoten gebildeten Dreiecks in ihren Mitten berQhrl. 

In {!<in Falle, drifs zwei Asymptoten der Curvc dritter Ordnung iina^är sind, er- 
halten ^Tir für die vuu ihren Durchmessern umhüllte Curre, statt der Ellipse, die in der 
955. NauMr beMfanole II jperb«L 

Wenn fl = 0, d,is heifsl, wieOK die drei Asymptoten durch einen und denselben Ponct 
^ebcD, oder, in dem Falle, dale swei AsjmptoteD imaginär sind, wenn der Asymptoten- 
ponct auf der reeUen Aeymptote Kegl; m gehen iSi» DnrdmeeMr doch deneelben Pnncl^ 

den pemi iiifrli.Tfllirhcn Durclisrlmilt der drei- Asymptoten. 

2ÖS. Wenn wir die Resultate der vorigen und der 240. Mummer zusammcoetcUeo, 
so tdien wir, dafa eine und dieselbe Cutrt, einencMs, der geomefriiebe Ort f&rdle 

nüglichen RiicVk^ Iiqnincte toAvt GnTcn dritter Ordnung, deren drei Asymptoten gege> 
Iwn und, ist und, andreiietti, von den Durchmcsseni alter dieser Curven umhUilt wird. 
YTIr können ans Iddit von der Nolkwcndigkeit dieser Oeberdnstfanmang RechsnHftiA ga- 
ben. Wenn nemlich eine Curve dritter Ordnung einen Doppelpunct hat, so seiineidst 
jede ihrer beiden Tangenten sie aniserdem in keinem andern Puncte mehr, weil die bei* 
dcsinaligen Darduelinitte alle drei in den Doppelpunct fallen. Diejenigen beiden Dtnrdi- 
messer der Curve dritter Ordnung, welche der Richtung dieser beiden Tangenten entspre- 
chen, sind also die beiden in die^^cm Doppelpuncle sich schneidenden Tangenten des frn^^- 
iichen geometrischen Ortes. Der Doppelpiuict aber gebt in einen Rückkehrpuuct (ibcr, 
wenn die beiden Tangenten der Curve dritter Ordnung, in diesem Puncte, zusanmenbUen; 
dann fallen nlsci auch die iluin Kiclitunten entsprechenden beiden Durrlimesser, ^Tclchc 
den fraglichen Ort berühren, zu^amuicu, und an die Steiic ihres früheren Durcbsctaults- 
ponctcs tritt nun detfenige Ponct, in deoi sie diesen Ort berOlircii. 

2Cf). Wir wollen nun die Durchmes«er solcher Curven dritter Ordnung betrachten, 
Welche eine gegebene Parabel und irgend eine gegebene gerade Linie, welche jedoch kein 
Dorduaesser der Parabel ist, zn Asymptoten baben. Das Asjniptoteo - System kOnnen wir 
abdana, bei dner scfaicklichen Functionen -Bestimmung, immer dnreb die Oktehaagi 

(p+<')(q*+ip) = 0. 

darsidlen, und hieriid nach den Bemerkangen der 963. Nomner, nnbeicbadet der Allge- 
meinheit, die Conslanic a nurh unterdrücken. Für die Gleichung desjenigen Dbrchmessers 
irgend einer bezüglichen Curvc dritter Ordnung, .der die Mitten der drei DorcbscbnittB- 
pancte dieser Cnrre mit jeder der geraden Linie (2) parallelen TraasvenaUn, crbillen 
wir, nach denselben ]ielrachtun|:$\veisen als in der 266. Nummer, indem wir blofs diSTOr* 
stehende Gleicbong an die Stelle der Gleicbuog der drei geradlinigen Asymptoten setzen, 
sogleich die nachstehende Gleidiang: 

(p-H<;)x'-|-2qx + A = 0. 
Wenn wir diese Gleicbuog in Beziehung auf x differenlüren: 

(p4-tf)-»-q = 0, 

oad 
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imil duB x dinaiiiiren, «o oigibt sich : 

q'— i(p+ff) = 0. 

Vnt eAtmu» in dlcMr dddiaog & dvrdi A« dcicbaag (7) der 909. Nomocr darg». 

stiHlc Parabel Bo^ltidi wifdcr, >vclchc der gcomclrisclic Ort für die möglichen Riickkclir- 
puQcte und zusamuieofalleudea Mittelpuncte aller solcher Curven dritter Ordnung ist, vrel- 
cfae die gegebene gerade Linie und die gegel>eiie Parabel xa ihren Asymptoten bäbeni ein 
Reealtat, das wir nach der rorigen Nummer vorherschon konnten. 

Die DurchmeBser einer gegebenen Curre dritter Ordanng mit parabo» 
liieken Aejoiptoten anbülleii eine Parabel, welcbe den parabotischeD 
Asymptoten gleieb tat nnd mit ihnen eine gcnicinschaftlichc Axe hat, sieh 
aber nach cntgcgengeietzter Seite Offnet und überdiefa die geradlinige 
Asymptote berührt. ' 

270. Der ^gemeinen Gleichung der Corräi driticr Ordanng mit sweJ panUdeil 
Asymptoten liaben wir folgende Form f^cgcben: 

p(q*— '^')+Kq+ff) ==0, HL 

w«nadi i» beiden parallelen Aeyvptoten reeD aind, anaananenfallen oder teaginllr alnd, 

je nachdem & einen positiven, vcrsr1i«in(J(>ntlen oder negativen Werth hat. Für denjeni- 
gen Durchmesser der durch die Torslehcudc Gleichujig dargestellten Curve, welcher der 
Rlchbaig der Tr a naverialen (2) e o t s pi fc tt, erbaltcn wir (dne Mübe fie Gleidumg: 

xp+2q = 0, 

welche, iveil sie beüriedigt wird, weno p and q beide zagleich TendiTrinden, eine solcfca 
gerade Linie darstellt, die dordi die Mitfe des von beiden parallelen Asymptoten auf der 
dritten Asymptote P intcrccplirten Segmentes geht. 

Die Durchmesser einer gegebenen Curve dritter Ordnung mit zwei pa- 
rallelen Asymptoten gehen alle dnreh einen and denselben Pnnc.t*^. 

271. Die Gleichung: p'+Aq» = 0, 

stellt eine semicubischc Parabel dar. Für denjenigen Durchmesser derselben) welcher durch 
die Richtung der Transversalen (2) bestimmt wird, finden wir unmittelbar die Gleichung: 

p+i;j{V= 0. 

Dieser Durchmesser ist also der prrndcn Linie; p = 0, pnrnllel, welche durch den RQck- 
kebrpunct der Parabel geht und diejenige Uichtung hat, nach welcher dieselbe durch eine 
gerade Linie nur einmal getcfanttten wird, weil ein Dnrcbscboitlspunct unendlich weit Begb 
Die Durchmesser der semicubischcn Parabel und jeder Curvc dritter 
Ordnung, welche eine solche Parabel zu ihrer Asymptote hat, sind uuter 
einander paralleL 

m Die Gleicbang: f(P*+Aq)-|-/t =s 0, V. 

^^"^^^"^^^^»^ ♦ 
*) Um dlsM« Bnullit ms dm sBg— sh ta Falk Ifgaad Aniir rsdba ä s pKf Mm imA ffilai Biawh 
iBBgai saf fMiDctHscIicm Wrg« «Iiraleitra, »9s««n wir die Ellipte, wcicb« In diesem Fsne die drei 
Stbn des Ton iea Asjtnplotrn j:<-li<I<l<-trn Dreieelt in ihren Bitten berührt, «1« einen Ke^elsckaitl, der 
«liuxli srinc T.in;;Ftil< n In Ariniml whä, als rlne Can'c iweiler Clafse, betrachten. Sif ^ilit, «mn ^vi^ 
nns ct^va «Irnkcn, clnfa zwri As}iii|itotiTi , iridcm sie sich um Ihre Darciiaclinltte mit der dritten Atjm- 
ptolf dri'lien, Iii» tii; |uriillrl wcrilen, orfcnliar in eine gerade Linie Ol>rr, tvelclie von dieser dritten Asj&H 
Mole nadi einer Seil« bin b^lncl wird, and pemllcl nui dca beiden penJlelca AqtiaftoiM in der 
IBU« iwisdca d i ass lk n hindnrdbpht; adok «na dtisalekttM, ib «M ia da SjsImi tcb nvri ha- 
elea aai, tm weidttn- «tssr ia dia lOlla das «af der ditllta Asjnplota nm den beiden panlleleB in- 
toccptirUn SegeMMaa ttiH, aad dtr aadsM asib dtr liclriaag dar let i tg i miBat an beiden AsToptatan 
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•teilt eine Trident-Coire dar, die eine Parabel und einen DorcbaMescr dieser Parabel .ib 
ihren Asymptoten hat Für die ddcbang desjenigen Dnrchineucn derselben, welcher der 
Riehlmig der Tnmfenalen «oiapriehl, erhalt man so^kidi die Mgendex 

p-4-',;.x = 0, 

irelche ciiica Durchmesser der Parabel darstellt. 

Die Durcbinesser der Trident-Curve sind nater eiaaDder parellel und 
7.ti gleich Durchmesser ihrer parabulischeift Asjaptotev und also aack ib» 
rcr geradlinigen Asjmptote parallel. 

27& Für die DnidiBeaier der dordi die deidMBg: 

dargeildltcD cubiMlMn Parabel ergibt sich eodiich, onabbangig von der lUcbtong der Tran»* 
Teimlen (9), mmiittelbar die GIcicbang : 

p = 0. 

Die Durchmesacr einer gegebenen pubitcben Parabel fallen alle in 
«ine einzige gerade liinic ZDaannett. . 

274. Da bei den Gurren der zvrcilcu Ordnung derjenige Darduneucr, welcher dea 

«■geordneten Chorden eines f;egebenen Durchmessers parallel ist, seinerseits wiederum die- 
jenigdta Chorden zu zugeordneten bnt, >vclchc dem gegebenen parallel sind, so liegt die 
IVage nah, ob es bei den Corven der dritten Ordnung ebenfalls solche zageordnat« 
Durchmesser pibl, in <]er Ar( iicnilich, -<lafs dcnjeuiuen Traiisvrrfnlrn, welche man eineB 
beliebigen der beiden Durchmesser parallel zieht, der andere Durchmesser entspricht. 
Indem Wir, der KOne iialber, 

^ der. Gleidan^ (3), welche dcojenlfatt DndnMMer, wehher der dortb 
lldiinng «ntipricht, darstellt, folgende Fomi f/ätem 

q = "'p+y- (6) 
FOr die ^dchung desjenigen Dardnessert, welcher der durch ti angezeigten Richtung 
entsprich^ etbalten wir, indem wir wiederum, der Kline halber: 

Selzen, die folgende: q = x'p + y". (8) 

y und •/" bedeuten zwei f'.onslnntcii, die wir hier unbestiinrat lassen können. Wenn hier- 
nach die beiden zugeordneten Durchmesser (6) und (8) zugeordnete sein sollen, so mOe- 
sen W und » einander i^eich aein. Schreiben wir in der ddchag (7) atatt a^ daa up* 
iprOngUeht k and atatt tf seinen Werth in x aus (5), so finden wir: 

x'+2x'H-2x4-l Ä fk. (9) 
Wenn ca also Obeihaapt nt|^ordnAe*D«vdtnieHer gflit, ao wird ihre Riebtnng doreh die 
Wurzxln der vorskhcndcn GIcirhimg bestimmt. Kinc einzige Wurzel dieser Gleichung ist 
reell, und zwar gleich ( — 1). Diese Wurzel zeigt die lUcfatuug der Asymptote iV an; 
denn ea ist die Gleiehong dieser Asymptote: 

. r s — Cp+q — ,'?) = 0. 
Alsdann aber ist auch V = » s —l, 

und es fallen die beiden nigeonfaieten Durchmesser in jener Asymptote Bnanmen, in de- 
ren Gleichung die (^leichunc (3) Obcrgcht. Auf Shnlidie. Weise fallen in jede Asjnplola 
der gewöhnlichen Hyperbel zwei angeordnete Dnrchmeaaer derselben 
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Es kann uos nicht befremden, dafs die Gleichung (9) nur tVia Richtung der einen 
Asymptote anzeigt. Denn die den beiden andern As^mpluti-u cut^pruclieudeu Wcrlhe 
von M äai 0 and cc , und diese Werthe geben auch it gleich 0 und so . 

Die Gleichung (<>) hat aurscrdein noch zwei iinigllllK Wunelll» tvclcbe «buch di« IM^ 
Btebeude quadratische Gleichung gegeben sind: 

li>-t-»+l SB 0. 

Den beiden imagiuürcn Wcrthcn von x (■ntvi)rrflitii zwei iinnginlirc Werthe fürz' (5), diese 
Wertho cind ebenfalls die beiden Wurzeln der vorstehenden Gleichung, in der Art, daCs 
trir ^ lieideD 'Wunda Aeter Gletchimg in beliebiger Ordnoog flir die bdden snsani- 
mengcbörigcn Werthe von x und x", wodurdi die Richtungen z\rcicr zugeordneten Durch- 
mener dritter Ordnung gegeben sind, nehmen küuneu. Wenn diese Curve also, den obt- 
fen Vorinnetzungcu gcmärs, drei reelle Asymptoten hat, so gibt es xwar ein Sjrstem 
cireier zugeordneten Durchmesser, diese sind aber imaginär. Die drei Paare n> 
samineurnllcnder zugeordneter Durchmesser können wir ganz anfser Acht lassen; sie ver- 
Lereu ihre gcuiuctfischc Bedeutsamkeit. Nur so viel können wir bemerken, daCs, je mehr 
flidi die Richiung der Transversalen der Ricblang einer AejBplote nlbei^ deilo imÄt aocih 

der entsprechende Durchmesser dersclbeu As^Tnptotc nShcr rückt. 

275. Wir wollen auf directcin Wege untcrsudieu,, welche ModUicationcn die Resol- 
tKe der vwigen Mommer eridden, weai swd der drei Aajibptoten imaginär sind. Das 
System der reellen und der beiden imaginären AqmplOtan kBOMM flir aMun dmoh dl*- 
uacluteliende Gleichung darstellen (251): ' ' 

p(t«-i-iO =s 0, 

nnd dB«««, Mib«Mbadet der Allgeneinlieit, nuch auf folgend« W«is« p«itieni«riiir«nt 

(t+ff)(t»-t-w') = 0. 

Die Gleitftnngen der briden {magpnlrett Asymptote» rind alsdann in der folgenden *^*'**«" 

vr = db . t. 
Wenn wir luemach ekie beliebige Transversale durch die Gleicfaang 

w = xt-l-y (10) 
dantdl«n, M eibalten wir nr Betünunung Birer drei Durcbadoitle mit der b— |Jfeb<» 
Gut« dritter Ordnung: 

(H-x»)t='+(ff+2y«4-ati^)t«+(;'*+ffxy)t-|-ff/» = 0, . 
und zur Bestimmung ihrer Mitte: 

3t 1^' • 

Um endlich zu der Gleichung des von der Richtung der Transversalen (10) abhängigen 
Durchmessers zu gelangen, braueben wir blols zwischen der Gleichung (10) dieser Trans» 
▼ertale» and der letstcpi GiddMmg y zu eliminiren. Wir fu)d«n auf die«« Weise: 

aaw-i-(a+x')t+(7(i+x') as a (ii) 

Selzen wir, der Kütt« bdber, — es 



so erhalten wir für denjenigen DonAoMlser, do* von der dmcb i/ 
abbSngl, lolgende Gleicbimg: 

2xSf+(3+x*)t+ff(l4-x') = 0, (12) 
und wenn die beiden Durchmesser (11) und (12) zogeordnete sein solleo, WOOadi der 
letztere derseU>en der Tranivenalen (10) parallel sein nndi, «rpbt licb: 
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ood wenn wir iDr i/ seinen Werth fn * dmeixeD» nadi dsw dalkdiea Rednctk»: 

X* — 2x»— 3 = 0. 

Zwei der vier Wtinelo dieter Gleichung sind ±V — 1, und ihnen entsprechen dieselben Wer- 
tbe von tf. Sie beliehen sich auf die Richtungen der beiden imaginSren Asymptoten: ein 
Bewllat, du wir nach der vorigen Nommer so erwarten berechtigt waren. Dia beiden 

andern AVurrcIn der letxfcn Glcicluinf; sind reell mid 7>vnr pleicli ± V 3. Wir erlicnnen 
M^dcb, dafs bierdurcb die lUchlung der beiden Asymplotcn der durch die Gleichung (15) 
der 259. Naamar dtrgeatallten Hypobal angeie^ wird, and da dieaa I^jparbd von den 
Durcbmcssem der beiagMeben Cnrr« nnhilllt wird (267), m» afaid wir zn folgeoden Sali« 
gelangt: 

Eine Carve dritter Ordnung mit inaginlren Asymptoten hat inner ein 

einziges Paar xugcordnctcr Durclnncsscr. Ks sind diescibcu die beiden 
Asymptoten derjenigen Ujperbel, welche too ihren Durcbmcscern um- 
hflllt wird. 

§• 5. 

ftwmMinig 4tor ^rmebiodcncn AxUn der Ciurveii dcilter 

Ordnung^. 

/. Krater und nllitemfitner Fall. 

Et lassen sieb die hierher gcliürigeu Cunren dritter Ordnung durch die allgemeine 
deicintiig: fUT+fit = 0 

darstellen, sie haben drei geradliDige Asymptoten P, Q und R und >Tcr(Ien von diesen tn 
solchen drei Puncten geadiikitten, welche auf der Unie S liegen. Nach der vorstehenden 
Giactning werden die Gurren dritter Ordnung dnreh die gegenseitige Lage von vier gera- 
den Linien (den drei Asymptoten und der Linie S) und durch tlit: ronatantcn Coeflicicn- 
ten ft Tolikommen bestimmt. Wir begegnen hierbei zwei Haupt- Abtheiluogen: entweder 
sind die Asymptoten alle drei reell oder zwei derselben sind imaginär. 

1. Cur^en mit drei reellen geradlinigen A8\-niptotcD , von welchen nicht zwei paral- 
lel sind. Den %veiti'm rindirilMiic^irriind für diese Climen wollen wir aus ihrer Bcslim- 
mung durch vier gerade Linien und einen coustautcu CoerUcicntcn Lcrncluncn, und zwar 
sot dals wir nadi der gegenseitigen Lage jener vier ganden Ltnien Terschiedene Gruppen 
von Cur*'en dritter Ordnunj; beslimincn, und dann, in jeder Gruppe, die Bostimtnunp der 
einzelnen Arten von den verscLiedcneu Werthcn des CocCficientcn {* abhängig machen 
wollen *). Die verseUedencn Gruppen ordnen sieh in die drei Unter- AbdieihingMi von 

Cnrven, wcirlie wir in; '2. Paragraphen schon tuitiTschieden haben, und die sich auf diC 
Richtung der Ljutc S in Beziehung auf die Richtung der Asymptoten beziehen. 

1, 1. Die Corve wird von ihren drei reellen Asymptoten in solchen drei Puncten g»- 
schnitten, von welchen keiner iin endlich >\eit lie^t. Sic hat mit ihren Asymptoten 
einen gewühulicbcn hyperbolischen Contact und oühcrt sich jeder derselben auf den bei- 
den enigcgengesetxtcn Seiten. 

* *} Ein gtni analog«« Verialirco rrerden wir «scb in dir swritca Uaapt-Aliüieilung, wo ein As^iuptuti-npuact, 
aad hl daa spMm raiea^.w« hnanalriea Aqvptatta m Sidi* gmiUiiiipr Inlaa, hMbwhea. 
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A. Dlt inß Aqrnptoten gtben nicht durch denselben Ponc^ sondani bilden irgend 
ein Dreieelc. Wir anfendieidcn hier ffinf Grappen von Carren. 

a, Ertle Gruppe. Die Linie S begegnet den Seilen des von den drei Asymplütcu P, 
QundR gebildeten Dreiecks allen dreien in ihrer Verlängerung. Die ^Tlldlpiinclc .sind ;dle 
drei reell; der eine derselben, O, liegt ioncrUalb des Asymptoten-Dreiecks, die beiden an- 
deni, O* nnd O", auberhalb desselben «Ad «iif oitgegengesetzterSeite der Linie S *}. Ea 
treten uns in dieser Gruppe acht Arfen entgegen. Unlcr diesou ncbf Arten befinden sich 
drei Uebergaugs- Arten, die dadurch bestimmt sind, dafs, bei gehöriger liesliuinituig Ton ft^ 
)«där d« dnl MitldpiiiM4e wxb zum Doppelpnnete der liciflgUciien Corv« werden 
• kann •*). Zwei andere Griin^eu bilden einerseits dns System der drei Asymptoten nnd 
andrerseits die. Linie S; jenem entspricht = 0, dieser /« = «. £s bat /i in den fOnf 
ersten der nMfluieheiMen Arten Hbmll desselhe Zeldien, mid, indem der Werth dessd* 

bcn, .ibsosilipn vom Zeichen, von einer Art 7i]r nndcrn wächst, rniforni sii-h die C.iirve 
dritter Ürduong immer mehr von iliren Asymptoten; /« ändert sein Zeichen, indem es durchs 
Unendliche hindnrchgeht, and die Conre taitt alsdann anf die entgegengesetzten Seiten der 
drei Asymptoten und der Linie S hinüber. Während bei den drei letzten Arten der ne- 
gatiTe Werth Ton /t allmtilig abninnnt» nihert sich die Gurre ilirer Asjmptotc inuner mehr. 

Di* 1. Ajrti Fig. 1, 1. Die Gnnr« besieht ans twei TtMUu. Der eine Thdl nl-TaCa 
heit ItA, allen dni Asymptoten und ist als eine ununterbrochene knuune Linie zu betradi« 
tcn^ wenn nun in ErwSgong sieh!, da(s jeder Zweig, welcher an einer Asymptote sieb im- 
nMr' weiter hinzieht, durch das Unendliche hindurcligebend, anf der andern Seite der Asym- 
plnte nnd nach ihrer entgegengesetzten Enlrecknng niedererscheint***). Dieser Tbefl dar 
Curvc schneidet jede der drei Asymptoten und hat drei Wendungspunctc •***). Der an- 
dere Hieil der Curre ist ein, innerhalb des Asymptoten -Dreiecks, um den Miltelpunct 
O sich schlingendes Oval. 

Die 2. Art. Fig. 1,2. Der eine Theil der vorigen Curvc hnt sich weiter TOn SOnCQ 
Asymptoten entfernt, der andere auf den conjugirten isoUrtcn l'unct O redncirL 
■ Die 8. Art Fig. 1, 3. Der eine Theil hat alch noch weiter von seinen Asynpfo« 

.' ten entfernt, der andere ist vcrscluvundon (iin.igin.ir geworden). 

Die 4. Art. Fig. I, 4. Zwei Zweige der vorigen Curvo sind einander immer näher 
gefflckt und icbneiden sieh nvn in dem Doppelpunete O*. Zwei Wendangipmcte lind 
verschwunden, und nur derjenige Zweig, wckber dte bddcn Aqndptoten Q ondR'aduiei- 
det, iMt einen Wcodungspunct l)eballen. ■ 

Die S. Art Fig. 1, 5. .Die Com Ureiiiit sidi wieder in «wei Tbette. Der ebi« Theil 

# — — . 

* «l^fc dha FiBnm irt als Lhis S-ponellit 

••)" Solche Uelicrgongs- Arten bIihI iit di n Lrl^rfilplrn Fijarrn stSrlcr .nr«!;i'[lrüi1vl. 

'•••) Auf eIcicliR \Vri*e ist ilif g>i"uliiiliclie Iljpcrbfl als rine unaotfrlinirlieDi' knimrae Linie auiusetien. 
****) Wenn rin Zweig rintr Carre eioe gerade Linie achaddsl oad nacUirr ao «lenribrn ala ariaer Aajrin- 
ptote aidi iiinxietit, m bat er Mtlnmadig «bm Waadaagspaecl. Deim lür dcaadben |^bt et, aadb- 
dca> «r a» AvfWflM» gasdulttaB hsl« «IMbr aia B s uhwi toEalfäfnaiig ytniSimt ktjmfMx^ mA 
AssMD Maitmam rnUpricbl, itS» dte Tangente der Csm der Aijnmptole parallel Ul. Blickt die Taa> 
gcnle, von diraer Lage aoa, immer weiter fori, bU aie endlidi mit der A&ymptote zDiammenftllt, so ei^ 
rrirlil »if, iwisclien difsrn b»'iilen parallelen tiräni- Lagf n, Tvrnigslrris einmal, eine aolclic Lage, in der 
ihre ISi-igung g<'s'" Aajmptote ein Maüümam ist Ilir Fortrfickca wird io dieser Lage gdiemmt ond 
erfolgt nacMirr in i rt|niB|wititss» Shnfc INs flognte la dleisr Lage haiihrt die Gerfs b «iasai 
Weadoagipaacl«. 
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hat Q zur Asymptote, schneidet nWo droi Asymptoten und hat drei Wcndlll)|ipBMlek DCT 
andere Tlicii, mit den beideu Asymptulcu P und Q, üt kjrperbelartig. 

Die 6. Art. Flg. 1, 6. IHe Corve besteht, wie die vorige, aus zwei Tbeilen. Der 
eine Thcil hat V zm Asymptote, schnoitKl »Iii' drei Asymptoten und hat drei WcndODgl* 
gUDCte. Der audere Thcil, uiit den beiden Asymptoten <^ uod 1\, ist bypcrbelartig. 

Die 7. Art. Fig. 1, 7. Die beiden Tfceile der Torigen Cnrve ited einsMler i^er g»> 

rückt, und bilden nun, wrihreiid zwei 'WendungspOttCte vcrsch^Tundea lind, «is^ Doppel» 
puDct O". Der erste Theil bat uur eiueu Wendmigppanct behalten. 

Die 6u Art. Fi|^ t, 8. - Die Cnrve liesfeht nur ane efoem- einrigen Tlicile^ der eeincn 
drti AajiBplOten so nahe rücken kann, dnfs er zuletzt in diese Asymptoten selbst übergeht. 

fi, äBm rfto thrtqtpe. Die Linie S gebt durch den Durcbscboitt jener Asymptoten, Q 
und R. Ete Mittelpunct, O", (KUt aladann in dien diesen DnrdiBclmlt^ die heideir andeiB^ 
O uud O', liegen mä einer geraden Linie, die der Asymptote P parallel ist und in der 
Milte xwiachen dieaer Aajrmptote und den Durchschnitte der beiden andern bindnrchgebt 
Wir mO&sen hier iwei Fülle unterscheiden, entweder schneidet die durch einen Winkel- 
puDCt des Asymptoten -Dreiecks gehende Linie S «Be, diesem Wiukelpunclc gegenüberlie- 
gende Seile in einer ihrer beiden Verllinaerunf^cu, oder »ic schneidet diese Seile selbst. 
In dem ersten Falle, in ^vclchem die beiden Mitlclpuncle O and O' reell sind, gibt es sechs 
voaeidedene Arten; dadurch nenlicb, dab die Giins-Corre mit dem Doppelpuncte O" 
hier in das System der drei Asymptoten selbst tibergeht, verschwinden die letzten beiden 
Arten der vorigoi Gruppe, hi dem zweiten Falle sind die beiden Mittclpancle O und O' 
iMgbK*'» ™^ M eUlt nur eine einzige Ait Dem enten Falle fentapridit! 

Die 9. Art. Yi^. II, 1. Die Curve besteht aus zwei Theilcn. Der eine Thcil zieht ■ 
sich an den Asymptoten bin, schneidet sie und bat drei Wendongspuncte. Der zweite 
Theil ist efai um den'Mitldpoiet O eich schlingendea Oval. 

Die 10. Art. Fic. II, 2. Das Ovnl der vorigen Curve hat sidl «nf d«l PoOCt 
der hiemach ein conjugiricr isolirler Punct der Curve wird, redttcirt. 

Die 11. Art. Fig. II, 3. Das Oval der 9. Art ist gans vendnraadeot ihr enter 
Theil, mit drei Wendungapunctcn, ist blofs noch übrig gdllldMn. 

Die 12. Art. Fig. il, 4. Zwei Zweige dervoiigen Corr« sind einander immer naher 
gerfickt und schneiden sich nun im Doppelpuncte O'. Zwei Wendungspiuicte sind ver- 
Bchwunden. 

Die 13. Art. Fig. II, 5. Die Curve besteht aii'; 7^v< i Tdcil« ii, von >^clchen einer Q 
zur Asymptote hat, und der andere, hyperbclarlig, den beiden \s\mplolcu P uud K sich 
nähert. 

Die 11, Art. Fij;. II, 6. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen cinerP 
zur Asymptote bat, uud der andere, b^-perbelartig, den beiden Asymptoten Q und lV.ridi 
Blhot. 

Dem zweiten Falle entspricht: 

Die 15. Art. Fig. lU. Die Curve besteht aus zwei Theilen, von welchen einer R 
(oder Q> sur Asvmplote bat, und der andere, hTperbelartig, an den beiden Asymptoten 
P und Q (oder P und R) sich hinzieht. 

ißriUe Gn^pt. Es liegen zwei Mittelpuncte, O und O", innerhalb des Asympto- 
ten -Dreieebs, der dritte Mittelpunct O' liegt aufserbalb dcsDreledu entgegengesetzter 
Seite der Linie S. Diese Unie schneidet zwei Seiten der Dreiecks. begegnen hier, 

weil, g^nz analog wie in der ersten (Gruppe, fUnf UebetgangB-BcaliiBmnBgen Statt finden, * 
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acht ▼endücdencn Fallen. Die Ordnung der Aufeinauderfolge der fünf Uebcrgän^e ist eine 
andere. Den sieben ersten der nachstehenden acht Arten enl^fcchen, in Beziehung auf 
di\ä Vorzeichen, (ibercinstiinnu-udc Worlhe der Coottanten fi, mit deren Zunahme, von 

einer diesi-r Arten zur folgt iidon, die Cuno \Toi((T von den Asymptoten sich entfernt. Nur 
der letzten der neuen acht Arten cutspncht ciu Werth von fi mit dem eutgegcngcsctzteu 
Vorzeichen. 

I)io 16. Art. Fif;. IV, 1. Die Curve besieht nur nus einem Thcile. Kin Zweig des- 
.adben mit znei Wcndungspunctcn erstreckt sich beutelfi)rmig in das Asj-uiptuten-Dreicck. 
aad adiliDist M»t iiuieihafl» deneUwD, vm die 1i«|d«D BKndpancte O aad Ö*« dn xireitcr 
Zweig mit einem Wcndungspiinctc niiliert sich den beiden Asymptoten P und Q. tmd zwar 
der cnten derselben, oacbdem er sie zuvor geschnitten; der dritte Zw^g liegt, wie ein Hj- 
perbeizweig, in einem der von den beiden Ai^ptoten P und R gebildet«! ScheiteltvinkeL 

Die 17. Art. Fig. IV, 2. An die Stelle des ersten Zweiges der vorigen Curve ist 
taxe Schleife getreten, die sich um den AUttelponct O schlingt und im Puuete O" ihren 
Doppclpunct halt. Dieser Zweig bat seine beiden Wendongspimet« Terloren. 

Die 18. Art. Fi;;. IV, 3. Die Curve besteht ans zwei Theilcn. Vom ersten Zweige 
der beiden vorhergehenden Curven bat sirJi ein Oval abgelüset, das sich um den Mittel- 
punct O zieht, wonach dieser Zweig die beiden Doppelpuuctc, die er bei der vorigen Art 
Verloren hat, nun wiedererhält. 

Die 19. Art. Fig. IV, 4. An die Stalle des Ovab ist der Ponct O, als coBfoglrter 
isoUrter Punct, getreten. 
' Di* 90. Art. Fig. IV, B. Das Oval ist §m ▼enobwmdeD. 

Die 21. Art Fig. IV, 6. Der zweite Zweig der 16. Art, der sich, bei den folgenden 
Arten, immer weiter von den Asymptoten entfernt und dem ersten Zweige sich immer mehr 
fi^ert bat, bfldeC mm ■il diesem Zwdge eteen Doppelpmet in <y. Er ▼ediert bieibei 
•einen Wendunpspuucf, so wie auch der erste Zweig nur einen e inzigen Dcippelpunct behält. 

Die 22. Art. Fig. IV, 7. Die Curve besteht aus zwei Theilen. Der eine Tbeil, mit 
drei Wendungspuncfen, hat Q aar Asymptote, der andere TbeÜ, mit den beiden. AiTnpto» 
ten V und R, ist byperbelartig, einer seiner beiden Zweige ist der diitte Zwcig der 1& Art; 
weldier aich in d^ folgenden Arten immer weiter Ton .aeüien Asymptoten eallenit baL 

Die 3S. Art. Fig. IV, 8. Die Carve b«teht ans ^nm TbeÜe mit drei Wendnnfi- 
puncten und der Asyinpiol» P, and efaiem bypeibelariigien Tbcile mit den Ailymptoten 
Q und K. 

3. Vierte Gruppe. Sa bUen zwei Mitlelponcte O und O" in einem einzigen Pnncte, 
welcher auf dem Umfange dtt, die Seiten des As7niptoten>DreicclLS in ihren Mitten be- 
rflhrenden Ellipse liegt, znsnmmen. Es ergeben sieh liier nur sechs Arten, weil die bei- 
den Uebcrgangs -Arten der vorigen Gruppe mit Doppcipuncteu in O' und O (die 17. 
■nd 1», Art) hier identisdi werden; nnd folgfidk mit ihnen andi die twis<&eniiegende Axt 

Die 24. Art Fig. V, 1. Die Curve hat nur einen einzigen Theil, welcher aus drei 
onendlicbcn Zwdgen, IfanGcb wie bei der 16. Art, bestebt. 

Die 25. Art. Fig. V, 2. Die Curve hat eben Riickkehrpuuct in O. Der bcutelför- 
mig in das Asjrmptoten -Dreieck sich erstreckende Zweig der vorigen Art Itat seine beiden 
WeadMgppnorte «erieren nnd bildet wn «ine Spitze. 

Die 26. Art Fig. V, 3. Der beutdlÜnnigc Zweig der 24. Art hat seine beiden ^Ven• 
dnogsponcte wiedererhalten, schlingt sidi non aber nicht mehr um den Mittelpmct O. 
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Die 27. Arl. Fig. V, 1. Die Curvc hnt in O' einen Dopiiclpimcf. 
Die 28. Art. Fig. V, 5. Die Curve bat fiicb iu zwei 1 heile eetreimt. Der eine 
TbeO, mit drei WendangspuDcteo, bat Q sa tdaer A^ysplote; ii oiAutf nrit den b€t> 

dcD AijmplOtcn P und R, ist Ii,v]u>rbe1nrtig. 

Die 29» Art. Fig. V, 6. Die Curve besteht ebenfalls aus zweiTbeileo, von welchen 
der eine P nur AtjmpHA» Int, und der «ndera bjpecbahrtige den AqmploteB Q and R 
aid nähert. 

t. Fün/ie Gruppe. Es sind zwei Mittelpiuicte O und O" ioiagioSr. Hiernach fällt 
Uebergangs - Bcatimninig twiwhen der 24. aod 98. Art der Torigen Nmamer gans 

weg, und hiernach bleiben blofs vier Arten zu unterscheiden übrig. 

Die 30. Art. Fig. VI,.!. Die Cunre Jaesteht am etaem Zweige mit drei unendlichen 
Zweigen. 

Die 31. Art. Fig. TI, 2. Die Conre bat iu O' einen Doppclpunct. 

Die 32. Art. Fig. VI, 3. Die Curvc hat sieb in zwei Thcile getrennt. Der eine Thdl 
lut Q xn seiner Asj-mptote, der andere hyperbelartige nähert sich dA beiden Asymptoten 
P und R. 

Die 33. Art. Fig. VI, 4. Die Curve besteht, wie die TOtige, US iirei Theilen» nur 
bat der eine P und der andere Q und R zu As^nuptotcn. 

B. Die Asymptoten der Curve geben alle drei durcb denselben Pnnct Wir 
unterscheiden hier xwei Gruppen, je nachdem die Linie S dorch eben diesen Ponct 
oder nicht. 

a. Em« Gmfpe. IN« Ltal« S gdit nieht dörch den gemeiniMnen OndnehnMipanct 

der Asymptoten. Die drei Millelpimctc sind iminrr reell. Einer derselben, O, fallt eben- 
falls in jenen gcweiusameu Durchscbuillspunct ; die beiden andern, O' und O", liegen auf 
einer geraden Liirie 5 parallel und um die Hllfte weiter, als dieae von den Poncte O enl- 

ienit ist. Wenn ^ir diese (iruppe .tIs eine Partlculari.s.iiioi) der zuerst betrachteten Gruppe 
ansehen, so ist zuvörderst klar, dafs dadurch, dafs die Curve mit dem conjugjHen Poncte 
in O, hier io &s System der drei Asymplottn ansartet, die beiden ersten Arten der letzt- 
genannten Gruppe ganz «▼cgfallcn. Die nodt übrigen sechs Arten bezichen sich hier, wo 
einer Vcrlauschung der beiden Mitteipuncte blofs eine Vertansdiung der Aqu^oten ent- 
spricht , paarweise (die 3. und 6. Art, die 4. und 7. Art; die 6. and 8. Art) anf denselben 
Fall, so dafs uns blofs hier drei verschiedene Arten enl^egenlretcn. 

Die 34. Art. Fig. Vli,l. Die Conre besteht ans emem Theile mit drei unendlichen 
Zweigen. 

Die 35. Art. Fig. 2. Die Curve hat in O' einen DoppdpnneL 

Die 36. Art. Fig. VII, 3. Die Curve hat sich iu zwei Teile getrconf. Der eine TheQ 
hat drei Weudungspuuctc und P zur Asyniptute; des andere Tbcii ist ein bjperbelarügcr, 
mit den beiden Asymptoten Q and R. 

ß. Zureite Gruppe. Die Linie S ^clit durch den pemeinsamcn Durcltprlmitt der drei 
Asymptoten. In demselben Puucle fallen die IVlittelpuncte alle drei zusammen. Jede von 
der Cnnre begrinrte gerade Linie wird In dksem Poncte balbirt. Dieser Pönct ist dn 
WcudungRpnnct der Curvc. Es cibl hier nur eine ciuxijie Art. 

Die 37. Art. Fig. Vlil. Die Curve besteht aus einem Theile mit der Asymptote R 
and mit drei 'Wendangspancten, Ton welchen der eine in O an( der .\symptotc liegt, and' 
einem andern, hypcibi lartij;L'n 'I'heile mit den beiden .\pymptolen P und Q. 

If 2. Die Curven haben drei reelle geradlinige Asymptoten und unter diesen eine' 
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osrnlircndc, P, der sie sirh hcitlo Male auf derselben Seile nnnähcrn. T)tf T.inic S ist 
dieser osculireoden Acvinplolc parallel. Kitt Mitlelpuncl liegt Dach der Kicbtung dieser 
AsympM« nneiHllieli .•'^It. EbeHM einer der drd WenAnigppucte^ die um in den frfl- 

heru allremeincn l'JSllcii ciiti;cpengelroton sind. T)i<^ Millfii aller Chorden der Curve, 
irelcbe der osculireudcn Asymptote parallel sind, liegeo iu eiucr geraden Linie, und auCdie- 
ler geraden Linie Aigen aiidi die beiden HiUelpancte O and &. 

A. Die drei Asymptoten {;cben nicht durch denselben Punc^ sondern bilden irgend 
ein Dreieck. Die osculircade Asjnplote P wollen wir aU die Basis, den Durchschnitt der 
beiden andern als den Scbetfri dieses Drdeekfl keukftnen. £a treten ans liier aeche 
TerscbiedcDc Gruppen entgegen. Die erste und leMe dieser Gmppen cnlsprechen der er> 
tten der fOnr Gruppen der Cur^-on I, I. 

a. Erale Gruppe, Die Linie S schneidet die Scheitel des Asymptoten -Dreiecks ia ih- 
ren VcriHUgcruiigcn über den Scheitd hinaus. Die beiden MiUelpuncte sind reell; einer 
derselben, O, liogt inncrliull) (los VsMnjifoton - l)ri>iccks in pinom Mijlaudc von der Basis, 
der grösser als eiu Drittel und kleiner als die liülflc der Hübe des Dreiecks ist, der an- 
dere, <y, liegt weiter ab die Linie S von der Basis entfeinl. Zar Beilinnianf der tbiw 
scbiedcncn Arten i rliallen wir eine Uebcrgnugs-Bc5(iiiiimn>!.', der die L Art entspridtf, ive« 
nigcr als iu der zuerst betrachteten Gruppe. Ks gibt sechs Arten. 

Die a6.Art. Fig. DE, 1. Die Corre besteht ans xwei Theile«. per eine'Tbell hat 

drei Asymptoten und zerfällt in drei Zweige, von denen einer zwei Wendnngspuuctc hat. 
Der andere ist ein Oval um den Mittelpunct O, im luaern des Asymptoten -Dreiecks. 

Die 39. Art. Fig. IX, 2. An die Stelle de» «weiten TbeUes ist der conjugirte blobe ' 

PUBCt O getreten. 

Die 40. Art. Fig. IX, 3. Der aweite Tliail ist ganz Tcrsdt wanden. 

Die 41. Art. Fig. IX, 1. Die Cur*» Ist auf die enlgcgengesefzte Seite ihrer AS701- 

jitotcn getreten. Sie besteht aus zwei Tiieilen, \on ivcichcn einer P zur osculircuden 
Asjrmptote hat, und der andere, li.vperbelartig, den beiden Asymptoten Q und 1\ sich nUhert. , ^ 

Die 42. Art. Fig. l.\, 5. Die Curve lial in O' einen iJoppclpunct; die beiden Wen- 
dnngspunctc sind ver5(lH>unden. 

Die 13. Art. Fi^'. 1\, 6. Die Curve best f Iii nur nus einciD Tliciie, der in drei Zwei^ 
von welchen zwei einen Wcndungspunct haben, zerfallt. 

ft, Ztnite Grmppe. Die Linie S geht durd den Sdicitei des Asjraiploten>Dreiecki 
und wird in diesrin Pnnrlc von der Curve bernlirt. Der Mittelpunct O' füllt in eben die- 
sen Puuct, der andere ftüUelpunct O liegt auf derjenigen geraden Linie, welche durch die 
Bütte der HMie des Asymptoten -Dreiecks der Bads desseUien parallel gesogen trird. Von 

die.<cr geraden Linie! wird jede Chor<!c der CurVc, welche vcrlSugert durch den Punct O' 
gebt, balbirl. Eft gibt biernur vier verschiedene Arten, weil die der 42. Art entsprechende 
■Ucbergangs-Corve in das System der drei Asymptoten aasgeartet ist. 

Die 44. Art. Fig. X, 1. Die Curve besteht aus zwei llieilcu, der eine zerfallt iu 
drei oncndüclie Zwdgo, ^'u" welchen einer twei Wendungspuucle hat, der andere ist 
ein Oval in bnem de* Asymptoten -Drdedie. 

Die 4S. Art. flg.!, 2.- Das Oral bat neb auf den con|aprtai iMÜrlcn Panct O 
retlucirt. 

Die 46. Art. Fig. X, 3. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die 47. Art Fig. X, 4. Die Gurre besteht uns einem Theile ni( nwei Wendnngi. 

99 . 
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puncton iinri der o$.cuUrcnden A83iiiptOte P and fliiMm aadm liJtiwIuJMll^MI Til»lli|i> Blft 
dea beiden Asymptoten Q und R. 

f, ifrilta Crttppe. Die Linie S schneidet die bcidca Schenkel des Aiymptoten-Drei- 
eclu 80, dafs der Scheitel dieses Dreiecks vou der TlriRi«; inolir als ti««nn Mnl so weil cnW 
fernt liegt, als von der Lioic S. Die Miltclpuucte bleiben reeU und liegen beide ioDcr« 
halb des Acyraptotcn - Drdedta swisdie» der Baris and der Linie S. Der AbaTaAd des 
einen, O, von der Uasis, ist gröfser als 5 "ud kleiner als 1 der Hikhe des Dreieck«; der 
Abstand des andern grOfser als | der Hübe. Wir finden hier sechs verscbiedcoe ArteOi 
Mm. Die 48. Art. Flg. XI, 1. ' Die Cuive besieht aar aas eifem TbeOi; diascr bat ehwn 
Zweig mit zwei Wendiin^^punrlon , welrher aidl bentelfilllBig iaeriuJb des AsjSplOlaB» 
Dreiecks um die beiden Mitielpuncte sicbC 

Die 49. Art. Fi«. XI, 2. An Ae Stelle des b«aKdliBrari| in das Asymptoten-Dreieck 
hiueinlrctcndcn Zweiges ist eine Schleife getreten, die sich am den Mittetpnniet O llafat and 
in O' ihren Knoten hat: die beiden Wendungspuncle aind verschwanden. 

Die 50. Art. Fig. XI, 3. Von demselben Zweige bat sich ein Oval um den Mittcl- 
ptinct O abgelöset, so daf« die Corvc in zwei llicile getrennt iai. Derjenige Zwdg, tob 
welchem da» Oval sich absrelreunl hat, iiat seine beiden Wcndniigspuncle wiedererhalten. 

Die 51. A,rt. Fig. XI, 4. Au die Stelle des Ovals ist der l'uuct O als zugeordneter* 
iaolirter Ponot getreten. 

Die 62. Art. Fig- XI, 5. Das Oval ist ganz verschwunden. 

Die B3> ArL Fig. XI, 6. Die Carve, welche in den vosatebendeu fünf Arten immer 
weiter von flmn Asymptoten sieh entfernt hat, ist non auf die entgegengcsettten Sdten 
derselben liiiiiibcrselreUii. Sic !>i -!i ji( n;is ciiH in Tlicüe mit r.wei \\ endmiespunrtcn und 
der osculircndcn <\sjmptole P und einem andern TbcUci, welcher byperbelartig den beiden 
Asymptoten Q und R sich nlhert. 

i. yierfn Cruppe. Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des A symp toten-Drei» 
ecis so, dafs der Scheitel desselben neun Mal ao ircit von der Basis, als von der Linie 
S, entfernt ist. Die beiden Miltelpuncte fidli» in. einem einzigen Poncte msamoicn, dessen 
Absland von der Basis iird Drittel der Hübe des Dreieeka ist. Wir finden uler Tier 

TCrschiedene Arten. 

Die 51. Art. Fig. XII, 1. Die Curvc besieht nur aus einem Theile, und dieser bat 
einen ZSweig mit zwei Wcndnngspuocirn, welcher sich bcntelfiliinlg ioBsriudb dea Aayn^ 

ftolen - Dreiecks um die zusammenfallenden Leiden IMittelptinelc zieht. 

Die 55. Art. Fig. XII, 2. An die Stelle des eben bczcicboclcu Zweiges der Cunre 
ist ein Zweig mit einen Radikehrpoicle in O getreten. 

Die 56. Art. Fis. XII. 3. Derselbe Zweig hat seine beiden Wendungspiin rt , die 
bei der vorigen Art verschwunden sind, wiedererhaltea, zieht sieb aber nicht mehr um die 
snsaamenfallenden beiden Miltelpancle. 

Die 57. Art. Fig. XII, I. Die Curre ist auf die cntgegen{;eH t7Jeii Seiten ihrer Asym- 
ptoten biaQbergcireten. öie besteht aua eincni Theile mit xwei Wendungppuncten und der 
otcolircnden As^-niptoie P und ebien bjperbelartigen Thrile tnit den bddea Asymptotca 
Q osd R. 

t. Fünßp Gruppe. Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des Asymptoten-Drei- 
ecks so, dafs der Sclicitel dieses Dreiecks weniger als neun Mal ao weit von der Ba- 
sis entfernt ist, als von der Linie S. Die beiden Hitlelpaacle sind ahdann Imagjolr, und 
es gdit aar xwei ▼ccsduedene Arten. 
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]>i«-68.Art. Fig.XUI,l. Die Corre b««(dit aus einem Tbcile uod dieser aus drei 
unendliehcn Zweif;eD, vaa tvdcbn einar swd Wendungspuncte hat, und die beiden Uh 
dem, ohne Wcndungspancte, untcrbalb der Batit liegen. 

Die 59. Art. Fig. XIII, 2. Die Curvc besteht aus ciDem Tbeile mit zwei WendangB» 
cten und der oscnlircnden Asjroptotc P, und ans ehiem hjpcrbolartigcn Tbeile mit den 
beiden Asyinplofen Q und R. 

y. Sechste Gruppe. Die Linie S schneidet die beiden Schenkel des Asymptoten-Drei- 
ecks in ihren VcrKlogerangen übur die Ba^is hinaus. Di« beiden Milteipuncte sind reell. 
Einer derselben, O, liegt innerhalb des Asymptoten -Dreiecks in einem geringem Abslande 
von der Basis, als (1er (IrillL- 1 Ii eil Avr Iliihc tlis Dreiecks beträgt. Der andere Mitlel- 
punct, O', liegt unterhalb der üasis und weiter von derselben ealfemt, als die Linie S. £a 
treten •um Uer wicdenm seche reieeUedene Arten entgegen« 

Die GO. Arl. Fi^. \JV, 1. Die Curve bcjtcht aus zwei Theilcn. Di^r eine Tficil j^t- 
fälit in drei unendliche Zweige, vou weichen einer, wie eiu Hjrpcrbelzweig, den beiden 
Asymptoten Q und -R iidi nAertt und )edcr der beiden andern an einer dieier beiden 

Asymptoten sich hinucht, nachdem er dieselben zuvor geschnitten und iiberdicfs an die 0fr 
Golirc^de A^jnptot« P aifih anschmiegt» Der andere Tbcil ist ein Oval innerhalb dce , 
AiiymptotenoIlNieoilu» 

Die 61. Art. fig.Xrv;3. Da Oral bat rieb auf den conjogirten iraUrtoi FunetO 
redadrt. * 

Die 62. Art. Fig. XIV, 3. Dtt Oval ist ganz verschwunden. 

Die 63. Art. Fig. XIV, 4. Zwei Zwei{^c dis iibii^ bliihrnilcn Tbeilee sind ekMBdv 
immer nJiber gcrfickt, und schneiden aich^ aacbdem jeder seinen WendangqpoDet verioNO^ 
in dem Doppelpuncio O'. . ' ' 

Die 64/ Art. Fig. XIV, S. Die Corve hat sich wieder in zwei Ibeile getrennt. Der 
eine Theil, mit zwei Wendunsspunrten, hat P zur osculirenden AajMploti^ der andere hgr- 
perbelartige Theil nähert sieb den Asymptoten Q und 1\. 

Die 69. Art. Fig.](iy,6. Die Cure «ist, nacbdem aie aicb immer weiter Ton den' 
Atjmploten entfernt bat und ihr erster Theil der Linie S immer mehr nSber f^crückt iH, 
.auf die entgegengesetzten Seiten dieser Linie und der Asjnoptoten hinübergelreten. Sie 
bealebt nor aoa einem Thefle und £eacr aoa drei Zweigen, von welchen einer drri Wen- 
dnngppunrtc bat. 

B. Die drei Asj-mptoten gehen durch einen und denselben Ponct. hs gibt hier nur 
«ine ama^ th^pp«. Von den iMiden immer reellen Mitlelpuneten IKIlt einer, O, in den 
geneittsaaMn Dorchschnitt der Asymptoten, und der andere, O', liegt auf der vierten liar- 
monicalen tu der oeculirenden Asymptote P und dem Asymptotenpaare Q und R, drei- ' 
■al so weit von der osCuUrendcn Asymptote als von der Linie S entfernt. Wir begeg» 
Ben hier vier verschiedenen Arten. 

Die 66. Art. Fic XV, 1. Die Curvc besteht aus riiu m I hrile und dieser aus drei 
unendlichen Zweigen. Liu Zweig mihert sieb, wie ein Ilypeibülzweig, den beiden Asympto- 
ten Q und 1\, von den beiden andern schneidet jeder eine dieser beiden Asymptoten, bfr 
vor er derselben sich nähert, hat cincn WcudmigqNmct und srlimipgt siA flberdÜelii an die' 
osculirende Asymptote P an. . 

Die67.Arfc Ilg.XV,SL Die beiden letilgcaaiinten Zweige sind dnandcr inner ni- 
ber gerückt, und bilden HB In cinett Doppe^punct, necbden Jeder «ciBea WcndoDgih 
punct verloren bat. 

89* 
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Die 68. Art. Fig. XY, 3. Die Curvc hat sich ia «wri Theile gcthctit Ein Th eil 
■it zwei Wen(}ung'--|nincten bat P zur oscnlircndcn Asymptote; der andere, hjperbclarlige 
41ieil nShcrt sich den beiden Asymptoten Q und R. 

Die 69. Art. Fi;:. \V, 1. Curve ist auf den cnlfjf^fipn^csolztcn Seiten der Asym- 

ptoten Iiinübergeircteu, und bcstebt aus einem Tbeile mit drei UDendlichcu ZiUcigCD, vo^ 
ivelchen einer zwei WeodttngBpUDde bat. 

I, 3. T)ip Cnrve hat drei rcoüe osciilirende Asy-inptoteu, an deren jeder die?;flbc bcids 
Male aut derselben Seite sich binuclit. Die Curve schocidct kcifie ihrer Asyinpteten, aad 
Ihre WendungspuDete rind vendiwimdeD. Die MitteD aUcr Chorden der Curre, wdclie 
einer der drei Akv inplolcn parallel sind, liefen nnf einer geraden I-iiiie. Die liicriiarli sich 
ergebenden drei geraden Linien schneiden sich in dem einzigen Mittclpuncte der Curve. 

A. Es gellen die drei Asymptoten nicht- dnrch denselben Pnnet, sondern -bilden ii^ 
pcnd ein Tlroii rli. Die .Mille /der SehM-erpuiirt) dieses Dreiecks ist der einzige Mittfll* 
punct. Es üudet sich hier nur eine «imzige tirufpe mit vier verschiedenen Arten. 

Die 70. Art. Hg. XVI, 1. Die Gnrve besiebt ans xwei Theilen. Ein tUlterflllk 
in drei nnendliche Zweige, von welchen jeder in einem der S( lieiii-h%inkel des AajnplO» 
ten-Dreiecks Urgl. Der andere Theil ist ein Oval im Innern dieses Dreiecks. 

Die 71. Art. Fig. XVI, 2. Das Oval hat sich auf einen zugeordneten isolirtcn Punct, 
O, reducirt. 

Die 72. Art. T\z. XVI, 3. Das Oval ist pnfver^chwuudeD. 
Die 73. Art. l'ig. XVI, 4. Die Curve ist auf die eutgcgcugcsclzlcu öcitcn ihrer .Asym- 
ptoten hinObergetreten. Sie besteht aus einem einxigen'Theile. Jeder der drei Zweig« 

de^?e!ben liegt in einem i!erjtiii!;(ii drei miljcurSnzten Fiürhenränme , ^rcIdlO TOO e&MT 
Dreicckscite und den Verlüngerungcn der beiden andern gebildet werden. 

B. Es gdien die drei Asymptoten doreb einen nnd denselben Pmct. In deoMdbeB 
Pnnclc liegt alsdann auch der Mitleipaoct. El gjttit hier nur «Cm Cl ru p p e und .diese ent- 
bllt nur ciue einzige Art. 

Die 71. Art. Fig. XVIT. Die Cnrre besteht nur aus cuieui Tbeile. Dieser lerftÜt 
in drei unendliche Zweite, welche in drei, nicht «uf einander folgenden^ der von den drei 
Asymptoten gebildeten sechs Winkeln liegen. ^ . 

I, a. Curven mit einer reellen und xwei imaginSren Asymptoten. Diese Corren aiod 
durch die reelle Asyinplole, den Asymplolcnpunct, die LiniftS and einen eonstanten Coef- 
fideulcn /{ vollkommen bestimmt. Sic zerfallen in Gruppen nach der verschiedenen ge- 
genseitigen Lage der .Asymptote, der Linie S und des AsymplotcopuDcles, und jede Gruppe 
bl Alfen nach den Tcrschicdeoen Bestimmungen über den eonstanten Cocffidenten Diu 
Gruppen- Best immuu^ ordnet sirli der frülicrn riilcrsclnidinij: dnier Fülle unter. 

l, 4. Die Linie S ist der reellen Asymptote V nicht parallel. Die Curve ntthert sich 
dieser Asymptote auf den bddcn cntgegengescMen Seilen derselben. Sie hat nn AUgemel- 

aen drei Mi(tel|iniir(r. 

A. Der A^ymptotcnpunct A liegt nicht auf der reellen Asymptote P. Wir haben 
■der seehs Gruppen tu nnterscheiden. 

er. Ente Gruppe. Die Curve hat drei Millelpunctc , welche alle mit dem .\symplo- 
tenpuncte A auf derselben Seite der Asymptote P liegen. Zwei der drei Aliilelpoocte, O 
und (y, liegen auf ebier Setter der dritte Mittelpunct, O*. Hegt mit dem Asjmptotenpunete 
A anf der andern Seite der Linie S. Wir erhalten zur Einihcilung der hierher gehOrigSB. 
Cunren in Arten, wie in dem Falle dreier reellen Asymptoten, fOnf Uebeigangr-JBealfan» 
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nemlich drei Currcn mit Do[)pfI[)iin( tcn in O, O' und O", das System des Asyin- 
toteoponctcs A und der Asymptote P, uud die Linie S. üach diesen fünf Uebergang^ 
BetthBimiDgeii ergeben rieh «ebt ▼erscUedeoe Arten in dieser Grappe. Wlbrtiid Jcr 
CiorfCificnf /(, abgesehen vom Zeichen, von einer der fünf ersten Arien zur nndcrn wichst, 
cnlfcrut fiicb 'die beiUgUcbo Corve iinmor weiter von ihrer Asjrmptolc; iudan /t, int&M 
Unendlidbe bindtMr«bgcbend,.sein Zelcben Indert, und dann wiederam abniomit, «rscbemt 
der uucudlii'lic Zneig der Curvc, durch die Linie S hindurchgehend, nuf der ciit^cgengo- • 
sclzlA) der A^mptoto wieder und rfickt dann deraelbcn Ton jeder der drei ktzten Arten 
zu der folgenden niber. 

Die 75. Art. Fl^. XVlfr, 1. Die Curve beatebf-ans «men ciniigcn nncndHeben 

Znreij^e mit P als Asymptote und mit drei Weudungspnnctcn. 

Die 76. Art. Fig. XVIU, 2. Zu dem unendlichen Zneige der Torigcn Curve ist ein 
eaa|asirler isolirler Punet,'0, bfanngetrelen. 

T)ic 77. Art. Fig. XVIII, .3. Dio Cnrve bcMebt aniMT dcai unendlichen ziKig« ancb 
4ioch aufi einem Orale nm den Millelpuncl O. ^ 

D Fe 78. Art. Flf^ IVIII, 4. Da* Oral Irt warn anendlichen Zweige inmer flSber ge* 

rüclit, ans ilirrr Vereinigung ist eine Schlfifc cntslandon, «eiche tun den Midclpuiirt O 
•ich zieht und in O'' einen Doppelpunct hat. Zwei Weudungspuoctu sind vcrschtTuudcn. 

Die 79. Art. •VigiXVill.S. Die Gurre besteht wiederua Mola aus einen uuendli» 
Ata Z\vcif;c mit drei Wendnngspuüclen; sie umschlicfst die beiden iMillclpunrle O und (f. 

Die 80. Art. Fig. XVIII, 6. Die Curre besteht aus einem uaeudUchon Zweige, der 
sieb um den Aermplotenpunct A und den «bitten Mitlelpunct O* xieht. 

Die 81. Art. Fig. XVIII, 7. Die Corve bildet eine Schleife utn den Asrmplutenpund A 
üe bat xwei Wcndungspuncte verloren, an deren Stelle der Doppelpunct O" getreten i»t. - 

Die 89. Art. Fig. XVIII, 8. Die Curvo besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
drei Wendungspuncteu und einem Ovale um den A.-iyinplOtenpunct A. 

ß. Zirei/e Gruppe. Die Curvc Ii.w wM'i Millelpunric, ■welelie in di-in l'djirte O zu- 
sammcnfaJIen. Sie liegen mit dem dritten Mitlclpunclc O" und dein Asymytulenpuucto 
,A auf derselben Seite der Asymptote P, aber auf cntgegengeselsten Seilen derLtaieS. E« 
Inten uns hier sechs verschiedene Arten entpegen. 

Die 83. Art. Fig. XIX, 1. Die Xlurvo besteht nur aus einem unendlichen Zweite. 

Die 81. Art.* Fig.XIX,S. Die Cnrve hat in O einen Rüdikehrpunet Zwei ihrer 
WeUdungspunctc sind verschwunden. 

Die 85. Art. FigrXlX,3. Die Curvc bealeltt aus einem, um die beiden zusammen- 
fallenden Pnncte rieb hinxiebendcn, nnendliohMi Zweige. 

TX\c- 8€. Art. Fig. XIX, 1. Die Cune hat einen uncndUcben Zwei( welcher sich nn 
dte A«ymplotenpunct A und den Mittelponct Q" zieht. 

- Die 87. Art. XIX, 5. Die Dürre bUdet cbie Schleife um den Asymplotenpnnct 
A BÜt einem Doppclpuncte in O". 

Die 88. Art. .Fig. XIX, 6. Von dem anendlichen Zweige der Cnrve hat sich ein 
Oval, um den Asymptotenpunct A, abgelOset. 

;'. Dritte (Sruppe. Die Linie S geht durch den Asymptotenpnnct A. Ein Mittelponct 
O füllt alsdann in eben diesen Pinirt. .Icdc Chorde der Curvc, welche, verlängert, durch 
diesen Punct geht, wird von derjenigen geraden Linie, welche in der Mitte zwischen 
den AijmpUrtcnpaDctn A and der Aaymflste P» panll#niit dieetr, UoAiccbg^ halUrt 
Auf denelbea ^»den Unie^ n beiden Sritbn der Linie lifg^i bdfkn Hütelrancte 
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O' und O". "Wir finden bier lechs Arten, 'die ab«r nur ftii' drei TenpUedciie tlUai 

küuucu. 

Di« fiOiArt nf(.XX,l. Di« Gnrve bestelil mm tkum noMdUclNn Zwdge mai 

täBtva, dii' Linie S im A^viniilolcnpunrli' berOhrentlrii Ovale. 

Die 90. Ar (. l'ig. XX, 2. Die Cunre bildet eiac Öcliicifc mit das Doppelponcte in O*« 

Die 91: Art. Tig. XZ,3. Die Cnrve bestellt Mofs eng daem, m den IffiUetpanet 
•Cf sich ziclieuden unendlichen Zwcißc. 

^. l'ieHe Grtifft, Zwei Miltelpuncle der Curre siod imaginär. Der einuge Ideelle 
MittelpuDct O liegt ndt den AsA^piotcnpuncle A wwoU auf dertdben Sehe der häjw^ 
ptoleA, nie auch der Linie S. Es f^t hier Tier TcncUedene Arten. 
TiCIV. D><^ 92. Art. Fig. XXI, 1. Die Curve beMebt aas einem uncndlieben Zweige nit drei 
'Wcn(]uD!;5'piineten und cincui Ovale^ um den Asjrmplotenpunct A. 

]) M ') ). Art. 1% XXI, 2. .Die Gtnre bildet eine SeUeife an in Aijnploieapuntt, 
aüt dcui'hoppclpnnclc in O. 

Die 94. Art. Fig. XXI, 3^ Die Curve bcslrht aus eiaeui uiu dcu .Vsymptutenpunct 
A and den Mittcipunct O sich scblingenfcn uncndlicben Zireige» 

Die 95. .\rl. Fii-. \\F, I. Die Cur»e besteht aus einem unendlichen Zweite, der 
• ganz iu denselben beiden der tou der Asjrmptote P und der Linie 5 gebildeten Scbeitei- 
trinkeln litA eratreekt. 

I t. Fiiiiße Gruppe. Die Curve hat drei rceUc Miltclpunctc, die mit dem .\svmploteii- 
puncte A in denselben beiden vqii der Ag/mptote P und der Linie S gebildeten Sdieitel- 
winkcln liegen, nnd xwar <o, dafi ein BGttelpnnct O and der Aeyniptoieiipunct, eo wie die 
beiden andern Mitlelpuurlc O' und O" in diin.selbcn dietcr beiden Sckdtdwinkcl aldb be- 
finden. Wir crballeu hier aoht Terscbiedene Arten. 

Die 96. Art. Fig. XXII, I. Die Curve besteht ans cineaa uacndÜden Zweige, oad 

einem Ovale um den A<i> uiplotenpunct A. 

Die !I7. An. Fig. XXll, 2. Die Curve bildet dne Sdüeiie am den Asjnptotenpimct 

mit eiueiu Doppclpuocie in O. - 

Die 9S. Art Fig. XXll, 3. Die Curve besteht aus einen OB den Aqnnplotcivaict 
and den IVIitlelpuncI O sich hinziehenden uceudlichen /^voi^e. 

Die 99. Art. Fig. X^l^l, 4. Zu dem uocnJlicb'eu Zweige ist ein lunjugirtcr PuuctO' 
bioxogelreten. 

Dil- 10(1. Art. Fi^. XXII,.5. Die CuiTe bestdit ans einem unendlidiea Zmigvund 
und einem Ovale um den JVlitteipa&et O*. 

Die 101. Art. Fig. XXU, C INe Cunre bildet am den BOUdpoBel Of etee SeUdfe 

* mll dem Doppelpuucte iu O'. 

Die 102. Art. Fig. XXil, 7. Die Curve besteht aus einem imcndiicheu Zweige, wei- 
dier dch auf einer Sdte der Asymptote P, wie in den vier Toriieigdwnden Arten um den 
Asympiotcupuuct und den Miticipunct O, anf der andern Seite. aber nnn ancb am £e bei- 
den Mitlelpuncte O' und O" herumzieht. 

Die 103. Art Fig. XXII, 8. Die Curre ist in die andmi beiden von der Asymptote 
P und der Linie S gebildeten ScheitelwidLd berfibergelretenr and bealebt blota-ans ainn^ 

aebr abgeflachten , imrndlichcn Zwrijie. 

tierhale G'rujtpe. Z» et Mitlelpuncte, O' uud O", fallen in demselben Punctc zusam- 
men, und U^gan mit dem Aiqra^^tcnpuncte A auf entgegengesetzten Seiten der A^jmploln 
P nnd der IM» & Der nocb Übrige Mittelpaact O liegt mit dem AqraiptoteBpancte in 



Digitized by Google 



§. 5. Aufzählung der verschiedenen Arten der Curven elc. 231 

denuelbea tod der der Asymptote P uud der lioie & gebildeten vier Scheilelwinkel. Es 
ergcbcD sich hier sechs Terscbicdcno Arten. 

. Die 101. Art. Fig. XXIU, 1. ' Die Conre beilfb« mm «fncai mwadlklMii Zweige md 
eiocm Ornift um den Asynjptofenpnnrt A. 

Die 105. Art. Fig. XXIII, 2. Die Curvc bildet um A eine Schleife mit einem Do^>- - 
' pdpuncte in O. . . '"^ # 

Die 106. Art. Fig. XXIir. 3. Die r.iirvc besteht aw dnen^ tun den Aiiynptolenpgq^ 
A nod den Miltelpuncl O sieb biuucüeodcn, Zweige. ■ , - . 

Di» 107. Art ng. XXni, 4. Die Carve iM in rfnen RÖckkefc^poBe». 
Die 108. Art. Fig. XXUI, 5. Die Curte besteht aus einem unendlichen Z^nrelge^ «rel> 
eher ach eioeiseits um A und O, andrerseits um O' und O' berumschlingt. 

^ pie 100. Art. Fi((. XXIII, 0. Die Core ist auf die entgogcngcsetitcn Seiten dft 

Aigriaptotc P und der Linie S hinUbcrgetretcn. 

' B. £s li^t der Asjrmptatenpune( A auf der reellen Asymptote F. Jüu Mitlclpnnct, 
O, niU »bdimtt arft itm Asyniiitoicnpunete «nannaeib Dia beiden «ndem Mittdpmet^ und 
Cf, üegaA Dof einer geraden Linie, vrelche der Linie S parallel und um dteHilfie #eiter da 
diese voa dem AsymptotcDponcle cntremt ist. £«. treten ans hier vier GruppA entgegen. 

cc JSrsfe fiVw/ipe. Die Mittelpuncte sind alle drei reell. Diese Gmppe enthllt 
aeohs verschiedene Arten. 

Die 110. A r t Fig. XXIV, L Die Cnrve bestellt blolk am einan nnendlidien Zweige 
mit drei Wendungspunctcn. ■ ■ 

Die IIL Art Fig. XIIY, 2. tm den onendlicben Ztnigt M ein ^m^o^er Pnnci, 

Q', hinzugetreten. 

Die 112. ArL Fig. XXIV, 3. Die Curre besteht, ocbcu dem uucudlichen Zweige, aus 
einen Orale am den BOltetponet Of, . ' ... 

Die 113. Art. Fig. XXIV, 4. Die Cmre bUdtt dne Sc&IdTe nai den MittelpnncKy 
mit einem Doppelpuncte in O". 

Die 114. Art Fig. XXIV,'S. Die Cnrre bestebt ans dneai onendliehen Zweige,^ der 
sieb um die beiden Mittelpuncte O' und O' zieht. 

Die ll&.Art. Fig. XXIV, 6. .Die Curve ist aul die enlgegengeselzten Seiten der 
■ Asjcmptote P and der Linie S hinfibergetreten; ^ 

ß. Zureite Gruppe. Es fallen zwei Mittdpuncte In deoMelbeo ' Pmfcte fnaaanien. 
.Wir erhalten hier vier verschiedene Arten. 
• ' Die 116. Art. Fig. XXV, 1. Die Curvc besteht ans ddtai nnendticben Zweige mit 
drd WendongEpuncten. 

Die 117. Art. Fif;. X\V, 2. Die Cnrve bat in O' einen Riickkehrpnnct und niir 
cioca Wendunggpuoct, der auf entgegengesetzter Seite der Asymptote P liegt. 
' < Die 118. Art Rg. XXV, 3. Die Cnrre besfebt ans einem unendHcben Zweige wd- 
cker sicli um die beiden in O' zusammenfallenden Mittelpuncte sichl- 

Die 119. Art. Fig. XXV, 4. Die Curve ist aul die enigegcngesctzten Seiten der 
Asymptote P und der Linie S binftbergetreten. 

; . Drüte f.'rupptt £a slid twd BOUdponcte imaginlr. Dfese Gmppe endillt nur 
eine eiuzige Art. 

Die IflO. Art Fig. XXVI. Die Conre bestdit aus dnem nnendlicben Zwdge mit 
drei Wcndungspuncten. . • 

d. Fisrfe Sm/f«, Die Linie S gebt dnrcb den gemeinsamen Durdiadmittsponct der 
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drei AtjmjttoleD. la dicteu Piact fallen aUdaoa die Mittelponcle ^^la drei «Mtuniuqi. £■ , 
pbt hier eine einsige Art. 

Die I2L Art. Flg>XXVIL Die Curvc besteht aus einem uncDclUcben Zweige all 
drei Wenduiigiipuncten, von welchen der mittlere mit dem AsjKinptoteupnacte A aaf der Asjm» 
ptolc P zusammenfällt. Jede durch diesen Punet gehende gerade Linie aelmeidet die CÜr« 
niifM idcm noch in soUIrii zwei Pimcteu, welche gleicli weil von diesen PuDCten estfeiflt' 
■ind. Die Linie S ist «lio raiijrciitc der Curvc im fragUciicu \Veuduu{^puncte. 

1, 5. Die Linie S ist der rcclleu Asymptote parallel. Diese AK^mptote ist eine ü&- 
onlirende, und es nshcrt uch ihr die Curve beide Kaie auf denelben Seite. 'Die IBttCB 
aller Chorden der Curve, welche der reellen Asvmptolc parallel sind, licficn in f^ndcT 
Linie. Aaf eben dieser geraden Linie liegen die beiden ALltelpuucte der Carve. 

A. ' Dicr A*jnB|riofeiiiMmet liegt nicht anf der redien 'Aajnnptete. Es «fgdiq^ äUk 
hier pcrlis v(t.<'C liicdcnr (iruppiii , ivrldic «Ion sechs Gruppen der CarrcD.fläit reellen 
Asymptoten, unter denen sich eine osculircnde beiludet, gaiu analog sind. 

er. £f«le Grup/Hi. Der Asjrmptotenpanct A Hegt Twischeo der reellen ArmipMte toA 
der Linie S. Der eine MiKelpunct O liegt zwischen dem AEvmplotcnpunctc und der \sjm- 
jptole, der tudere O' liegt auf derselben Seite der Asju^tote. weiter von derselben ettt> 
fernt ab dfe Linie S. "vnr OBtencbeiden hier sechs Arten. IHe Cnrren der drd er- ^ 
sten Arten liegen ganz zwischen der reellen Asymptote und der Linie S, und entfernen 
sich von einer Art zur andern von der Asymptote und dem Asymptoteoponctc. Nach- 
dem die Curve durch die Linie S hindurchgegangen, erscheint sie in den drei letzten Ar« 
ten aaf der entgegangesalitrn Seite dieser I..iaie tmd der Asjaplote wieder, nad lOckC der 
letztem von einer Art zur andern immer näher. 

Die 122. .\rt. Fig,XXVllI, 1. Die Curvc besteht aus einem uueudüchcu Zweige mit 
swd Wendungsponctfn und einem -Orale am den A^ymptotenpanet A. 

Die 1-23. Art. Fi^-. XXVlIT, 2. Die Curvc bildet eine Srhlcife um den Asymptote», 
punct, und hat in O ihren Doppclpuuct. Die. Wendungspuncte sind verschwunden. 

Die 124. Art. Bg. XXVIII, 3. Die Corre besidit ans ehiem naendliehen Zweige, 
tvelclier f»i<h um den A.\vn>l>''i'ei>i'iinct A und den Mitlelpunct O zieht. 

Die 12.). Art. Fig. XXVlli, 4. Die Curvc besteht aus einem unendlicbai Zweige un- 
terhalb der Aüvmptoln and «iaem Oral« im den Mitlelpunct 0> 

Die 126. Art. Fig. XXVIU, 5. All die Stell« des Otals.ist O' -tU eoaHprtcr isoiiiw' 
ter Punct getreten. 

Die 127. Art. Hg. XXVlII, 6. Das Oral Ist päa «ertchwunden. 

,i. ZtreUe Gruppp. Die Linie S gebt durch den <\eymptotcnpunct. In diesen Punct 
falll O, einer der beiden Mittelpuncfe; wiihrend der andere, O, halb soweit als der As^m-^ 
ptütcnpnnct von der Asymptote P entfernt ist. Eine durch den letztgenannten Mittelpuact, 
der Asymptote P paralld gezogene, gerade Linie ist der geometrische Ort Ibr die lütt« 
der beiden DurdisrlinidFjiuncte derCur> e mit einer solchen peradcu Linie, welche sie zum 
dritten Male in O' schneidet. Alle Curvcn berühren die Linie S im Punctc O'. Wir be>. 
.gfgnen hier vier retsdiiedenen Arten. 

Die 12H. Art. Fig. XXIX, 1. Die Curve besteht ans dnem "» fn dli d Hni Zwelg« uud 
einem Ovale, das durch den Asymptoteupuuct A geht 

D i e 129. Art. Fig. XXIX, 2. Die Gurr« bildet eine Schldfe mit einem Doppclpuncte b O. 

Die 130. Art. Fic.xxiX..!. Die Corv« besteht aos dn«n imcndlicbes Zirdge» wd. 
rbrr sieh um den Punct O zieht. 

Die 
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Die l.n. Art. Fig. XXIX, I, Die Cnnc liegt ganr nufserli.ilb <!i i A<;ynipfo(p und 
Liuic S, uud bcslciu aus ciuem uueadlichcii Zweige UDicrLalb der iVs^^mplute luid einciu 
dardi deo AsymplolcDpanct gebenden Oyalc. 

y, OirUl» Gnipiff. Die Linie S fielit iwischen der Asymptote und dem Asymptofcn- 
panete m Undurch, dafs dieser Puuct ihr luehr als neun Mal näher liegt als der Asjin- 
plot« P. iNe Mfttdpniiete lief;en l»eide xwiscktn der Atjaapiole and der' Linie S. 'Wir 
bege^uei) Iiici '^cc li'^ versrliiedenei) Arten. Die Cutven der fllnf cnlcD Aiteo liegen- (pOl 
zwiscbco der Linie S und der Agjnnplote V. * 

Die 132. Art. Fig. XXX, I. Die Cürre bectebt blofi ans einem nnendlicben Zweige. 

Die \%\. Art. Fig. XXX, 2. F.io conjngvtcr isolirtcr Punct in O ist hinzugetreten. 

Die 134. Art. Fig. XXX, 3. Statt de* itolirten Punctcs bat die Currc ein Oval um den 
nmct O. 

Die 135. Art. Tig.XX3^4. Die Corre'jiadct dte ScUeife um O mit ebienDoppel- 

pclpnnctc in O'. 

Die 1.36. Art. Fig. XXX, 5. Die Curve besteht aas einem, um die beiden Mittelpuncle 
. ikb zicbcndcu, uuendlicheu Zweige. 

Die I.'IT. Art. F'if;. XXX, 6. Die Curve bestellt aus einem uiieiidlichen ZfreigS ODtO^ 
halb der Asymptote uud aus ciucin 0\ulc um dcu Ai^j inplüleupuuct A. 

9, Viert» Ch^ppe.' Die Linie S gebl swiaehen der Asymptote und dem Asympiotai- 
pnnrte so liindurrli. (lif-; lüosrr l'unrt von der Am iiipfdli' neun Mnl so weit absteht als 
von ihr. Die beiden Mittelpuncle fallen alsdaim in demselben l'uncte zusammen. £s tre- 
ten ans bier vier Tendriedene Arten «tgegen. ' 

Die ViH. \r\. Vij. 1. Die'Corre besteht mm dnera nbendlicben Zirdes «ifi- 
■dien der Linie S und der .fUymptote P. 

Dfe 139. Art. Fig.XXXI,2. Die Corre bat einen Rflckkefaipiinct in O. 

Die 110. Art. Fig. XXXi, 3. Die Ciirvc besteht aus einem oncndfidwn Zwdge, dCT 
sich um die beiden, in O zasanunenfalleDden, I^iltelponcte zieht 

Die Iii. .\rt. Fig. XXXI, I. Die Curve beitdit ans doem nnendÜdicn Zwdge nn- 
labalb dui Asymptote V und einem Ovale mn den Asymptoteiipunct A. 

f. Fiiri/ii- Gruppe. Die Ijinie S geht zwischen der Asymptote und dem Asymptolen- 
puucic 6u hindurch, data dieser Punct ihr weniger als neun Mal niber liegt als der Asym- 
ptote. • Die beiden HiUelpancte sind alsdann imag^yir, and trir baben nnr swei Arten n 

Untcr;ir!ieiden. 

Die 112. .\.rL Fig. XXXII, 1. Die Curve besteht aus einem uncndlicbco Zweige zw i- 
adien der Asjmplot« P nd der Lbd« S. 

Die 113. Fig.XXXI^8. Die Curve bestellt .lu.« einem uuendlicben Ziwdge OB- 

terhalb der AsymplolA and ebiein Ovale um dcu Asympioteupunct A. 

y. SecAafe CrhfqM. Die Linie S liegt orit den Asynptotenpnnete «nf der entgegen- 
-geselzten Sdte der Asymptote. Die beiden Mittelpuncle sinil nlsdann reell, und i\\ischeo 
ibncn gebt sowohl die Asymptote P als auch die Linie S hindurch. Diese Gruppe hat 
secbs ▼erscbiedentf Arten. 

Die III. Art. i\. XXXIII, 1. Die Curve besteht ans einem lebr abgefladitCB anend- 
lichen Zweige, und einem Ovale um A. . 

Die 145. Art. Fig. XXXllI, 2. Die Corvcldldet «in* Sdkiie um A mit einem Doppd^ 
poncte in O. 
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Die 1 Iß. Art, Fig. XXXIII, 3. Die Curvc besieht blufs aus einem anendlichenZweigi^ 
trclcbcr sich um den ABjrmptoteiipuiKt uud den Mlttclpunct O zieht. 

Die 147. Art Fig. XXXItl, I. Die Curve hat aur<erdem einen conju^rfen Punet In <y. 

Die II"-!. Art. Fig. XXXIll, 5. Ein Ov.il der Curvc schlingt sich um den Punct O'. 

Diel Iii. Art. Fig. XXXIil, 6. Die Curve besteht blols aus einem nnendlicboD Zweige 
welc&er wi achcn'der Aiymptote P und der Linie S Begt. ' 

Ii. Der .\svmpfotrnpuiH I fir-it .Tiif drr recllfii Asymptote. Fi« Miltelpunct fsllt als- 
dann mit dem Asjmplolcnpuucte zusammen, und der ondere, O, liegt drei in n 1 s» weit von 
der Asymptote als der Linie S entfent. Es gibt bier nur eine «bmge Gruppe und diea« 
enthält vier verschiedene Arien. 
Ta£ V. Die 150. Art Fig. XXXIV, 1. Die Curve besteht ans einem unendliclMa Zweige un- 
terhalb der Asynirtof e P. ' - ' 

Die 151. .\rt. Fig. XXXIV, 2. Der Punct O ist als coD)ngirter Punct hinzut;ptrctcn. 

Die 152. Art Fig. XXXIV, 3. Ein Oval der Curve sdiliogt sich um den SrCttelpuuct O. 

Die 153. Art. Fig. XXXIV, 4. Die Curve besteht aus einem, zwischen der Asym* 
ptütc P und der Linie S liegenden, unendlichen Zweige. 

I, 6. Ciirven mit zwei imaginSren und einer reellen o .« culi r c n <1 imi \?vm- 
ptotc. Die Linie S liegt uncudlich %vcil. Die Curven haben nur einen cinzigcu iVLtlel- 
puMt, und dieser MiNelpunct liegt auf deuqeoigm Dnidinicascr des AsymptotenpuDctet, 
dessen ruircordiieier der reellen Asvmptote pavalld Isl, uod cwar dieser Aqnuptofe drei- 
mal nüher als der Asjrmptotenpunct. ' , ' 

A. Der Asynptoleapvuet Uegt nicht auf der realen Asymptote. Wir finden Uer 
CtDC eiHiigp Grufipt' iiiil vier ver.sciiiedencn Arten. 

Die 154. Ar L Fig. XXXV, 1. Die Curve besteht aas einem abgeflachten uneodlicbeo 
Zweige und einen Ovale um den Asyroptotenpanet A. 

Die 155. Art. Fig. X.VXV, 2. Die beiden Theilc der Curve sind inaer Bihar ge- 
rfickt und bilden nun eine Schleife mit einem D<^elpuncte in O. 

Die 156. Art XXXV, 3. Die Gnrve besteht ans einem unendlichen Zweige, der 
lieh um den Asymplotcnpunct \ und den Miltelpunct O zieht. 

Die 157. Art. Fig. XXXV, 4. jDie Curre' besteht aus einen uaendlidicn Zweige^ der 
unterhalb der Asymptote P liegt. 

B. Der A^piotonpoDet Hegt auf der redkn Aqmplote. Bkmig* Öftfpt mit einer 
einzigen \rt. 

Die 15b. .\rt. Fig. XXXVI. Die Cur>'c besteht aus einem unendlichen Zweige mit 
twd Wendnng^unelen. 

IL Zwesier FaiL Curren mit parabolischen Asymptoten. 

II, 7. Die Curve hat eine geradlinige und paraboUsebe .\syniptote^ Es befindet sich 
unter den letztern eine einfach osculircnde. Die Linie S, in Beziehung auf diese, ist 
ein Dufcfametier derselben. Von den drei Millclptmclen liegt einer nach der Richtung 
dfotee iSnrehmessers uaendiich wek. Die venchiedenen Grippen hingen von der gegensei- 
tigen Lsge der geradlinigen Asjnptote nnd der Linie S gegen die oseullrende panboUsche 
Asymptote ab. 

A. Die parabolische Asymptote wird von der gcradlinigeB P In xiret reellen Punctcn 
gescbnitten. Mach den TcneUedcnen Lagen der. Linie S eigeben ddi bier-fOnf vcfwUo- 
deoe Gruppen. 
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a. Ertte Gruppe. Die Linie S Bclincidpf die durch die parabolische Asymptote auf 
der jgeradliDifcn interccplirten Cliorde iu deren Verlängerung. Die bcidca Abltelpaucte 
■ted reell. Der eioe, O, liegt innerhalb des von drr geradlinigen and panbolbAflo Aityn« 
ptotc gebildeten und nach allen Seiten hin umschlossenen FlJIcbeanMiaies, der andere, O', 
auf entgegengesetzter Seite der Linie S, anfcerbalb der ParabeL Alt Uebergangsarlcn tre- 
ten ans Uer cwei Gnnren mit Dopftelpanetcn fn O and <y, das Sytteoi der geradlMgen 

und der parabolisrheii Asyinptoto, inid cndlirli die Linie S cnipcgen; >vir erhalten hiernach 
sechs verschiedene Arten. Von einer der drei ersten Arten zur andern entfernt sich die 
Onre imnwr mehr ▼on Ihren beiden Atjniptotcn, tritt dann,' daich dB« Linie 8 Undorch; 
-gehend, auf die entgegcngeKetzton Seiten di rsdhcn hinüber und rfldtt wilderam flUMnAjm» 
ptolen von einer der drei letzten Arten zur andern immer uMher. 

Die IM. Art. Fig. XXXVII, I. Die Cnrve besteht aas xwd TheUen. EEser dersct 
ben hat zwei unendliche Zweige, von denen jeder an den beiden Asymptoten sich hin- 
zieht, und einer derselben beide schneidet und zwei Wendungspuncte hat, wahrend der 
andere dieselben nicht schneidet und nnr einen 'Wendangspunct bat. Der andere Theil 
besteht aus einem 0\a!c um Jen Mittelpuncl O. 

Die 160. Art. Fig.XXXVIi. 2. An die Steile des Ovals ist O als eoi^agirter isolir- 
ter Punct getreten. 

Die 161. Art. Fig. XXXVII, 3. Aach der isolirte Pupct ist verschwunden. 

Die 162. Art. Fig. XXXVIT, l. Die Car\c besteht aus einem unendlichen Thcilc, wie 
bei der vorigen Art, nur liegt derselbe auf den entgegengesetzten Seiten der beiden Asjm- 
ptolen. 

Die 163. .\rt. Fig. XXXVII. 5. Die bcidcu Zweige der Cur\'C sind einander immer 
näher gerückt und bilden nun in O' einen Doppelpunct. Ein Wendungppnnct jedes der 
beiden Zweige ist veiadwonden. 

Die 164. Art. Fig. XXXVII, 6. Die Ctirvc hat sich iu zwei Theile getrennt, der eine 
ist ein parabolischer Zweig ohne Wendungspuncte, und der andere ein unendlicher Zweig 
mit der geradlinigen .\s,vmptole und mit drei W«ndtmgspnncten. 

ß. Zweite Gruppe. Die Linie S geht dwdi einen der beiden Durchschnitte der bet 
den Asymptoten. Ein Mitlelpunct 0-' fiUit alsdann in eben diesen Durchschnitt, der andere 
innerhalb des von -den Asymptoten nmschlossenen Fllehenraomes. "Wir finden hier vier 
Arten. 

Die 165. .Vrt. Fig. XXXVIII, 1. Die Cur^-c besteht ans einem onendUcben Theile 
mit den beiden Asymptoten und einem Ovale um den Mittclpuuct O. 

Die 16«. Art. Fig. XXXVIU, 3. An die Stelle des Oveb ist der eoo|a|M« PMct 

O getreten. 

Die 167. Art. Fig. XXXVIU, 3. Auch dieser Punct ist verschwunden. 

Die 168. Art. Flg. XXXVIII,4. Die Gurre besteht blob ans efaiem TbcBe und die- 
ser aus zwei unen^Dicben Zweigen. 

y. DriUt & n y. Die Linie S sdmeidct das 4^1°^ parabolische Asymptote auf 
der gfffBilliideen Intertfeptirte Segment, and iwar so, dafs denelbe bi soldm swci Theile 
getheilt wird, von welchen der grOCsere gröCscr ist, als das ganze Segment multiplicirt mit 
j(2 + )^3). Die beiden Mittelpuncte fallen alsdann beide in den gröCsem derjcniecn hei- 
deo Abschnitte, in welche der von den beiden Asymptoten umschlossene Flächeurauu 
durch die Linie S getheilt wird. Wir begegnen hier sechs verschiedenen Arten. 

Die 169. Art Fjg.XZXlX, 1. Die Owe besteht blois sns einem Theile und dieser 

30* 
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UM swei uiieDdÜc]ie& Zireigen, vod vr eichen einer, mit zwei Wcndangsponctcn, sich beu- 
teUBndg in den umteUottenen FlichcDrauiB enireckt und sich uu» die beiden Miltclpuucte 
liebl, und der andere nur einen Wcndungiiimnct hat. 

Die 17(1. Art. Fi^. \XXiX, 2. Der erstgenannte Zweig bildet eine Schleife nm den 
Mittelpuuct O' mit einem Doppoipunclc in O. • 

Die 171. Art. Fig. XXXI.X, 3. Von demselben Zweige Inl eich ein Oval, das ddi 
pni den MilU-lptiiu.1 O' .si liUiif;!, al>&esoiider(, und dieser Z\>pig hernarh die beidCQ ^IVeil* 
dungspuncle, die bei der vorigen Art. vcrsdiwunden waren, wiedercrliallcn. 

Die 172. Art. XXXIX, 4. An die Stelle des Ovab ist der isolirtePonetO^ getreten. 

Die 173. Art. Pig.X\\I\, 5. Aiirh der isolirlc Piiiirt ist vcrsrli^uiiden. • 

Die 174. Art R^XX.ViX, 6. Die Cunre i»t auf die culgegeagcsctztcu ä«itco ihrer 
Asjmploten blnObergetreten. 

i>- J ii-rlr (ß'riii'pe. l)ic Linie S srlincidct das durch die paraholisclic iXsjniplote auf 
der gcradhiiigoii itilcrnplitic Segiiicnl, und (heilt dasselbe in zwei Thcilc, von welchen der 
gröbere dem gnnztn Segmcutc, muUiplicirt mit ^(2+V3), gleich ist. Die beiden Mittel- 
poBcle O und O' fallen ahdinn in demselben Ponete xwanneii. Es ergeben sich hier 
▼ ier verschiedent' Arlon. 

Die 175. Art. Fig. XX«, 1. Die Curve erstreckt sich bculclftirmig um die beiden £U- 
■anunenfoUenden Hittelirancte in den von den Asymptoten nmschlossenen Rann. 

Die 176. Art. F);j. XL, 2. Die Ciirvc hat oiiuMi R(irkk(!ir|)unct in O. 

Die 177. Art. Fig. XL, 3. Die Carve besteht am einem einzigen Tbcile mit zwei 
onendlichen Zweigen. 

Die 17R. Art. Fig. XL» 4. IKe Corve ist auf die en^egcogeseiztcn SeHen ihiw bei- 
den Asymptoten binübergelreten^ 

e.~FSif/)e Gngßpe. Die Linie S schneidet das dorch Ae parabolische Asymptote anf 

der geradlinigen InlereepÜfte Segment in zwei solche Theile, von welchen der gröfscrc klei- 
ner ist, als dnp eniirc Sreinciil multi|)licirt mit I(2-f-V.{) Die beiden MittclpunctO sind 
imaginär. Ls gibt nur zwei Falle, und diese bilden nur eine einzige Art. 

Die 179. Art. Fig. XLL Die Cnrve bestdit ans einem einzigen Theile ndt xwei an* 

endlirhcn Zweite». 

U. Die usculirende parabolische Asymptote wird von der geradlinigen nicht geschnit- 
ten. Die beiden ICtfetpnnele, welche Imater reell sind' und bd keiner Lage der LHaie S 

zii<ninmpi)fnll('ri können, beiden z\vi>(lirn den beiden As^ymptOtcn. Die ScdlS hierbei XU 
unterscheidenden k'&ile liefern nur drei verschiedene Arten. 

Die 160. Art. Fig. XLIi, 1. Die Corve besteht aus twei Tbeilen, von welchen einer 
der parabolischen .\sympt()t(- und der andere der ^«dlhygen Aqrni|»tote slch nShert; Je- 
ner bat keinen, dieser drei Wendungjsptuicte. 

Die 181. Art. Fig. XLII, 2. Die beiden Thdte der Cnrve sind einander immer nl- 
her gerückt, und bilden nun in () einen Doppclpunct. 

Die 182. Art. Fig. XLIi, 3. Die Cunre besteht aus einem Theile mit swd nnendli« 
eben Zweif:en. 

< Die oseulirende parabolische Asymptote wird von der geradlinigen berührt Et 

Her der beiden ^liKeipunele flilll alsdann in den Herülirunpspuncf. 

a. lirale tJrupitc. Die Linie S geht nicht durch den Ueriüirung.spuuct. Der zweite 
Ifittdpunct liegl alsdann anC entgeg^ngeaetster Seite der Linie S, ihr drdmal so nah all 
encr BeiübmngiqHnict. Es gibt hier vier vendiiedene Arten. 
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Die 1H3. An. Fic. XLIII, 1. Die Curvc besteht aus zwei unendlichen Thoilon, von 
welclicu ctucr uu der parabolischen Asymptote und der andere an der geradlinigen sich 
Uniidit 

Die 181. Art. Fig. XLIII, 2. Die Curve bat einen Doiipelpuiici in O. 

Die 185. Art. Fig.XLUl,3. Die Curvc bestchl blufs aus einem Tbcite, der in zwct 
«nendlk^ Zweige xerfilllt 

Die 186. Art. Fig. XLIII, 4k Die Corr« ist auf die entg*gaaB«Mtst«tt Sdlcn der 
AsjinptotcD binübergetretcu. 

ß. ZweUe Omppe. Die Unie S gabt dnrcli dea^ BerAhnBigspaiict der beiden Aeyn»- 
ptoten ; in diesen l'uuct fallen aledann die beiden MUte^Nmete suaBMien. Diese Gruppe .' 
bat nur eine einzige Art 

Die 187. Art. Fig. XLIV. Die Cure besteht ans feinem Tbeile and dieser ans swei * 
anendlichen Z^veigcn. 

II, 8. Die Cunrc hat eine oscolircndc ' geradlinige Asymptote und unter ihren parS' 
iMÜscfaen eine nach höchster Ordnung osculircnde. In Beziehung auf- diese liegt . 
die Linie S unendlich weit* Die Cnrvc hat nur einen einzigen Mittdpvnct, und dieser liegt 
auf demjenigen Durchmesser der parabollsrhen .Ysyniploten , dessen zugeordnete C'liorJcu 
der gcriKlIitiiircn Asymptote parallel sind, und zwar in der Milte der beiden Diirclischuilt«- 
|Mncle (licKcs Durchmessers mit der geradlinigen nnd der osculirenden parabolischen Xay^ ' 
ptolc. Die Curve uiiherl sidi jeder ihrer Ijfiden As> mplotm beide Male niif derselben Seite. 

A. Es wird die parabolische Asymptote von der geradiiuigcu in reellen l'uncteo g^ 
sdoiiUea. Bbuitge CShffw mir Tier venehiedenico Arten. 

Die 188. Art. Fig. XLV, 1. Die Curve besldit ans etoea onendBAfln Tbeile mit 
den bcidea Asymptoten und ciucu Ovale uiu O. ' ' - 

• Die 189. Art. Hg. XLV, 3. An die Stelle des Ovals Ist ein sogeordneter isolirter 

Punct O getreten. 

Die I9U. Art. Fig. XLV, 3. Aach der conjugirtc l'uuct ist verschwunden. 
Die 191. Art. Fig. XLV, 4. Die Corve besldit ans einem paraboliseben Tbeile, der 
innerhalb der usculireudeu Aignuptotc liegt, vod einem tweiten onendlichea Tbeile mit 
' der geradlinigen Asymptote. 

B. Die oscaBrende parabolische Asymptote hat mit der geradlinigen Iieinen Punct ge- 
mein. EtHxige Grupjte mit vier Tcr.^chicdencn Arten. 

Die 192. .\rt. Fig. XLVI, 1. Die Curve besteht aus zwei Thcilen, die beide ztri- 
schen ihren .\symptoten liegen; einer derselben, mit zwei \VcnduDgS|Hincten, zieht sich 
an der geradlinigen Asymptote hin, der andere an der ttafsem Seile der parabolischen. 

Die Art. Fig. XLVI, 2. Die beiden Zweige sind einander immer näher gerückt, 
ond schneiden sich nu|i im . Doppelpuncte O. Die beiden Wendungspuucte sind vcr- 
•achwandeo. 

Die 191. Art. Fig. XLVI, Die f'iirve bcfloht, wie die voritre, nur nus einem ein- 
zigen Thcile; dieser zerfällt aber in zvici uuendlicbe Zweige, von welchen jeder einen Wen- 
dungspnnct.hat 

Die 195. Art. Fig. XLVI, 4. Die Curve besieht nus einem iinenilliclien Zweige mit 
swei Wendungspuncten, der »ich an der geradlinigen Asymptote hinzieht und einem para- 
bolischen Zweige, der adner Asymptote anf der fniieni Seite sieb nAert. 

C. Die useulircnde parabolische Asymptote wird von der geradlinigen berthrt Et»' 
»ige Unijff» mit zwei venchiedenen Arten. 
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Die 196. Art. Fig. XL VII, 1. Die Carve be&tebt blofs int «ncm Tlieile, der zwi- 
tdbcD den beiden Asymptoten liegt und in zwei Zweige sieb trennt, deren jeder cioea 
WendangspuDct hat. 

Die 197. Art. Fi|j. XLVII, 2. Die Curve besteht aus einem unendlichen Zweite mit 
der geradlinigen Asjinptote, und einen parabolischen, der seiner A8yui|>(ütc auf der ioocm 
SAe lieb nlbert 

r ' 

lEf. I^iH0r F»IL Carven lait xwei parallel«ii gerkdllnigen Asymptvtsv 

III, 9. Die dritte Aejaptot« iMt mlit der Gotve cfauo gewOfailidien Coataet, and 

schneidet dicselbo. Die Linie S i$t den beiden pninllcltn AsMnplotcn parallel ^IVfr «|t 
haltea hier zwei (iruppen, von welchen jede nur aus einer Art besteht. 
TaL^ ct. Ente Grvjipe. Die Linie S geht zwischen den beiden parallelen Asymptoten 
iiindntdi« 

Di« 19S.Art. Fig. XLVIII. Die Curre besteht ans einem anendlicben Zweige mit 
elnaB Wendun(;spancie, wekbcr innerlwlb der beiden parallelen Asjmptoten liegt, und 
diesen beiden As\ ni|)totcn nscfa entgegengesetzter Riclitung sich nähert, und aufserdem aus 
xwei Zweigen ohne Wjendongspunctet die unter sieb und dem erstgenannten Zweige in ' 
unendlicher Entfernung verbanden, sind^ 

ft. Imadu fl hffe. Die Linie 8 gciht niebt «wi»di«n den beUen paralbn AijupK». 
len btndurdi. 

Die 199. Art. Fig. XLIX. Die Curve besteht wiedemm MM drei unendlichen Zwei- 
gen, wdebe in onendlidier Entfemnng arft dnander verbunden sind. Deijenlg« Zwei^ 

trclrlicr iiuierhnlb der beiden pnrnlli-]en Asymptoten Begt» nlbert stcb bslden nnd| dcnel- 
hta l\ichtuQg und hat keinen Weudimgspuncl. 

' in, 10. Die dritte Asymptote ist eine oscnlirende. Die linie S liegt onendlieb 
weit. Emtige Gruppe mit einer Art. 

Die 200. Art. Fig. L. Die Gurre besteht aus drei unendlichen Zweigen, von denen 
keiner einen Wendungspunct bat. Ein Zweig liegt ionerbalb der beiden parailden Asym- 
ptoten, and nähert sich denselben nach derselben Kichlung; die beiden andern Zweige nä- 
bem nch diesen Asymptoten nacb enlg^gsngesetstcr Richtung auf der iaÜMni Seite und 
der Asymptote P beide Male auf dersdben Sdte. 

111,11. Es sind die beiden parallelen Asymptoten imaginär, die dritte Asymptote 
ist eine gewöhnliche. Die Linie & ist den licidcn imag|nirep Aigmptoten paraUeL £ji»> 
tig9 Gruppe mit einer Art. 

Die aoi. Art. Fig. LI. Die Carre besteht aus einem nnaidUeben Zwdg» der aejne 

AiJ'niptole schneidet und drei Wcndungsininrd- hat. ^ . 

Iii, 12. Die beiden parallelen Asymplotcu sind imaginär. Die dritte Asymptote ist . 
eine osealir ende. Die Xinie S liegt anendKeb weit Elimdg» U ru f f« teil einer Art. 

Die 202. Art. Fig". LH. T)!c Curve besteht aus einem einzigen Zweige nilCfrei 
Wcndungispunctcn, und liegt auf derselben Seite ihrer reellen iVsyuptote. 

111,13. Es fallen die bdden parallelen Asjnptotcn in ein ebnigo' gerade Ltade m- 
samnien. Die dride Asyinptole ist eine gewöhnliche. Die Linie S ist dctt beiden SOSani- 
menfallenden Asymptoten parallel. £tm%e Crhfye ait einer Art 

Die 203. Art Fig. LIU. Die Corvo bestebt ans nw«! oniiBdlnt Zweigen, welebö 
den zusammenfalienden Asjidptoten sich auf entgeg^ngMetiter Seite nacb derselben Rich- 
tung bin nlhem, an da& sie» in aneadlicberEntfsnnni^ gleirbia» einen RUckkebqponct 
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bilden. Der eiuc dieser beiden Zweige nSihcrl sich der drilteu Asymplofc, ohne sie zu 
achneideD, der audere, nadideni er sie zuvor gcscbaitteii} dieser iiat cinea Weudungs- 
puDct, fener aicbt. 

III, 14. F.8 fallen die beiden parallelen Asympfofon ziisaiiimen, die dritte Asyin])fi)te 
ifil eine osculirendc. Die LiaieS liegt uucudlich weit. Jünzige Gruppe mit einer iVrl. 

Die 204. Art. Fig. lÄV. Die Gorre bestellt ant znd aneodliebeii ZweigeB, «eldM^ 

wie bei der vorljeu Art, in unendlicher Entrcrnuii^ einen I\üclvk(l)ri>iiiict bilden, .ihrr nun 
die reelle Ax^mptotc P nicht melur schneideo, sondern ganz auf einer Seite derselben liegen. 

If. f'ierter Fall, Curven mit seraicubi-parabolischen Asjmptoten. 

IV, 15. Die 205. Art. Fig. LV. Die semicubische Parabel. 

IV, 16. Die Cunrc bat unter ihren unendlich vielen ^micubi- parabolischen Asympto- 
tea ctne 'einfach osculirende. In Beiiehung auf diese hat dl^ Unie S diejenige Rich- 
Inng, nach weldior die .Vsymptolcn nur in zwei Puncten ccschnillou werden, weil der 
drille Durchschoittspuuct. unendlich weit Ucg^. Jede Chorde, welche dieselbe Richtung 
bat, wild von der Tangente fan RH^kebrpnnete der oieulirendcn, aemienbi-partboliedien ' 

Asymptote halbirt. A'on den drei Millclpnnclen der bezflglirlicn Curven fallen zwei in 
diesem llückkehrpuncte zusammen, der dritte Mittclpunct, O, Hegt auf jener Tangente im 
ROdikehrpnnete von der Linie auf entgegengeseixler Sdte^ on dBe RlUle Weiter, ab dle>* 
8er Rückkeliiinnu (. cnfferat. Ks treten uns liit r drei verschiedene Gnippen entgegen. 

er. Erste Gruppe, Dio-osculireude Asjrmptote wird von 4er Linie S in twei reellen 
PUKten gescbnitten. E> giN bier vier venchiedene Art^n. 

Die 206. Art. Fig. LVI, 1. Die Curve besteht aus einem noMldlichen Zweige, wel- 
cher Bich seiner «scnlirenden Asymptote beide Male auf der conveien Seite nähert und 
beotelfitmig mn den Rflekkdtrponct detaelben schlingt. Ein' sotcber Zweig hat notbwen- 
dig zwei Wendungspnncte, weil die Asjroplotc, je weiter sie sich erstreckt, immer mehr die 
Ricbtong'der Linie S annimmt, und, im I)nr(!li>:rlHiilte dc^^elbcu Zweites niit (1er Tnnuenic 
im ROckkehrpuncle der Asjmplole, die Inugenlc desscibcn ebenfalls der Linie ö paral- 
lel ist. 

Die 207 Art. Fig. LVI, 2. Die Cnrre bildet eine ScUeife «n d«B ROckkehiiMict 
mit einem Doppelpunctc in O. ' ' 

Die 208. Art. Fig. LVI. 3. Von dem uiendüebcn Zweige der Cnrve hat sieb ein 
Oval, das sich um den Rückkchrpiinct ziiht, ah^ielrenut. 

Die 209. Art. Fig. LVI, 4. Der uuendlicbe Zweig ist immer weiter gerückt, das 
Oval innner gnölser geworden, and bat rieb, dureh die Linie S UndurdigdMnd, bi dMn 
onendliriicn Zweig umgestalte^ welcher an der oeculirenden Asymptote beideHale anf der 
concaveu Öcitc sich hinzieht. 

fi. ZumSie €nfpe. Die oscdbendc Asymptote wird von der Unie S nicht in reel- ' 
len Puncten ge.xrlmitlen. Auch diese Gnippc enthalt vier verschiedene Arten. 

Die 210. Art. Fig. LVU, 1. Die Curre besieht blofs aus einem unendlichen Zweige 
mit twel Wendungspuncien, welcher der osculirendcn Asymptote beide Male auf der con- 
vescn Seite sich nähert. 

Die 211. Art. Fig. LVII. 2. Zu dem ancüdlieben Zweige ist dn coojogirter jsoUr- 
ter Punct in O hinzugetreten. 

Die 21-2. Art Wt^ LVH^ 8. Statt des Uoben INmetee liebt sieb ein Oval onn den 
Uittelpanct O. 
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Dir 213. S.ri. Fic. LVII, 4. Die Ciirvc besteht blofs aus cinnn anendlichen Zwdge^ 
welcher der osctilirendt n Asyniplolc beide Male auf der coDcavcd Seite sich nähert. 

y. Drille Gruppe. Die Linie S gekt dnrch den RQckkebrponet der OMolirendeo 
Asvniplotc. Diese (»riippp zHhit 7.\rei virschii-dcnn Arien. 

Die 214. Art. Fig. LVKI, 1. Die Curre besteht aus einem uuendlicbcu Zweige, 
welcber der oscaRreDden Aajtoptotfl auf der 'eonrexco Seile licb ndiert, und an einen 

Ovale, das durch den Rürkkelirpnnrt dieser .\s_vinploto echt. 

Die 215. Art. Fig. LVlil, 2. Die Curvc besteht bloCs au< einem uncodliclieu Zweige^ 
welcber dnrdi den Rfldikebrpanet der oscnlirenden Asjmptote gebt und an deren toaat- 
Ten Seite sich liinzlilit. 

IV, 17. Die Cur^e hat unter ihren semicubi • parabolischen Asjmptoien eine nacb 
bOcbtter Ordnnnf oacalirende. Die Linie S und der dritte Milteipnnet Hegen aa- 
-endlicii \Mit. ^^'ir crliallrn liior eine ilnilgc tiruppe mit zwei verschiedenen Arten« 

Die 216. Art. Figp LIX, 1. Die Curvc betlcbt blob ans einem unendlichen Zweig» 
mit zwei WendungtpanctcD, aaf der coorexen Seife der OMolirenden Asjnnptotc. 

Dil J 1 7. An. Fig. LIX, 2. Der unendUcfae Zweig ist auf die concare Seile der os« 
cuUreudcQ As^piole binUbcrgetrctcn. 

r. Fünfter Fall Die Trident-Carve. 

V, IS, Die 2tS. Arl. FL' I.V. I)i«> Triilont- Curve besteht ans zwei unendlichen 
Zweigen, von >velchcn einer inneiLalb und der andere aufeerhaib der sie ciufacb osculi- 
Bcnden parabolbdicn Asymptote liegt Die beiden Zweig» liehen dcb auf cntgegengeaelz- 
ter Seile ihrer gorndliiiif^cn Asyoiptote bin. Der zuletzt beiekbaete Zwdg bat nolhwen- 
d^ eben Wendung^]>iiDci *). 

IV. Secfi«(er Fall. Die cubische Parabeb 
V^19. Die 219. Art. Fig, LXL Die cubiscbe Parabel. 



277. ^^'ir Imhrn also in der \ orificii Niiiiiiiior im Cianzcii 2If) >crsrhicdcnp Arien 
von CUuM U (Iritler Ordnuii;; ertiaitcn. Mehrere dieser Arten enthalten Cur>'co, deren Lauf 

: — gröbe 

*) In der Clcicbaag TridcalsCurrc: 

p(p«-»-2q)-t-,t =0, 

bcdfnlof [1 di n Ali^l.iriil {Ii s lirnt'ijillclirn Punrlis vnn der gcraiülnijcn A«) mptote , nni! ilrr Aiisilr n l 
(p'-l-iH), den AKslatiil ji rM S Piitirlcx vmi der nMulirmilon psr;il>oli-.« Iicn A>vni|>lolr, i;rnoiiinii'n auf il< ii 
Dlirrlinmitrm dii scr Iclzterii, «nl.ci ObfniitfÄ noch A'xnv l»riilfn Alisliinilr, jf nach der TmcLicdencn Bp- 
SÜnmang der Funcltoncn p und q, mit vcrscbivdrnrn coosUuten Coeflicicnlcn ra moltiplicimi sind. 
Dw Ptadpcl ditaw liridni Abtiäode tat aUo (&r alle Punctc der TMlMtCarte coattant, ivonacli dicN. 
Cwvt, maa Are pmSMf/t, ftra oscaiiMadc pamiMdladie Aqaiiplale aad iigmd da PaMt dtndbca • 
{^»grbra shid, Irichl m eonairnTca Ist ' - 

Die CiirM- lul lim- Sroba Analogie mit Art grvrülinliclirn Ilypcrbcl. \\'\r V'mnvn utn »Iii* Punflo 
drr Ehrnf- riurr süIcIkii Curve, panllrl mil rinrr ilinx l>ridrn Atvinploten. »o rorUcriirlt iIiiiLi'H, tlafa 
dir Pnncle dfrselbm Paratlrlfn ihr»- pfsniM'itipi'n Abslüiid« Itfilieballtn. Wrnn akdann diese l in|;«»lal- 
tang cUdanJi nSiwr iMoXiniriit w'ai, dab die mcite Aiyinplole der Hyperbel m eine Parabel ttbcrgcht, 
waldiC die rrsir Anymptoli* za riurin ihrer Dorclimi'sspr lial , so gehl iSm Bjypcilid adlMt ia di« Tit» 
dait.Cnrvf >il>< r. %vrlclie i«ne Parabel m ihter «MaUMadcB Aqnaplole hat, and jnh der siveiica Asym- 
. fMm der ll>|K-rlii l pirallelr Renda Llide Tenraaddt aidb ia «iae llaBciw Ptotbcl, die «bw (^wShdidie 
pmlNBsBfae Aajrvptole drr TrideaUCane ist 
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PVÜM Uebcreinslimronng darbietet; und nach solchen Ucbereinftimmangea können wir 
dm« Mühe die rcrscbiedencn Arten in Familien zugammcoctelleo. Dann würden zum Bei- 
spiel die Arten: 127, 130, 136. 110, 112, 146, 153, 157, 158 und 202 eine etnige solche 
Familie bilden, in welcher jede Curre nnr aus einen) Zweifle mit zwei Wendungxpunctea 
besteht, der einer geradlinigen Asymptote beide Male auf derselben Seite sich nähert. 
Ich halte es für unnOthig, die verschiedenen Familien, die uinn auf diese Weise findet, 
hier aufzustellen. 

Ich füge nur norh die letzte BeRv^rkiuig hinzu, dafs durch keine affine Umgcstal- 
tang irgend eine der in dem Vorstebeaden aufgezählten Gruppen von Curvcu in eine au- 
dere llbaigehen, and auch kefne Curve IrgMud eioer Art ia irgend ein« Gnrve einer andern 

Art sich vfr>v.Tti(!phi kniin. Die dni Asymptoten einer Curve drilter Ordninip bleiben 
nemlich auch noch die As^^mptoteu der neuen Gurre, und hiernach künncn wir die affine 
üngertaltong dadurch vollaMDdig bettimmen, daft tvir dem nrapilingltdien Atynftoten- 

Dreiecke irgend ein änderet als entsprechend ansehen. Die pröfstc Kllipse in dem ur- 
sprünglichen Asj^roptotei^-Dreiacke gebt alsdann in die gröfsle Ellipse, die dem neueu iJrci- 
ecke lieb eimcbreiben lafiit, QW; nnd Ae Lage der drei MiHetponele der orsprOng- 
lirhen ('iirve, in Beziehun<; auf das Asymptoten-Dreieck und die pröfsic Fllipse, bleibt 
nach wie vor dieselbe. Die Gruppen Sndem sich also nicht, und endlich Xndera sich auch 
die Arfen in Jeder einseinen Gnippe nicht, weil, wenn die nraprOnglich« Cnrre einen D«p 
pelpunct hat, sie ihn auch nach der Uogaitaltnng behllt» nnd aonach du Uab«cgpn{p-ilÄk 
ten in ieder Gruppe diesellien blolMn. 



§. 6. 




278. Die Theorie der singnllren Pnncta der Corven, die man, weil sie ai» den 
Arbeiten der f^rüfsten Geometer herror^ogangen ist, als abgeschlossen nnd Tullendct 7ti be- 
trachten geneigt war, bat sich in Folge der neuesten Uotersuchuogen Über algebraische 
Curven da nogenOgeod arwicson, nnd es ist nicht an Tcrkennen, dafb in ihr Ta r seMedan» 
artige Hesiriffc zusammeDf^ostlimoIzcn worden sind. IMir srlicint es, dafs man die Theorie 
dieser Puncte aus einem ^dern Gcsicbtspuncte entwickeln, und ihr Wesen nicht mehr wie 
IliÄar darin suchen mnft, dafs In der Taylor aehen Entwietiong einer Coordfaiat« als 
'Vnnction der andern, die Differcnlial-Coefficientcn Null, unendlich und unbestimmt werden 
JkODncn. Es ist vor Allem eine Fundamental- Unterscheidung festzustellen. Mao kann sieb 
.tine gegebene Corve etoars ei ts als Ton einem sieh bewegenden Fnncte beschrie- 
ben and andrerseiis als von einer sich bewegenden geraden Linie nmhüllt vor- 
Btellen. Das Princip der ReciprociUt ist das Band, welches diese bcidan VoittellungiBwei^' 
sen ndt einander verknlipft. Auf die erste Yorstellongaweise beddit sich dß analjtiachn 
Ikatalellung der Gurre durch eine Glcichong zwischen finaaren Punct- Goordlnalen, auf 
die zweite Vorsiclhingswcise die Darstallnng dar Gurre dnrtb eine Glcidning nrisdiai M-' 
neareu Linien -Goordinaten. 

So wie einerseits finner in beanndem Flllen rwei oder mehrere Zweige eioer Curve 
dnrcbcincB nnd denselben Ponct g^en kaancn; an hOnnen andranaita mehrere Zweig» din* 
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selbe {gerade Linie berühren. Neben Doppelpuncle und uichrfarhc l'iiuclo slcllcn sich 
Doppchaugcnlcn und mehrfache TaiigeiUcu. Zwei iuiagioire Zweige liiinucD «ich in ciueu 
reelles Pvncte edindden, wekher akdann, wenn er bloGi «in Doppelpaact lat, ale eoii)u> 
girier isolirtcr Pund yi<!i dnrstelil: ebenso kiinnrn zwei Z»\ei(:e eine renllc ^i rjule Li- 
nie berühren, und diese Doppeltangcute stellt sich aUdauii, im Allgemeinen, als eine con> 
jiigirie {tolMe f ende Linie der. Statt aicb zu schneiden, können xwd Zweige einer Cnrv« 
sich berühren, und bilden alsdnnn, wenn kein dritter Zweip di r Curie durch den Bertih" 
ruugspuocL gehl, einen Rtickliehrpunct: statt dats eine gerade Linie von zwei Zweigen einer 
Gurre in zwei ▼enchiedenni Puncten berOhrt wird, klionen die beiden BerObrun^unet« ' 
auch zusniiunenrallen ; im Ml^i-iiieinen sdniri lrt alsdann die DoppcUangente die Curre, in* 
dem sie dieselbe berührt, und es bilden die beiden zusammenfallenden BcrDhrungfipunete* 
einen Wenduuj^spunct. Die Taugenie in einem ROckkchrpuncie ist, im Allgemeinen, kei-~ 
uesweges als eine Duppellangente im oliigen Sinne anzusehen; eine gerade Linie, welche, 
indem sie ^it Ii liovr^;!. dir Ciirve unilidllt, rückt rnntiniiirlich sich fortbewegend iil)er den 
RQckkebrpunet hiuaus, und nur der Bcrülirungi^punrt auf dieser geraden Linie üudert im 
Rflckkelirpunctc piMilicb die Richtung «einer Bewegung. Ebenso ist ein Wendungspund^ 
im AlIii' iiiciMcn , keines« etres ein Doppripiiiict : der «Iii; Cur^ e bcscliroibcnde l'uncl bewegt 
sich contiuuirlicb durch den Weudungspuuct hindurch, und nor die Tangente der Cunrn 
io dem beschreibenden Punde Indert, bei diesen Dnrcbgange, plMiUcb ihre Bewegnng. 
Bei dreifadien und mehrfachen Punrtcn und bei drcifaduii und iiulirfichcn Tnnf^cnten 
kommen neue Beziehungen iu Betracht. Ls kann die Taugvale iu einem mehrfachen Puncto 
angleich aodi eine nehrfcebe Tangente aeln. Nach diesen Betrachtungsweisen ergeben sieb 

alle $ini;ul.')rilät<-n im T,.iufe der (!tirvon. 

Was die analvtisrlie Darstclluugsweise der Theorie der singulttrcu Puocte iietrifft, so 
idieint es' mir nnouigätij^lich nothwendig, statt der gewtllinlicbcn Differential-Coeffidente^ 
welche Grünzwerthe ^on Verliältnisson gleichzriltgrr .\cnderuugen zweier Coordinatea bn> 
deuten, partielle Differential -Coeüicieuten, welche sich als Functionen der beiden Coon 
cBoaten darstellen, einzufohren. 

Wü" wollen iu den folf;endeu Nuninicrn dieses Paragraphen, weil wir uns hier zuvörderst 
nur mit den Curvcn dritter Ordnung bescbäftigeu , bloft in Uiiler8uchun<:en über Doppel, 
punclc und Wendungspuncte eingehen, in der Art, dafs wir, um den Gesichtspunct nicht 
zu beschränken, zuerst die Theorie dieser Punclc in ihrer ganzen Allgemcinhdt aosfilbr» 
lieh entwickeln, iiiirl dann zur Discussion der Kicenscbaflen der iragltchMI PnnctOf in SO 
fem sie bei Curveu dritter Ordnung vorkommen, uns wenden. 

97». Essel: FCv.DsUsO, (1) 

di« GldchttBg hfend' einer Cnrre, und 

i» = *l+y. (2) 
die Gleiehmg einer fjeraden Linien i; and ^ bedenlen belldrige llnoare Pnnct-CoordinateD, 

und können als beliebige lineare Ftinrtiuneii ticwiiliiilirlicr l'ariillel - f"!oordinaten , welche^ 
wenn sie gcbrocbeoe sind, indefs dieselben Neuner babcu müMeu, betrachtet werden, x und 
Y sind zwei Conslante. Zur BestinHnnng der Dorchschnillspancle der (senden Lfado waA 
der t'.urve, erhallen wir, wenn wir etwa q awiseben den beidctt ▼oistehänden Gldcbongea 
eliminiren, die folgende Gleichung: 

F((x|+;'),J) ~ (5) 
Indem wir Bestimmungen über die Wurzeln dieser (>leiiliung macliea, awcben Wir Vor- 
ansiettangen (Iber die Mator der Cwre (1) oder Ober ihre Beziehong tnr gendeo Uni« 
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(2). Wenn die Curvc eine gegebene ist, und wir x und y als unbestiinnitc Constante, 
in heUst die gerade Linie {2) aU irgend eine beliebige betrachten, so künncn >vir, im 
AUgendiMB, swei AnnabiMD über die Wmxeln der ktttco Gleichung machen, und da- 
(lurdi .'ilsdann jene beiden Constanten ah bestiniitit ansehen. Sollen zwei Wnrrela der 
Gleichung (3) einander gleich sein, and also zwei Durchschnitte der geraden Linie (2) 
md der Gurre (1) nmauMabnen, to wmk bckaoolIlA, nit diesar Glckbong «ugletA^ 

ig- 

die iblffiide beitelicn: ^ s 41. , (4) 

' 'Wenn dte Glekilimig (8) drei gleiebe Wundn beben ond demnaeb drei Durcbediiiitte- 
poncte der geraden Linie uqd der Cunre zusamnienfanrn sullcn, fo mu(t, IBglelclk wU 
im betden Glekhongeo (3) uod (4), aocb noch die folgende bestcbeo: 

Vorliiufi); sehen wir heraus, dafs, wenn eine algebraische Curve von einer höheren Ord- 
nung aU der zweiten gegeben ist, es, im Allgemeinen, solche gerade Linien gibt, welche 
die Curre so icbneldeB, deb drei DordiaiteiKipiiiieie in eineo dozigeii Puict niieaiin«». 
iaUen. 

Wir können der Gleichung (4) die folgende Form geben: 

du du 

-.,+ — = 0. . (6) 

und der Gleichung (5) die folgende: 

dm , « d*ü d«ö „ 

260. Wenn die Gleichung (1) eine algebraische ist und bis zu irgend einem n. Grade 
eniteigt, so ist die Gleidning (6) eine slgebraiscbe Tom (n — 1). Grade in Beiiehang auf 

t; und |. Die letzlicnnuiile (jleirhuiip; stellt .nlso, wenn wir y. .iIs prpeben bcirarhten, eine 
Curve der (n — 1). Ordnung dar, und diese Curve sclmeidet die gegebene, im Allgemeineiv 
in n(n — l)Punclen. Bestinmit man biemecb Conatente so, dafs die gerade Linie 
(2) durcb einen dieser DurchschniUaponcte gebt, so fidieo ron den n DorchschnittspunctCD 
der hiernach ToUkommen bcstiniHten {leraden Linie und der Curve zwei in dem obigen 
DurcliBchnittspnncte znsammen. Aber » als gegeben iietracbten, heifst, in dem Falle daCs 
q und I gebrochene lineare Funclioiien bedeuten, dafs die gerade Liuii (2) durch einen 
festen Piinct tiehf, und in dem Falle, daf» ij und | ganze lineare Funriioneu bedeuten, 
dals die gerade Linie (2) eine gegebene Richtung hat. Wir erhalten hiernach die nach- 
stehenden Resultate. 

Ks lassen ?irli, einerseits, durch einen gegebenen festen Punct, und 
andrerseits parallel mit einer gegebenen geraden Linie, an eine Curve 
der n.OrdBang, iu Allgemeinen n(n— I) Tengenlen legen. 

Wenn der feste Piinct insbesondere auf dem Umfange der Curve liegt, so ist die 
Tangente der Curve in diesem Puucte für zwei zu rechnen. Betrachten wir den Fall, 
deb dies er Pnnct eaf «iner Asymptote der Cure mendlieb weit liegt, so ist esricbllic^ 
dals die AnsaU derjenigen Tangenten, welche einer A<i,vinpiule der ('urre penllel sin^ 
diese Tangente selbst nicht mitgerechnet, .am zwei Einheiten sich reducirt. 
. Es fallen in die Tangente in einem Wcndkngqnmete der Corve, die wir «b ebe oe- ' 
, cnlirende bezeichnen können, sirei Tangpnten xosammen: sie ist also doppell zu zählen, 
wem die gegabene Ricbtoog ihr panllel ist; sie ist dreimal zu züUen, wenn der Wen- 

81» 
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dndpiMmct der feste Pnnet ist Eine oscolirende Asjnptote ist aU eine ^khe Tangente 
W betrachten, auf welcher der Berfihrungsptmct uneodJich weit liegt. Die .\niabl derje- 
niien'Taagentcn, die einer osculirendcn Asjmptot« pwvUfll «lild, rsdiMirt rieh «Im, di«M 
ABjmplote nicht mitgerechnet, um drei liiuhcileu. 

Wenn die Curvc parabolitchc Asymptoten bat, eo redndrt sich, wie bei den Para- 
bdn swcilir Ordoimg, mit denen sie in aneodlidir BntfcrmiBg tunaanenfkllt, die AnnU 
dcrjcnifrrn Tnn»on(rn, die irpcixl einer gcgobcnen geraden X.inie parallel sind, weil eine 
derselben unendlich weit liegt, um Eins. Den paraboUscbcn Asymptoten eulsprechen 
vmi fieradliniBe, die meBdlidi weit Kegan» aber döi SvrduBeateni fmsr ab panJlel huf 
Zöschen sind. Die Anzahl der ihusk DorduMaieni. para[|eleB TtaigeBtcn redodrt rieb 
also um zwei Einheiten. 

981. Wir woUen die TonlehendeD RenlMe, te ioleni rie rieb auf die Cnrven der 
drittes Ordnung beriebeo/ auf aiialytigchem Wege annitidbar nachweisen. Dm gemeine 
<yeidimg dieser Oirve irii pK.+/M = 0, . (8) 

fadem wir p, s und K als Fonetionea gewflhnücher Parallel-CoordtaiatcD, oder rilgeäri 
ner, als Functionen zweier beliebigeB ganzen nnd linearen Functionen, t ond a/eökber 
Coordioaten betrachten, p ünd s sind ganze und liueara Fancli«acii, K ist eine gpnse 
FuDcfioD des xweften Grades in t und n. Die Gleichung: 

u = 0. (9) 
stellt liicmach irc' nd eine beliebige gerade Linie dar. Für die BerührongKponcle auf sol- 
chen Tangenten der Curve (8), welche dieser geraden Linie parallel sind, ist du == 0; 
und biemaeb crh&lt bmd nr Beatiaraniig derselben, ndben der oreptliiiglidieu Gleicbiuig, 
die nad mdi epdet w- ^_._ . . a 

Die beiden partiellen Differential- Coefiicicnten ~ und redudrcn sich auf zwei blofse 

• «I (II 

Coaetante, «od der partldle Diflereiitial-Coeflideiit «ofriBolfaieareFaiMlioo. Wir 

erhalten also zur Rcsliminung der frupliehcn RcrChrunpfpuncte zwei Gleichungen (8) und 
(10) bexQgUcb vom drillen und zweiten Grade. Es lassen sich hiernach also an eine 
Cnrre dritter Ordnung parallel nat einer gegebenen geraden Linie, im Allgemeinen, sechs 
Tangenten legen. 

Wenn die gerade Linie (9) insbesondere der Asymptote P parallel ist, so ist fOr die 
fraglichen Tangenten dp s du = 0, wonach die Gleichung (10) auf folgende sich rcducirt: 

- -4r + '* = «- <■■) 

Wenn wir zwischen dieser Gleichung und der ut!<prüoglichcu p climiniren, indem wir tou 
den auf dw Aejnptote- P li e genden Ptaneicn abaeben, ergibt rieb: ' 

Die BeriAnmgipancle «nf denfenlgen Tangenten der Gntte (8), weldM der- AiynploCe P 
parallel sind, werden durch die vorst^enden Glekfanngen (11) vnd (12), wdüdie beide 

vou zweiten Grade, sind, bestimmt. 

£a laaaen alcb an «ine gegebene Cnrve dritter Ordnung, parallel mit 

einer ihrer Asymptoten, im Allgemeinen, vier Tangenten ziehen. 

Wenn, als besonderer Fall, die Asjrmptote P eine oacolirende ii^ ao ist die Linie S 
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■il Ar puiHd, nnd folglich für die BerUbrangspancte auf den ihr. piiollelca TaugCDfcii 
aocfc dt SS 0. Hiernach redacirt aicb die Gleichuog (11) auf 

(18) 

Der Factor p iin crstcD TbcUc dieser Gleichiiug zeigt an, dafs drei BerübruDgspuDcte auf 
der Asymptote P anendlidi wdt liegen, wooMh in die oaeattrende ABynptote drei dar 
sccbs pnrallcicn TangcnteD'uaanmenrallcn. Tamachltaig^ TTif ao koauBit, lurBeatlni' 
muug der drei üi>rigcn Tan^eilleD, die Gleichung: 

■ . f = 0, (14) 

welclie wir mit der Glcichoog der Curre driUer Ordnung zusammenateUen müssen. Die 
klale Glcfdmng atdlt denjenigen DnrdimeBaer des Kegdadmittea: 

K -1 qr-*-t = 0, 

dar, deasoi zugeordneter der Asymptote P parallel ist» nnd der also durch dei) DUrcb- 
u^bkSU der ItcktHl ifbrigan ABjmptotcn Q und R geht and daa dnrcb diaaelbäi, anf der 
AliljiDptate iniweepliite Segment balbirt. Wir erhalten, ncndidi: 

dK dr . dq 

und yrean nir fllMrdiefib dar Mbäni Fonctionen-Bcstingwing {pnill% 

p-4-q-4-r = ß, 

setzen, wonach, da dp = 0, sich dq-f-dr = 0 ergibt, so nimmt die Gleichung (14) die 

nacbstcbeude Form an: • q r, 

in der wir sogleich die oben bercicbnclc gerade Linie erkennen. 

Es lassen sich an eine Curve dritter Ordnung mit einer osculirenden 
AeymptoCe, pnrnllel mit dieaer Aaymptot«, im Allgemeinen, drei Tangen» 

ten legen: die lU-rObrungspunctc liegen alle drei auf der)<-nii:cn (geraden 
Linie, welche den Durchschnitt der beiden übrigen Asymptoten mit der 
Mitte dca von denaelben anf 4ener oaenlirenden Aajmplote interceptlrten 
Segmentes verbindet. 

282. Wenn die beiden Gleichungen: 

dü _ dü „ • 

^ = 0. -g|. = 0. (10) 

Mgleich mit der Gleichong der Curve beatdicn, ao wird für den bezüglichen Ponet die 
Gleidinng (6) für jeden beliebigen Werth von »befriedigt. Diese Voraaaaeltnng aber 

enthält eine Bestimmung Über die Natur der gegebenen Curve (1). Die beiden vorstehen- 
den Gleichungen (15) stellen zwei Curvcn (n — 1). Ordnung dar, die von der gegebenen 
Curve n. Ordnung und der Annahme der Functionen r, und | abhängig sind. Eine neue 
soldie Curve wird bei jeder beliebigen Annahme von x durch die Gleiehuig-(C) daign- 
stellt, und alle diese Curvcn schneiden sicl» in dcnscibrn (x — l)*Puncten, von ^vclchcn 
einer, der obigen Voraussetzung gemäCs, auf der gegcbeueu Curve liegt. Von den u Durch- 
•chnitfspanctcn jeder beliebigen dareh Acacn Pnnet gebend geraden linie md der gege> 
bencn Curve fallen Twci in diesem Puncto ziis.Miimen. Dieser Punct ist ein D o p p c 1 p u n c t. 
In sofern wir also jede solche gerade Linie, von deren Dndischnittspancten mit einer ge- 
Carrt awei anannMnfiillen, «ine Tangente der Garvc nennen, iat fede b«- 



gdtcmen Gnrve 

licbigc durrli einen 1) o p p t- 1 p u u c t geheude gerade Linie eine Tangente der 
Curve. Auch indem wir uns eine Curve mit einem Doppdpuncte durch eine stetige Um- 
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g[t»ffyjt««ng au* einer andern Corre enUtanden denken (wir können eine solche Umgwtal- 
ting •!• Ton der VariadoB einer ContknileD ■bhlofig betnehtenX reditfertigt tUk «Be B«> 
zcicbnuog jeder darch den Doppclptmcl gehenden geraden Linie doe TttgSDte der 
Cunre. Zur fieetimnuiiig von » hat aiaa im AUgemeineo (6): 

du 

und dieaer Aiisdmdi ateflt Mt, auf den Doppelpunct bezogen, unter der unbcttimmten 
Form " (Inf: f(ir die Tangente der Carvc, iin obijjen Sinne des Worte?, bleibt also in die- 
sem Falle X ToUkommen unbestimuit. Nennen wir aber, indem wir. uns die Curre durch 
die ■telige-Beiregrag eines Pwietn beiditieben denken, Tangente «w eine solehe ge- 
rade Linie, welche durch zwei auf einander fobeiub" Lapreii des he'rhrcibciidcn Piinctca 
geht, und dadurch eine vollkommen bestimmte Lage erhält, oder nennen wir, was dasselbe 
heilit, indem trir ona'die'CSniTe darch eine «ich itetig bewegende gerade Linie «nhOUt 
denken, die nmballende gerade Linie in Tencbiedencn Lag^ eine Tannole der Cwfve«" 

jo ilellt sich » als eigentlicher DirrerentieUQno'tieni ^ dar, nnd dann mOuen 

%vir nach dem wahren Wertbe des blofs unter unbesUmmler Form sieb darstellenden 
Ausdruckes für diese Conslente fragen« .FOr den wahren Werth find^ man, .nach dem 
bekannten Verfahren: 

, du d*Ü ^d'U 

* ™ j dü ~ ~dHJ . d'ü • 

^•■ST ■d5s**"*"di5d| 

nnd, wenn wir entirididn, ergibt sich die Glcichmig: ■ 

r)a diese (Gleichung in Beziehung auf x vom 7,>rci(en (Irade ist, erhalten >rir, im Allpettiri- 
neu, zwei verschiedene Wertbe für diese Constjtntc, und diesen entsprechend aus (2) 
sird vecscUedene Werth» Ihr y. 4Ke 'Cnrve hat also in ihrem Doppelpuncte, im AU|^ 
meinen, zwei verschiedene Tangenten, wenn wir dieses Ausdro^ee qne in dem 
engem Sinne licdiciiea. 

Da die lettte Gleichong (16) mit der ddchong (7) ideotisiä diseelbe iil; so sehen wir, 
hl dem DnpiH l|>uucte drei Durchschnittspunctc jeder der beiden Tangenten und der C iirvc - 
zosamnienfallcn. Hierbei ist indefs der dritte Ponet, was die Beziehung jeder der betdea 
Tangenten zur Curre betrifft, als ein fremder Punct zu betrachten. 

Die lichien Wniseb der Gkichng (14) nnd reell od« iBnginlr,.)e nachdem der 
Anidrack: 

/d'üV d»U d»ü 

posiliv oder negativ ist: sie fallen iiisrtinincn , wenn dieser Ausdruck verschwindet. T)em 
entsprechend sind die beiden Tangenten im fraglichen Doppelpuncte reell oder imaginär, 
oder rie fallen soHHueien. HIemaeb erhalten wir eine Arcifa^ UntendMidimg der Dop- 
pelpuncte: Punrtc. in vvelrhcn zwei reelle Zweige der CnfTO sich schnei- 
den, conjugirte iselirte Puocte, Kückkehrpuncte. 
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Wonn eiuc ppi^ebciie Cur%'C eiuea Doppelpiiuct haf, und wir die, durrh diesen Punct 
gehendcji, geraden Lioicu nickt aU TaDgcnlen ri>cliiicn, so reducirt sich die Anzahl dcrje- 
oigMi Tanfcnten der Gurre, welcbe eber gegebenen gcradeo Unie parallel lind, oder 
durch einen gegcbencB Punct gehen, im AllgcmeiDcn um zwei Einheilen. Dieb folgt so- 
gleich, weil diejenige Canre, dcfren Durchschnitte mit der gegebeneu die Bcrflhrungiipancte 
auf den rraglichen Tangenten sind, und welche, bei gehöriger Annahme tou x, durch fol* 
geade GldcbaDg dargeilettt «[bil: 

du dU 

''.-d;;-*-di="' • 

durch den, vermittelst der 'Gleicbungcn (15), bestimmten Doppeipnnct gebt, wonach ifrei 
ihrer fKihem n(n— l)Diircb«cbQiU« der gegebenen Curve fai dieseni Doppclpuneie tnaam- 

menfalleo. 

' Wenn der Doppelpanet faiberandere ein Rflehkebrpanet Isl^ so redadrt rieh iHe 

Anz.nlil der frnjilirlicii T:tii^i ti(i ii , die entweder einer gegebenen genden Linie parallel 
sind, oder durch einen gegebenen Punct geben, um drei Einheiten, weil die durch die 
leiste GldcbuDg dargestellte Cnnre abdami die ge^eoe Cnrre auf der Tangente im 
BBehkebrpuncle rÜesi r Ii(/!( tn beiiilirt, wonach in diesem Puncte auf der Tanjicnlc drei 
der n(n — l)Durchschuittspiiucle zusamineufalieu. £s bat nemlich die durch die letzte Gle^ 
drang dargestellte Cnrre mit der gegebenen in einem gegebenen Poncte nolbwendig jcdct- 
wA dann eine gemeinsclinfllidie Tangente, wenn die beiden C'urven (15) sich in dem ge- 
gebenen Puuctc berühren, und um nachzuweisen, dafe dieb Statt hat, brauchen wir bloft 
die Gldchoogeu (15^ za diflerentilren, wonach äkh ergibt: 

d'U dUJ^ • 

dv dvdl d« _ d'^ 

ai d«u • 31 — d'u • 

^ ■ dijdl 

' d» • 

Die bddcB Werth« Air gg, wtrdoi, wenn der Anadradi (17). verMhwindet, waa einen 
BAdikehrpunet ameigt, aaf wdkfcen die'Diffiventlal-QaoÜenten m bedehen rind, unter 

einander und mit den ^Irithcn Wurzeln der Gleichung (16) ^leirh, woraus denn folgt, 
dafs die Taugculcn der beiden Cun.-cn (15) mit der Tangente im Küclkkcbrpuncte der ge- 
gd>enen Corre zuaanmenbllen. 

Die fraglirhc Rcducliou der Anzahl der Tangenten, die sich parallel mit einer gege- 
benen geraden Linie oder durch einen gegcbcucu Punct an eine gegebene Curve legen 
latten, tritt auch ane der 'geomelriadien Anschaoong herror. Was namentlich den Fall 
eines ROckkebrpunctes belriiTl, so können wir denselben immer dmliuili enlslchend uoa 
voratdleo,,d8lji dn abgesondertes Oval, indem ee.aof einen Punct sich reducirt, mit doen 
andere Zweige deh verdnigt, wodurch dto bdden Tangenten des Ovales zugleich mit dner 
Tangente des Zweiges ^regfailcn. 

283. Für Rückkchrpuncle, denen wir zuvörderst unsere Aufmerksauikeit srlimkea 
wollen, besteht also neben den Gleicbungcn (15) auch noch die folgende Glcichujig: 

/d'uy d'u d»u_ 

welciie, wenn wir entwickeln und v ut>d | als vcräudcriicb betrachten, in dem Falle, dafs 
dio mpdlBgliche Gldohnng vom n.Gtade Id, hn Allgenieinei^ dne Cnrve d« !i(n— 9>.0vd- 
anng danteUt Wenn die gegdtene Gurve alao ehien Btt^chrponet hat; ao g^endurch 
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diesen PUMi aidrt Bsr die UÜim Comn (15), aonilcni mdi die ncne^ eben 

Curre. 

Die lelxte Gleichung ist von denjcnigea drd 'Gliedeni der GtcSdnog der gegebenen 
Curve (I), in %velchcm «y und | fiar nicht und nur in der ersten Polens vorkommen, 
nnabhiiuj^ig. Wenn >Tir die drei Cocfficienlen, welche diesen drei Gliedern angehören, alt 
nubestiiniute ansehen, &o können wir dieselben auf lineare "Weise, im Allgemeinen, so be- 
■timen, daft die beiflglichc Curvc durrh einen gegebenen Punct gebt, und diesen Punct 
zum Doppcipnnclc hat. Soll der gcf^cbcnc l'unct insbci-ondcre ein RiicXkehrpunct der 
Corve werden kOoncn, so erhalten wir für denselben einen geometrischen Ort, und dieser 
«iid duKh die Gleichmg (18) dargesteUt 

Yfkt iroilen de Bei^iiel die Curvcn dritter Ordnung ndmMB, und demneh 

U = pqr-t-^ _ . 

tettcD. Betraciitai wir aMMin die FoiKtiOB • and die GoMtuite Vi ala bdiddg wa lie> 

besttiramcn. so liliibon die bczCiglichcn Curvon biofs der odin^tins nntcriTorfcn, dafs sie 
drei gegebene gerade Linien, P, und i\, zu ihren Asymptoten haben. Indem wir, wie 
frfilier, • p+q+r 5 ß 

■etsen md tietnaA r ab FWcIImi von f nod q betrachten, fioden wir io|Meb 

d^ _ «J'Ü 

|| = /?_2q-2p = r-.(p+q), 

wonaeb die Gleichung (18), indem wir p und q fUr und | nehmen, in die folgende 

übergeht : (r — (p + (j) — 4pq = 0, 

oad dieie kAnaen ifk ohne MOi^c aurii auf die nachsteheode Fomi bringeD: 

p'+q'+r' = h^- '■ (19) 

üaA anf diesem oeacB Wege zu demselben Resultate als in der 210. Nommer ge- 
langt, dnfs ncmlich der f;eonieIriscfic Ort für die möglichen Rückkehrpuncl«^ soldicr Cur- 
ven dritter Ordnung, welche drei gegebene gerade Linien zu ihren gemeinacbaftlichcu Asyui* 
ploteB beben, di^enige EtUpee iit, welohe die drei Seiten dee von den drd gegebenen 
geraden Linktt fdiÜdeCcn Dreiecke in ihren Mitten berührt. 

Wenn 9, q and r, statt ganzer lioeeren FasclioneD, die gebrochenen: ^, ^ und - 

. B n n 

beilcaten, an atellen die drei ddcbungen : 

P'.=sO, q=0, r=:0, 

•olcbie drd gend» Lfaiien dar, wddie die beiOgUebe Curre dritter Ordnung in din^eiriiMi 
drei Fttneten, in wakben deieelbe.Twn der geraden Lbde: 

n = 0, . 

geedwuHten irirdL berObren. Hit BdbdnUimg der. Imbeiigen BAddmang, afdil abdann 
Äe Gleldinng (UX die wir nun auch auf folgende Weiae e dirdben können: 

p"+q^+r'' = \ßa\ 
dne solche Ellipse dar, welche die drei Seiten des von den drei Tangenten gebildeten' 
Dreiecks so berührt, dab, wenn man die Berührungspuncte auf diesen Seiten mit den ge* 
pciuiberlicirendcn Winkclpuncten durch drei gerade Linien verbindet, diese drei geraden 
Linn n in dem Pole der geraden Linie: n = 0, in Beziehung auf das Tangenten-Dreieck, 
sich schneiden (14. Nummer). Der geometrisdie Ott ftr die m flijBehen Bfldtkdwpwict» 
•okbcr Cwren dritter Oidnnng, welche drd gey b ene §emde Linien in den Dorehadmitts- 

pun- 
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puncten derselben mit cinpr vierten gegebenen geraden I>iiiie berühren, ist also ebenfalls 
eioe leicht zu besliiuuicodc, dem, von den drei crstgcnaoutcn geraden Liuieu gebUdeteo, 
Dreiedce eiDgndiridieiM EliipM *). 

281. Dureli Hülfe der ('.leirluuig (7) kOnnen wir leicht deujcnifien Winkel bestiin- 
inen, welcher von den beiden TaJigeulen io einem gegebenen Doppelponcte einer gefi;ebe- 
nm Cure eingeschlMieB wird. Wir woUen m diesäa Ende wiedcniia fUr r, and ^ die 
beiden ganzen and linearen Functioueu p und q eiufuhren, und £eMD Functionen Obcr- 
diefs die Bedeutung kfirxeiter AbsUnde von den beideo alt gegeben zu bctrachteu- 
den geraden Linien: p = 0 and q sas 0, beilegen. Wir wollen ferner den von diesen 
gegebenen geraden Linien gebildeten Winkel & und den zu bestimmenden Winkel, welche 
die beiden Tangenten in dem fraglichen Doppclpunctc mit einander bilden, tu nennen, und 
eudiich die beiden Wuraelii der Gleichung (7) durch x' und h" be^eichueu. Alsdann ist 



Das doppelte Zetcben des Zählers des vorstehenden Ausdruckes Ar tamgm vnrd dador^ 
bedingt, dafs wir den Winkel » Tön Mtnem Nebenwinkel nidil nntencheiden jUtamai» 



>) WoB wir atatt dw biidM wMdhkm Oittaa ^ nri t tfni 

' MMtaa tmtÜtmin «nscigra, dalülum, so enibt tkk 

" du ^ ^\d, _^dU^d! 

d^' di; 3^ 7j d^' 

. d»ü dn:/d,) y d'U d,, dt d*LYd^\* dU d'., Ji: d^- 

"35^" d.j'^d,^'' '*"*dTd:'Jv"d.^ df Vd,»/ Tdfl'dv'"*"!!; • 

d'U _ du; d, d,^dHi^/d, .]£^d, d: \ d^ d'.; ^ di\ d'i 

ifiif 6t;' d'f dtf df^; \dif A\f dy dy/ dt' df dif df dfdf ii ^ydy' 
EvLrn nir, dafs, als Folge der Cls i « l lim m » Är < 

■b der GIciduHig der Cerre die Glcichimgai: 

I>efri«dlgt werden nSMcn, nnd d«nn erh<lt«n wir fi>r rinrn «olcbrn Panct: 

/ d»ü \' dU; dUJ /d, di d, d;\M/^\»_d'U d'U) 

FOr riMB KUUkpnrt iosbuMdm sich ilse, Matt dar Chkhaig (M)» dia ft j | s n ia wo gM- 
char FeiBi 

/' d»ü \» d'U d'U „ 

Wir Mten Uems im SdUdfe,' dafc A« aDKCtodae aulytlsche BeatfomBg im IUethhrpaNte 

diesellM: ist, iiliiclivid, wtlclie FiinctioDru-Annaliine wir irr CourJinatca-Begtinirmins; zu Grunde legeu; 
dafs, vrrtiu «-ioe Cune in drr Art wibeclimntt bleibt, dals tu- cinrn Uückitehrpunct zuIüTm, ilrr auf rioem 
bcslimratrii geomctriscben Orte U^t, aoch Hch jeder belicbigrn conlinuirlichrn Umgejtallung; , der 
■fem frigliclw geanMbiache Ort n «ier MWn Cnrre dicMlbe Bexiebmig bekJik. Ein ■pedeDes Bdspiel 
Ifccnm Mlhdl db «Wib Hhumt TastaK 

Die Fom ia GlaAmg (18) diin|t ans in Betacfataagoi lOar C aM Umll ai uu dia Ranes, dia 
idi, wann «ie nicht n wdt aabcihalb dra Bereiches der Torilegodsn sich hdttadcD, |eni ha» 

32 
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«Ins doppelte Zcirlioii im Nenner dadurrh, dafs auch i^' mit seinem Nebenwinkel vertauscht 
werdco kann. W ir wollen bier die VoratuseUung machen» da£s wir diejenigen von den 
beiden gegebenen geraden Linien gdiildefen ScheÜriwinkel 9- nemeii, innerhalb weldkr 
ein Ptanct aagenonimcD werden inufs, weon die beiden bczQgUchen FuncliODCD-Wertbe p 
and q im Zeichen iibereinMimincn sollen. Alsdann mQsjcn Mir im Nenner des vorstehen- 
den Aoedraeks das «dien Zeichen nehmen. SubslUuiren wir iVa (x'+x'), x'x" and (x'— x') 
die aus der Gleic&ung (7) anglaldi aich ergebenden Werthe, ao geht dis GieMuiiig in die 
folgende über.: 

j_olX7d^* d»U d»U . - 

8B5. Um £e Tonlebende Gleichung (IBr den Fkll der .Cnrvfn diitter Ckdoung zu 
fiaraliren, wollen wir nneerer Functionen -Rcslimmung dio ideniiide GAdobang: 

p«in(;r) + q»iii(x)+r»iM(p) = k, (21) 
m Grande legen, Indem wir (10. Nummer) die in . dem Asymptote» -Dreiecke den drd 
Ac.\-n)ploten P, Q und R ge§enUlcrliegenden Winkel (ff), (k) und (p) nenoCB, OOd^ wlll- 
icad A den Inhalt des Aajmptoten-T)r(-i('rks bedeutrt, 

2A'Ü*(,i)«mi(x)«in(()) := k* 

setzen. Aladann bexdcbncn jiidit nor p und q, aondem auch r, kOneate AbaUndc von 

den bozüglirhcii A<;yinploten, und diese kürzesten Abstände sind, indfiii wir für k den po- 
sitiven Werth nehmen fiir Puncte innerhalb des Asymptoten -Dreiecks alle drei positiv. 
Zugldeh eehen whr, dab mm der '^Rnnkel (p) an die Stdle dea oImb durch beMialae- 
neten Winkeis tritt. Die identische Gleichunf; (21) gibt, weUU wir die paitidleB Diffftr 
rential-Coefiicientcn zur Unterscheidung umklammern: 

/dr \ _ _ m{}i) /dr\ mm(*) 

Vdpj ~ «.«((0' \j^^lS^ 
Wenn wir hiernach, den. Ansdnick : 

ü = pqr-l-^ 

sweind nacfc dnander dlEferentüren, so ergiltt lidi: 

dp^ - *»*i*«(e)' • 

d'U „ /drN »m(x) 

d»ü . /dr\ . /dr\ *m(x) nnjn) 

m = '■^na5)+Kdp) = '-^-jskw-'-sc?^)- 

286. Die Gleichung (20) stellt, wenn wir den Winkel to al? pcLcbou ansehen, und 
uns auf Curren diitter Ordnung beziehen, im Atlgemcineo diejenige Curve dar, auf deren 
ürnfuge man einen- Ponct belidrig anuebnen kaim, wenn dieser Punet dn Doppeipunct 
dar Gnrv« dritter Ordnung sein, die beiden Zweige dieser Curve in diesem Doppclpuucte 
■ich unter dem gegebenen Winkel o schneiden -sollen. Wjr setzen hierbei voraus, data 
die drei As^-mptoten der Curve dritter Ordnung gegelien sind. Znent WoUen wir deo|e- 
nigen Fall discutiren, daft der gegebene Wink«! « c&t veditar irt; fiir fiaaan Fdl g^ 
die Gldchnng (90): 

d»U „d*ü /v_._d'U_„ .««v 



Digitized by Google 



§. 6. Nfibere Untecsuchungen Öber Doppeipnnete etc. 951 

wenn wir für die drei parliellco Differential -Cocfiicientcu ihre in der vorigen Isum- 
entwickelteD Werthc snbsiituinD» and den alleB GHedeni gemejnicbaftlJchwi CocID- 

2 Cottlasscn, rinden vrir: 

^* ^) rii^} +'^(9) = 0. 

Diei« ddcbaDg Vedodlt äcb, wenn ^ir brrCicksichtigen, dafs 

tU(n) s d» ((x)+(p)) s dni*) M«(9)+«i»(9)cM(x). 
muttiUelbar auf die iiadietebeiide: 

peM(n)+qeM(x)+re(w(^) =: 0. (23) 
Nedi der 16. Naomer erbalteo inr ■o^eieb die geomeliitebe Berthnmong der dnrdi diese 

Gleichung dargestellten geraden Linie, und demnach den folgenden Satz: 

Wenn die drei Asymptoten dor Curvcn dritter Ordnung gegeben ain^ 
• o ist der geomctrisclie Ort für diejenigen Doppelpuuctc solcher Carven, 
in welchen die beiden Tangenten auf einander senkrecht stehen, eine 
gerade Linip, und zwar die Polare des pemeinsnmen Durchschnittes der 
TOD den Wiiikolp unctcD des Asymptoten .Dreiecks auf die gegenüberlie- 
genden Selten desielben gefillten Perpendikel, In Betiekniig aaf das 
Aeymptof en-I)reieck. 

Wenn insbesondere die drei Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck bilden, so rcducirl 
■ich der erste TiicO der letstcB Gbidiaog «nf eine ConataDt«, nenlicfa aof Die 
bezQglirhc gcrndc Linie liegt allO. oncndlich vreit, und ei« gibt, im cii:enllichcn Sinne, keine 
Corvc dritter Ordnung, weldie dte drei Seiten eines gleichschenkligen Dreiecks zu ilirea 
Asymptoten hat und deren twel Zweige aieh nnter rechten Winkdn sdineiden. Wenn 
das von den drei Asymptoten pobÜilete Dreieck ein rechtwinkliges ist, so geht die gerade 
Linie (23) durch den Scheitel des rechteu Winkels. Denn, wenn etwa (^) der reckte 
Wfalkel ist, ao koaunt: peoa(}r)-|-qro«(x) =0. 

Diese* Resultat war voraaszusehen, da auch das System der drei Asymptoten selbst durch 
die allgemeine Gleichung des dritten Grades dargestellt und dann jeder Durchschnitt zweier 
Asymptoten als ein Doppelpunct angesehen werden kann. Es folgt ans der geometrischen 
Bezieliung der geraden Linie (23) zum Asvmptoteu Dreieckc, dafs überhaupt diese gerade 
Linie die Seile dieses Dreiecks entweder schneidof, rnior nicht .schneidet, je nnchdem das 
Dreieck entweder ein stumpfwinkliges oder ein spitzwinkliges ist. Die geschnittenen Sei- 
ten in den cnten Falle aind di^enigen beiden, welche den stampfen "V^kel Ulden: 

S87. "Wenn wir Inngtn = 0 selten, fo stellt die Gleichung (2()) den geomelrisfbcn 
Ort der Rflckkehrpuncte dar. Wir wollen diese Gleichung in unserer neuen Functiooen- 
BeatinuBWig entwickeln. 

Wenn wir clie. lu-itJen Tlieü«; der eben angcführlcii Gleichiinp zum OiK-idraf erheben, 
und dann für die partiellen Differential - Coefficienteu im Ziibler des zweiten Theilcs die 
Anadillcke der 286. Nanmer and togieich (p*) atatt & efaiaetzcn, ao floden wir, wenn wir ■ 
den allen GUedeiS gemeinschaftlichen CoefGcienten 1 vernachlässigen: 

p««&i(ir)-|-i|*aj»* (x)-t- r' «V(^) — 2pq«ii(ff)«n(x) — 2prMii(n)«m(f) — 2<|r«ji»(x)d»(p), 
and wenn wir liiersa den folgenden Aaädmck: 

{ p «in (rt) -f - q «m (x) -I- r »i» (p)}« — k*, 
der identiacb gleich Mull ist, addiren, so ergibt sich: 

2{p»«ii'(jj)+q»«ii»(x)-+.r»«i»«(p)} ^k». • 

«• 
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-Die nesuchte Gleichimg des gcomctriscbea Ortes für die l\Qckkebrpuocte isl hiernach die 
fotg^nda: p««iiiV«)-l-<|W()r)^rW(^) = |k\ (34) 

Wir köninti uns Iciclil auf directcm Wege davOD übcrzpiigon , <!afs diese Glcichmig 
mit d«r Gleichung (19) der 2B3. Nummer Obcreiodinnit, und wie diese diejenige £llj|iM 
dmlflll^ weldie die Sehea des Atymptolen-DreiediB ia ihren MUkb beriilirL Wom wir 
iiMilic}i in der Tontabenden (ilplctiun^ |> = U setzen, so ergibt rfck: 

2q' *iV (X) + 2e ««' (e) — k» = 0 ; 
die idcutiecbe GleidiODg (21) gibt nnter dendben VorMmctzgog: 

{q«i.(x)+refa(ft>}«-k* s 0, 
wmick WB-, winn t«fa> alitiehen, erhalten: 

{q,m(x)-r»in(Q)]* = 0. 
INe durch die Gleicbutig (24) dargetteljic Curvc zweiter Orduunf berührt also dieA^jm* 
ptote P, and s«*ar im Dtvchachnitte, mit der durch die (Meicbnngi 

■ q«Hi(x) — r«iN(()) = 0, 
dngeileUlen geraden Linie , in der mr sogleich diejenige erkennen, weide die BDtte der 
in dieser As^nnpfote licerndni T)rri(^ck8seite mit dem Durcfaschnittspancte der beiden m* 
den Asymptoten Q und K vci biudet. 

888. Fir legend einen beliebig' angenonmeneB Wertb im "Winkel» & eibalten wir, 
nacb den beiden ▼Origen Nonmiem, uuu unmittelbnr Gleichung: 

. . — 2(p'*f«'(")-i-q'«faV)-*-rW(g)) -- k» „ 

«der, indem -wir, der Kflrze Iialbor, 

peo»(iT)+q«>«(x)+reo*(ß) = u 
edxen, Ae neebMchende Gleidmng: 

(p'i,iV(n)-+-q'«inVx)-».r»#fc^)— Jk«} — |a*taiff«(» = 0. (26) 
Wir erkennen aus der Form dieser Gleichunc; sogleich eine solche Curre zweiter Ord- 
- nung, welche, mit der durch die Gleichung (21) dargcstcUtcu Curre der Rflckkchrpuucte, 
anf der gorru!» n Lioie (23) oder u = 0 (27) 

einen dopix^lti-n Contnct bat. Dieser dditpcllc (.lontarl ist indcfs iiolhm iidi^ i in ima- 
ginürer, weil jene Curvc zweiter Orduuug, als gcaiiietribcbcr Ort für die lUickkehrpunctc, 
mh der xoletxt erwihnlen geraden Linie, ab ge<HBctrischcr Ort fBr diejenigen Doppei- 
punrte, in welchen zwei Zweite der Curvcn dritter Ordnung ticfa rechtwinUig edmeide», 
keineu rccllea Puoct gemein haben kann. 

Denken, wir ans eleo eine Reibe ■olchcr Curren tweiter Ordnimg beeobiidben, welcbe 
alle, mit der dem Asymptoten Dreiecke einjicsrliriebcncn Cnrvc der Rdckkclirpunrte, auf der 
geraden Linie (27) einen imagiuSren doppelten Contact haben, so ist jede dieser Curven der 
geometriKbe Ort filr eolehe Doppelpuncte, in weleben die beiden Tangenten der bedigik 
eben Curvc dritter Ordnung sicli unter denselben gegebenen Winkeln schneiden. In 
dem besondem Falle, dafs die drei Asymptoten ein gleichseitiges Dreieck bilden, und also 
die gerade Linie (27), auf welcher der doppelte Contact Statt Bndet, unendlich weit 

liegt (286), sind alle jene C^orven zweiter Ordnung ähnlich, ihnlicb liegend und cuncen- 
tiisch. Es sind Kreise, welche mit dem, dem Asvmptolcn- Dreiecke eingeschriebeucn Kreise, 
dem Orte der Rückkehrpuncte, denselben Mittclpnoct haben. In jedem andern Falle liegt 
die Linie (27) nicht unendlich weil, und dann ilinlm sich die fragliclieii (airten zweiter 
Ordnung in lOlipFen und Ilvperbeln ab. zwischen «rldieii eine Parabel den Uebergang 
bildet. • Wenn, bei irgend einer Annahme de« \^'inkels w, die (>icichuug (2t>) eine Hjpcr- 
bd darstdll^ so beatinmen die beiden Ae,ymptoten diceer Hjpeibel iwei solcbe Biditnn* 
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g0D, welche die Eigenschaft haben, dafs, wenn der Doppelpuuct ciucr Curve dritter Ord- 
mmg, deren drei Asjnptolen f^eben aind, nach dieser Bicbtung immer wetter fortrOdit, 

die beiden Tangenten in diesem T)üppelpunrte sich unter solchen Winkeln schneiden, die 
dem Winkel w-uud dessen Nebenwinkel sieb Unmer mehr aonabem, so jedoch, dafg der 
Giibix« der Anollicrung im cDgem Yertlande keioe Corre dritter Ordnung mehr cntspriebt; 
weil diesc^ in to weit sie nicht ooendtich weit lii-^i. in eine gerade Lloie Obergoht. Wenn 
die drei gegebenen Asjrmplotcn ein gleichseitiges Uiciecli bilden, so mnb w notlmcndig 
dn 'rechter Winkel sein, wenn ein bezüglicher Doppelpunct unendlich weit liegen soll; 
wenn >>ir ahdann aber, nach einer beliebigen ilicbtunt:, < inen Doppelpunct annehmen, sn 
schucidcu sicli in diesem Puncto die bei<lt n Z\vi ii;c der (kirve unter Winkeln, die sich 
uin 60 uichr einem rechten Wiukel nähern^ als der Doppelpunct weiter cutfernt angenoni- 
mm wird: es liegt aladaun, mit andern Worten, nach jeder beliebigen Richtung 
eiD iolchcr Doppelpunct, in welchem 7"ci Z«pige der Curve sich nnter rerhlcn Winkeln 
tdlOciden, unendlich weit, ba allgeuiciucn Falle existirt eine Gränze der Abweichung des 
Wiidteb «• ^00 einem rediten Wlokd, wenn ea tsiendlicli weit Regende^ dkeem WÜkel 

entsprechende Doppclpuncte geben soll. Dieser (iriinrn ( ntspridit, <l;ifs die (iloicluins (26) 
eine Parabel darsicllt, und dann liegt der entsprechende Doppelpunct, nach der Kicbtung 
der Dnrclhnesser dieser Parabel, anendlldi wdt. Um die BediDgang atmnditlcken, daft 
die Gleichung (2ß) eine Parnbcl darstelle, wollen ifir, Indem wir dieie GleidmDg der 
Kürze wegen auf folgende Weise schreiben: 

LasOt 

dte folgende Gleichung in partiellen Oilfemiüal'CoeCBdeiiten, wobei wir r ak PuKtloa 
▼Ott p und q betrachten, entwickeln: 

/d'LV dn. d'L _ 

Vdpd.i/ dp' ' dq' "~ 
Auf diesem Wege finden wir, nach allen trifzononietrischen RedncttOnCH^ WCBB wir ZUg|kicb 
den fraglichen Gräuzwerth von u durch oi, unlerscbcideu: . 

Stotg» «, SB ee«>(«)H-ee«>(»)^.eol^(p) — 1. (28) 
Diese Gleicbnn;: zeif^f, in Ufbereinstimmung mit dem Vorerwähnten, dafs 9^ cio recbtCT 
Winkel ist, wenn das Asytuptotcn-Drcicck ein gleichseitiges ist, wonach 

tOg^in} s eelS9>(») s ee«*(p) = |. 
-Der Gr.'inzwerth (u„ weiclit inti so imlir von einem recbtca Winkel nb, um je mehr das 
Asjmptotcu- Dreieck von einem gleiche eiligen verschieden iai. Wenn nur einer der drei 
Winkel des Asymptoten -Dreiecks gegeben ist, so eriialten wir, nadi dem bekannten Ver- 
fahren, für das Maximum von co//f'w,, das heifst für die grOfstc Abweichung des Winkels 
a»o von einem' rediten Winkel, sogleich die Bestimmopg, dab die Qbrigcn beiden Winkel 
dea Asymptoten -Dreiecks einander gleich aein mflmen. 

Jeder, irgend einem beliebigen Winkel & enlsprechendc, durch die Gleichung (26) 
dargestellte Kcgelschnill liegt entweder ganz aufserhalb oder ganz innerhalb der Curve der 
Rfidkehrpancle, welche für den vorliegenden Fall dreier reellen As^ptoten eine Ellipse 
ist. Die aaberhalb liegenden Kegels« huitte beziehen sich aof solche Doppelpancic, in wel- 
chen twci reelle Z«fij;c «ich srlinciden. luui für wi.lche der\^'inkel w ein reeller M'inkel 
.ist. Die innerhalb der Curve der l\ückkehrpuuctc liegenden KegcUchnilte, welche offenbar, 
i*le diese Curve eelbe^ almmtlicli Ellipsen aind, bedcben aicb aof isoKrte Pimcte (244), 
för welche {t iinnt'iniir um! 1ni>!;''-{^ nrpntiv i?t. Die GIei< Ininz ('25) zeigt, dafs für jeden 
reellen W\Tth von u oder tangw der bezügliche Kegelschnitt immer recU ist. /Vber er 
gibt ebM GrSma für negttire Weilbe von tai«*^. Bei dieser Gilme redncirt aidi die 
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durch die Gleichung (26) dargestellte Ellipse auf einen Punct, welcher, als in die 
der laf der geraden Linie (27) sich doppelt bcrülirenden Gurren zweitt r Orduung (jUlO- 
lig, mit dem Pole «liosor pcrrulrii Linie, in Ikiifliiin^ auf die Cnrvc di r Rückkt lirpniicte, 
oder auch in Jie^iebung Hol irgeud eine andere jeuer Curvea zweiter Ordnung, die einem 
bettdrigen WertiM von *» entapvidit, amammenfkUt. 

Um bei den Mizendcn iTörierungcn deaGobno^ detlBBgiiitnn in ▼cmieiitai, wol- 
len wir durch die nachstehende Gleichung: 

statt des iinn^iniir ^verdenden Winkels w cioeil toellcn Winkel ^ einführen. F.ä knninit 
diefs darauf hinaus, einen isohrten Punct ala eine Ellipse, deren Asymptoten die beiden 
iowgpnlreii Tangenten der Coire dritto* Ordoimg in diesem Puncto'' eiad» m betraditen, 
oder «iolniehr für den isolirten Fond das System dieser beiden imaginiMa Tangenten, das 
als eine verschwindende Ellipse aageeeben werden kann, ni oehnen, «nd dann den von 
den beiden gleidieo Dordimesaem der Ellipse geUldeten TIVinkei £ in nennen. Auf djese 
Weise erhalten wir, den %crscliicdencn Weriiicn von ^ entsprechend, eine Unterscheidung 
der isolirlen Punrte, welche der Unterscheidung der Doppelpuncte, in welchen zwei reelle 
Zweige sich schucideu, nach den verschiedenen Wcrlhen der Uurrhschniltswinkcl u cnt- 
^widkt. Wann wir hiernach in die Gleichung (26) den neuen Winkel $ elniBhnil» ao 
kommt: {p*«iV(;i)4-q'«V(x)-t-r'j»m'(())--.{k»}-t..iu»«n't = 0. ('29) 

Um die oben erwähnte GrSoze, wo, bei negativen Wertben von fang^mt die Glei- 
chung (26) aofliOrt eine redle darre -daRostellcn, oder mit andern Worten, am daa 
Maximum tou annl.vlisch zu bestimmen, wollen wir, wozu uns die Gleichung (2€X 

verbunden mit der identischen Gleichung (21 X berechtigt, nN*|(=: — ttmg^m) als Function 
«freier von dnander ndoMiSngigen Gröben, etwa p und q, ansehen, in dieser Voraus- 
«etnmg dl8(BrenlUraii und dann 

setzen. Durch diese beiden Gleichunf^en, welche flir das fragliche Blaximum beide xugleicb 
Ix'^ielirn müssen, ist die Lape der bcidgliciien r>oppclpunclc vollkommen bestimmt. Wir 
erhalten also nicht mehr, wie früher, für einen beliebig angenommenen Werth von tanf^u 
oder einen geoart ri a ch i Oft, loadem cinea efaiiägaD, wenn Bidit etwa melirere ^dD* 

kommen bestimmte PnndO. Wir kOmen alsdnnn jenen Gränzwerth von «in*£ selbst leicht 
entwickeln, wenn wir in den ollg^meiDen Werth dieses Ausdruckes (25) die Coordinaten- 
Bestinmrang, wie sie die leltteo beiden GlcielinngeD (30) gdiefert baböi, ciBWhren. 

Statt die fraglirhen Doppelpuncte diirrli die beiden Gleichungen (30) zu bestimmen,, 
können wir auch, was analytisch genommen zu demselben Reeullate führt, die Gleichung 
(29) nach einander in Beiiebung auf p und q dilferentiiren und die beiden reralttrendcn 
Glcichiinuen mit der ursprllnglicben Gleichung (29), zur Bcstiimumung imi ofil^l md 
der auf jene Doppelpuncte sich beziehenden Werlhe der beiden Functionen p nod n> 
aanmienstcllcn. Jene Differentiation gibt, wenn wie i»ertlcksichtigen, dafg 
du"^ . ^ X . ^ » du 



/du 

Vdp 



cm(:i) — colpCo) nn(n), 3q ~ co«(x) — co(gr!((>)«*»i(x), 



sogleich die folgenden beiden Gleichungen: 

paji.(i»-rajis((i)+|u«Hi>^(eot»(»)-ee(^(p)) = 

q Hill (y) — r »IM ( (') ' " */>«'J ( roff! (x) — cotfi: ( o)) = 0. ^ 
Multipiicircn wir die erste dieser Gleichungen mit colg(jt), die zweite mit eolg(x) und ad- 
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beide liUdanii in der Uentiscbeii Gleichung: 

Tm(e)—TMi»(Q)€olg(g)ssO, 
so ergibt sieb, wenn frir bcrflcksicbtigen, dafo 

u = p«M(n)-|-qeo«(x)-f-rro.»((/), 
sogleich, um r*iH((') diinh u ausT.udrückcu, die uadisichcndc Gleichung: 

•«-ee<||K»)ce<8(^)}-|-o. (M) 
Wenn wir Uomioh die Gleichwig (2§> onUr der felgendett F«iB «dKeilwni 

p»«^nT^H^W(x)+r**»H'((<)-2pq«^l^(ff>ul(x)-2prV^nCn)«mC(»)-2q^«^^^^ 
so können wir xuvördiTbt nus dieser Gleichung TcnniKcIst der (>lcichungcn: 
p«ii(a) = r«4i(e)— 4u»»i«^|{co%(«) — co/a<p)j, 

q««i(jc) = r«fo(^)— |n<U*${eo^x)~«o«(^)}» 

p and q eUminiren and in der rcsullirrndeu Gleichong: 

~ 3r»««»(e) H- r «M (p) u «V| («-of^«) + ci/fl^x) — 2 «rf^ (^)> 

fßr r«n(c') den nus (32) sich ergebenden Werth eineelicin. Alsdann findcin wir, wenn 

wir wgleicb berficksichtigen, dafs 

eotg(n)cofg(x)+cofg(n)colg(Q)+rotg(x)cofg(Q) = 1, 
nach allen Reducliuuen die folgende Gleichung: 

^l-co(g\n)-colg\x)-cotg\o)^siH*^-yi-co(g\:T)-cofgXy.)-cvfg''(Q)\sn^^^ = 0. (33) 
Diese Gleichung ist, in Beziehung auf «<ii*|, vom zweiten Grade, and wird, was un- 
, nitteUNnr lieh eii^, befrfodfgl^ wenn wir ein*| gleich Eins nduoen; ftir 'die sweito War> 
xel denelben «rdht iiift hiemach 



1 -eotg'(n)-colg^*)~.eotg*(ff)^ 
diese Wurzel ist eine negative und also offenbar fremde Wurzel. 

• Wenn wir zu ,den Gleichungen (29) und (31) uuUckgeben, um das 2iisaininenl>este- 
lien. dieser drei GieidningeD geometartoch m deuten, so sehen wfr» daib et»*! efaie solche 

Bcstimniung erhält, nach welcher die durch die erstgenannte Gieidiong dargestellte Curvc 
einen Doppclpunct hat ( 262 ), und da diese Glcicbuog nur bis zum zweiten Grade ansteigt, 
artet die fragliche Curvc nothwendig in ein System von zwei geraden Linien oder in einen 
isülirtcn Punct aus. Letzteres ist der hier einzig mögliche Fall, weil der doppelte Contact 
der, bei beliebiger Annahme von f. durch die (iloichung (29) dargestellten Curvcn xwai» 
ter Ordnung ein imagiuärer ist, und nur diesem Falle entspricht, dals «iri'| ein MasiMUn 
ist Denn hdunnttidi ist der durcft die Gleidiangen (80) (an deren Stdle wir dte liei- 
dcu Gleichunf^en (31) gcnoramcn haben) in Verbindung mit der GIcirTitin;; (20) brslimmtc 
Werth von «iV| nicht nothwendig ein Mazimam oder Minimam. Der durch die Gleichung 
(81) angeseigte Werth ist es nidit Die geonetrisebe Bedenlang dieses Werthcs ergibt 
atch sogleich, "indem wir erwSgen, dafs die drei Gleichun^ion (29) und (31) auch dann 
ZDgleich bestehen, wenn mV£ eine solche Bestimmnng erhält, daüs durcli die Gleichung 
(29) eine Psnbd dargestellt wird. Denn stellen ncnlich die Gleichungen (31) zwei 
Dorrfuni sser derselben dnr, welche, nach bestimmter Richtung, in unendlicher EntfeilHing 
anf der fraglichen Parabel sich schneiden. Wir finden diese Bemerkung besliiliiri, wenn 
wk in die Gleichung (34) {—tmig^tt) für nm'i schreiben, wonach dieselbe in die Glei- 
cfanog (28) obogeht. . 
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Da der Werth von ain'i, bis zur Kinheit anwachsen kann, so kann der Winkel ^ je- 
der beliebige «ein. Wenn wir den bexäglicben isolirleu Punct, io dem oben fesigcsicllteo 
Siur, «b eine EUipse betncbteo, ao kann nidü^ du AzcD-Veriialtnifc Am» Ellipse je- 
dea beliebige sein. Wcua bei der eben bettiniDüflin Gräuzc «in'| = 1 hud demnach der 
'Winkel £ ein rechter ist, gebt die EUipse ia einea Kreia Über» und so wie ein Kreta nn- 
endUdi Tide Imegintre Asymptoten hat, so iaC aoekt wcu eine Cnrre einen solchen Dop- 
pelpunct bat, dem «tV$ = 1 entspricht, jede dordi demdben gehende imaginäre gerade 
Linie als eine Tangente der Curre in diesem Poncte anzusehen. Wenn aber | vm rech- 
ter Winkel ist, so erhalten wir nach dem Vorstehendeu nicht, wie bei jeder andern An* 
nähme der Winkel £ oder w , für den geometrischen Ort -der Doppelponate einen Kegd- 

schnitt, sondern, statt desselbiMi eiiion einzigen vollkommen bestimratcn Punct. 

289. Wir wollen ferner noch, indem »ir die drei Asymptoten einer Cunre dritter 
Ordnung ala gegeben bilnwhtaii, den geomeliiacben Ort illr diefea%Hi OoppdpaMcte, in 
wclrlirn eine der beiden Ttegeolco der Conre einer gegebenen geraden Linie p»- 
raliel ist, aufsuchen. 

Wenn wir ^ and £ in der Bedcutong gauer «nd Unearer fla«elioaen p iM q mSL- 
nicu, so bestimmt libeiliaapC die Gteidnug (7), die ifir demgpmlla auf fUgande Weke 
schreiben wollen: 

^"^^dpd^'+di'--'*' <»> 
die Ridilnngen der beiden Tangenten iu einem Doppelpuncte der bezDglicbcn Curre, wenn 
ffir auf diesen Punct die partiellen Differential -Cocßicienten becieken. Legen wir die 
Gleichung: U = pqr -|- /ts = ü, 

zu Grunde, und botrarlilcn dann in di r (ilcichung (35) x als von vorne herein angenom- 
men, so stellt diese Gleidiung, wenn tvir die partiellen Differcotial-Cocfücienlen als Func- 
ti«MB TWi 4 und r entwickeln und diese GrOben als veränderlich •n^Vn^ jen guck- 
ten ßcometrisciieD Ort fBr aoicbe Doppelpuncte dar, in welchen eine.Tangffite der gera- 
den Linie: p = xq, (36) 
pmliel iaL Wenn wir die EntwicUnng der Gleickniig (96) niiUidi mMum und liier- 
bei düB idenüacke Gleidinngt 

tu Grunde legen, so ergibt aldi: 

x'q+x(2p+2q— ,f)4-p = 0. 
In dieser Gleichang erkennen wir nach der 267. Nummer deiqcnigen Durchmesser der 
Cnrre dritter Ordnung, dessen zugeordnete Qiorden der gendflBidnien (36) parallel sind. 
Derselbe Durchmesser wird also auch durch die Gleickong (35) dirgeateUt. DjfÜBrentilreik 
frir diese Gleidiong in Beiiekuog auf x, so kommt: 

dp'''+d?di <^> 



und wem wir Ewiacben dieser Gleichung und der Gleichaog (JSS) n 'elbniniien, finden wir: 

/d'ÜV d»ü d»ü _ 

vpi/ di?-aF~ 

ftlr die Gleichung derjenigen r.nivc, >vol(lir, bei lulicbigcr Annahme von x, von der g^ 
raden L4nie (35) umhült wird, und keine andere ist, als die Curre der Rttclkkelupunctet 
Wir kfinnten iiach den fiübero Entwicklungen in VoiMie iri«en, dalä irir n dieeea Ro> 

Wenn 
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Weuu die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, 
■o ist der gcometrisehc Ort fflr lolebe Doppelpnnete, in- welcbeD eine 
Tangente der Curve einer grcrcbcncn geraden Linie pnrallel ist, eine ge- 
rade Linie, welche die Carve der Rückkehrpuncte berührt. * 

"Wir können bier mebrere Conetiiicfionen ankntipfcn, und inibeiondere mni Beiapiel 
eine Curve dritter Ordnung construircn, deren drei Asymptoten gegeben sind, nnd die einen . 
solchen Doppelpunct hat, in welchem die beiden Tangenten zweier gegebenen geraden Li- 
uieu parallel sind. Wir brauchen zu diesem Ende blofs diejenigen beiden Darchmcsser der 
Gorve, dordi die VermitteluDg der drei gegebenen Asymptoten derselben, zu bestimmen, 
deren zugeordnete Cliorden bcz0c;lifli den beiden f:rpcbencn fcradeu Linien parallel sind. 
Der üoppclpunct der Curve liegt alsdann im Durchscboitlc dieser beiden Durchmesser, 
nnd niÄdem der Doppeipnnct bestiwttt woqlen itl^ ergibt aidi die Constmclion der Corve ■ 
gelbst sehr leicht. 

Soll die Curve statt eines Doppelpunctes einen BUckkehqtunct haben, und ist die 
lUdttUDg der Tangetate in dietein Pnncte gegdwnj so nflsaen wir, wie TorUn, denfenigen 

Durchmesser suchen, dessen 7.Uf;eorcIiielc Chorden die gegebene Rirlttunp haben. Der 
AUckkebtpunct tSüt alsdann in denjenigen Puuct, in welchem dieser Durchmesser von der 
Onrre der Rflekbebrponcte berQbrt wird. 

Wenn das Asymptoten -Dreieck und der Doppelpnnet einer Cnrre dritter Ordnung 
gegeben aiod, so beruht die Besliuimnng der beiden TMgeirtM der Chrve in diesem 
Pnncte auf der AnflOsong einer qnadraliacben Gtefebno^ Denn Ae Biditong dieser beiden 
Tangenten ist durch die beiden Wurzchvcrthe von x in der Gleichung (3.'>) bestimmt, in 
welcher die partiellen Differential- Cocrficicnten, dadurch, dafs sie auf den gegebenen Dop- 
pelpunct bezogen werden, gegebene Wcrihc erhalten. W^cnn der gegebene Doppclponct 
iusbesondeM ein ROdtkebrpunct ist, so wird die Bestimmung der Taugeute in diesem Puncto 
eine lineare, wobei an die -Stelle der Gleichung etwa die Gleichung (36) tritt. Zugleich 
ist ersichtlich, dafa die beiden Tangenten in einem gegebenen Doppelpuncte den beiden 
Tangenten bi denjenigen beiden Bückkehrpencten, welche in die Beiflbnniggpnnctejniif den, 
von dem Doppdpnnete ans, an die Cnrre der Bflckkebipnncte gdegten Tangenten bSUn, 
parallel sind. - , ' 

2901. Die lianplsiddichsten Reanltate, xa denen wir in den letiten Nanmem gelangt 
aind, lUInnen wir in dem Nachstehenden zu.«anunenfa!;sen. 

Wenn die drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung gegeben sind, 
80 ist der geonetriacbe Ort ftlr aolcbe Doppelpuncte, in welcbem die bei- 
den Tangenten der Curve sich unter denselben gegebenen Winkeln schnei- 
den, ein Kegelschnitt. Wir erhalten einen reellen Kegelschnitt, aowobl 
fflr Jede beliebige Annahme der Durchschnitts -Winkel xweier reellen 
Zweige, als auch für jede beliebige Annahme der Winkel der gleichen zu- 
geordneten Durrhniesser isolirter Puncte. Alle diese Kegelschnitte ha- 
ben einen imaginären doppelten Contact. ihre gemeinschaftliche BcrUh- 
rungs-Cborde ist die Polare des Durcbschniltspunctes der drei von den 
Winkelpunctcn des Asymptoten-Dreiecks auf die cc genCberliegcndcn 
Seiten gefällten Perpendikel, in Beziehung -auf das Asymptoten-Dreieck. 
Sie ist der' geonetriacbe Ort aoleber Doppelpnnete, in welebem swei 
Zweige der Cnrvc sich unter rechten Winkeln schneiden. Es gibt eine 
Gränze der Durchscbnitts-Winkel, wenn die bezüglichen Doppelpuncte 
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uneodlick weit liegen soUeu, und dieser Gränze eatspricht, dafs der Ke- 
gelschnitt inabesoDflere eine Parabel iat. Flllt der Doppclpunet in den 

Pol der gcmeinscha ft I i c Ii CD BerQhrungs-Chordc der sich doppelt berOh- 
renden KcgeUchnittc, iu Ueziebung auf einen beliebigen derselben und ins- 
besondere in Beziehung auf die Curve der Rüellicbrpnncte, so Ist er ein 
isolirtcr Puuct, der sich dadurch von allen übrigen auszeichnet, dafs jede 
durch denselben pchende iinn<;inare gerade Linie eine T.meente der be- 
züglichen Curve in diesem l'uucte ist. Wenn ein Duppelpunct nach ein- 
ander versebiedene Lagen anf einer beliebigen Tangente an der GarT« der 
RUckkehrpiinrte nnnimint, so bebllt eine der beiden Tangenten In demaei- 
beu iiuucr dieselbe Kichtung. 

891. Die in der vorigen NudHunr msaamieBgeslelltett RMnItile beetehen aneb f&r 
den Fall T.wcier imaginiiren Asyinploten. Der doppelte Contact bleibt auch hier nnth^von- 
dig ein imaginärer. £s werden nur dadurch, dafs die Curve der RQckkehrpuncte nicht 
mebr eine Ellipse, sondern «ine Hyperbel ist, leicbte IfoAfidMkmen berrorg ebracbt Weil 
zum Reispiel die, in die Reihe der sirh doppelt berührenden Kcgelscbnitle gehörige, Parabel 
nothwcndig innerhalb der Curve der RQckkefarpancte liegt» M> kdnnen nicht nur Doppel- 
pnnete, in wekben xvrel reelle Zweige der Oivre unter efaem beliebigen gegebenen Win- 
kel sich schneiden, sondern auch isolirte Puncte, deren zugeordnete J )iirchu)cs«cr sich un- 
ter Winkeln schncidcu, deren Ann&hcrung &a einen rechten Winkel eine bestimmte GrSaze* 
nicht überschreitet, unendlich weit nach z>Tiefach bestimmter Richtung sich entfernen. Es 
gibt, >\ie in deai Falle dreier reellen Asymptoten, auch immer noch eine dnsig^ Lage des 
Dopiielpunctes, von der Art, dafs jede durch denselben gehende imapiniire peradc Linie 
die bezügliche Curve iu diesem Puncte berührt; denn, wenn auch immerhin alle analjli- 
scbea Entifi^lnngett der leHten Nnniner, ftlr den Torliegenden Fdl iow^bilrer Asymplo» 
tcn, unter imaginSrer Form sich darstellen, so haben wir doch popen Ende der 
Kummer für das Maximum von «in^l einen Werth, der von der ganzen Bezeichnungsv 
nnabhXngig ist, nladkh die Einheit, gefanden. 

Um den Gcbrnucli des Imnf;iii;iren ganz zu vcnneidon, können wir, indriu w'n die 
Functionen -Bestinnaung der 251. Stummer zu Grunde legen, die fraglichen Curven dritter 
Ordnung durch folgende Gleichnng darttdlen: 

ü = (t_J/J)(t«+w»).<-/is = 0. 
Wenn wir hiernach in der Gleichung (20) t und w au die Stelle von p und q schreiben, 
und dann für die partiellen DilTerential-Coefficienten ihre Aosdrllckein t und w einsetzen, 
so finden wir ohne alle Mike: 

Diese Gleichung gebt in die Gleichung der Corve der Rfidikcbri>uDcle Uber (255), wenn 
«r» taM|gr<« = 0 seilen. Der getmietrlsehe Ort solcher Doppeljuiurte, in »eichen, bei ge- 
gebener reeller Asymptote und gegebenen) Asyniplotenpunctc, die beiden Z^veice der be- 
züglichen Cur>e dritter Ordnung sich unter rechten Winkeln schneiden, ist die durch die 
Gleidning: 

dargestellte gerade Linie. bedeutet die Grüfsc derjenigen beiden, von den geraden Li- 
iden: t =: 0 und w s 0 gdtOdeten Sdbeitelirinkd» bmeihalb wdcher dkfenigen Fancta 
llegel^ fOr wdche dte FkuoiimMD t and w, die kümstcn Abstlnd« von den oben beackh- 
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neten geradeu Linien bedeuten, Wcrihe mil (ibercinslimioeuden Vorzeichen erhalten. Ist 
insbesondere ^ ein rechter Winkel, su geht die letzte Gleichung iu die folgende fib«r: 

41-/J = /9-2p = 0, 
und Ffollt also diejenige gerade Linie dar, welclu- der reellen Asymptote parallel ist und 
in der Mitte zwischen dieser und dem As^-ioplütenpuucte hindarcbgeht. Der Pol ¥ dieser 
geraden Lioitf, ZI^ tai Beiidmig eaf di« Cnrre der ROdikeliir|Kinete: 

liegt also auf der geraden Maie w = 0. Wenn insbesondere also, wie in der Constru- flg. 13. 
etioD der 13. Figor, vorwisgeeetzt wird, dals die in Rede itefaenden GurveD dritter Ord- 

nimg imaginäre Kreis -Asymptoten haben, so ist die Linie ZZ die Directrix und ihr Pul,' 
der Punct Y, der Brennpuuct der Curve der Rückkehrpuncte. Es haben hiernach alle, 
bei beliebiger Annahme von u oder ^, durch die Gleichung (37) dargestellten Kegelschnitte, 
nnd nanentlich auch die Parabel UU, den Asymptotenpunct, A, zum gemeinsamen ISrenn- 
poncte und die ci radc Linie ZZ zur cfincinsnnien Direcirix (25.i). Der Aunahiiic »in^^=l 
enlspticht in uuscrm besondern Falle nicht mehr eine eigentliche Curre, sondern das Sy- 
■ten der reellen Aejniptote and des Asymptoteopaocte», was voraustuseben war, fvcil die- 
ser Punct hier als ein Kreis zu betrachten- ist, nud ein Kreis unendlich violi' iinnginSre 
As^ptolen hat, die alle zu Tangenten werden, wenn der Radius desselben verschwindet. 
W3. In dem Falle, dab eine paraboliacbe *A(jniptole (weldie eine «endUcb«. Reihe 

solcher .Asymptoten rcprasrntirt ) nnd eine cerndlini^ro Asymptote ciiur Corve dritter Ords 
nuog gegeben sind, Ändert sicii iu den oben erhaltenen Resultaten (290) ebenfalls nicbta 
von Bedeotong. Nebmen irir nenlicb: 

u = p(q'+;.p)4.«s = 0. 
für die allgemeine Gleichung einer solchen Curre, so finden wir, wenn wir die Gleichung 
(20) in £eier Annahme entwickeln: 

(p — q<»«^4-A)* 
Die Gleichung: p— qcee^+A = 0, 

aMilt hiemach den geometrischen Ort flir solche Doppelpunclc dar, in weichcu die beiden 
Zweige der b('7iit;lirhen Curve sich unter rechten \>'i[ikchi schncidcii. Wir sehen, daCs 
dieser Ort eine leicht zu bestimmende gerade Linie ist, welche auf der Durchmesser-Rich- 
tung der paraboliidicn Aeymptoten lenkreeht rtdit. Der Pol dieser geraden Linien In 

B^)t?fPMMig auf die P.nrabcl der RGckkehrpunrte, fällt in die gemeinsame Axc der pmiboKp 
adicn Asymptoten, welche zogleidi auch die Axe der eben genannten Parabel ist. 
298. Wenn wir endlieh'die Glcicbvng (20) entwlekefa, indem ivir: 

U = p'-|-;.q'-4-,«s =0, 
setzen, gelangen wir zu der nachstehenden Gleichung: 

= -.,•„.. = r|^^, (38, . 

wobei wiederum S denjenigen Winkel bezeichnet, den die beiden geraden Linien p =s 0 
und q == U mil einander bilden. Hieraus ersehen wir zuvürderst, dafs der gcomcirisclie 
Qn iBr die ROckkchrponcte, welche eine gegebene semicobisdie Baralid: 

p'-f-/.q' = 0, 

zn ihrer .;\5ymptote haben, die durch die Gleichung p = U dargestellte gerade Linie P ist, 
weiche dorch den ROdtkc^punct dieser semicabtsdien Parabel geht, imd diejenige Riditong 
ba^ nadi welcber die Parabel ym. einer fsradctt Linien weil der diitte Durdudmittapnict 

38» 
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unendlich >vpit liegt, nur io zwei Punctcn peschnitfen wird. Dieses Resultat folgt nothwcn- 
dig daraus, dafs, eioerseits, in die Keifae der (raglichea Curvcu dritter Orduuug unendlich 
viele Bendcabbche Fanbeb getoren, die man alle erUlt, indem man die fjt^AtMi, penlM 

mit fich selbst, so vcrscliiebl , dafs üir RütVkchqninct die I-inic P zurücklegt, und dab, 
ttldrerficile, keine andere der (ragUcLeu Curvcn einen Kückkehrpunct haben kann. 

Im Allgemeinen Mdlt die Gleicbnog (98), bei bdidiiger Annabne der Winkel w oder 
^, ein System von zwei geraden Linien, welche der Linie P' parallel sind, als geoinctri- 
acben Ort der bezQgUcbeo Dop^puncte, dar. Von dieten beiden geraden Linien fiUli, 
wenn wir •* ss 0 oder, ^m» denelbe bedeutet, | s 0 letaeo, die ebie tmendÜth wct^ 
und deshalb erhalten >vir als geomelriscbcn Ort der Rückkcbrpnncte nur eine einzige g^ 
rade Linie. Die fraglichen beiden geraden Linien fallen, bei einer zwiefachen Voraitt> 
aetzang, in eine einzige zucammcn. Wenn >vir erstens den Winkel « einem rechten 
Winkel ^cidi nebneo, so «rikailei wir, nach Auszicbung der Qandrat-Waiiol, die Glei- 
chung": 3p-hA = 0; (39) 
wenn wir zweitens | s= & setzen, und nach vorhergegangener Entwicklung wiederum 
die Quadrat -Wnnel antrieben, finden wir: 

3p-;. — 0. (»0) 

Die beiden vorstehenden Gleichungen ((ä9) und (40) stellen zwei gerade Linien dar, wel- 
che der Linie P pmlid sind, nnd zu beiden Seiten de« Rtlckkelupanctea der gegebe- 
nen sciiiicubisclieu Parabel von diesem Piuielc iu iclier, leicht lu bcstiimnender, Fiitfor- 
nnng liegen. Die erste dieser beiden geraden Linien schneidet die ecmicubische Parabel in 
redlen Puncten, die twcite nicht. Die erste ist der geometriMAe Ort flBr solche DtuppA- 
]Nnicte, in welchen zwei Zweige sich unter rechten Winkeln schneiden. Die zweite ist 
geometrische Ort fQr solche isolirtc Puncto, für welche der Winkel £, der alsdann 
l^b & ist, sein Mouuium der Annäherung an einen rechten Winkel errdchthat. Denn, 
wenn wir «iV|>«tM*i9' nehmen, so stellt die Gleichung (38) ein SyMcui zweier iuinginfircB 
geraden Linien dnr. und es tibt keine intsprerlienden isolirten Puncto uiebr. Wir sehen 
zogleicli, dafs nur iu dcui Falle, wo die Linie P auf der Tangente im Kiic.kkcbr|)uucte der 
gegebenen aemicubischen Parabel senkrecht steht, die fraglichen Cnrven einen solchen iso- 
lirten Punct haben künncn, für ^vclcben ^ ein rechter \A'inkel ist, wodurch bedin^^t wird, 
data jede durch den isolirten Puncl gehende iiuagiuiire gerade Linie als eine Tangente der 
Cnnro in diesem Puncto anmseben nt. Wir eibaiten Uer aber nidit mebr dncn cimigen 

aoleben Punrl, soDdcrn jeder Punct der pcrnden Linie (10) knnn ein fuUber Punct sein. 

Um die KesuUate dieser Nunuiicr aus dem richtigen Gcsichtspunclc aufzufassen, mOs- 
Mtt wir niebt libersehen, daCi, 'trenn wir eine der fragKeben Gorven, parallel ndt sidi 
tdbst, nach der Richtung der geraden Linie P, verschieben, diese Cnrvc iuiiner noch fort» 
fthrt, die gegebene semicubisdie Parabel zur Asymptote zu haben. Es gebt hieraus Iwr- 
vor, dals alle diejenigen Cmren dritter Ordnung, welche dnen Doppclpuuri, der auf cbur 
gegebenen, mit der llinie P parallelen, geraden Linie liegt, haben, congmente Curven dodt 
und dab man hicfnach alle verschiedenen Curven dritter Ordnung, welche eine gege- 
bene scmicubische Parabel zu ihrer Asymptote haben, auch dann nOch erhsit, wenn man 
»ngleidi noch voraussetzt, dafs diese Asymptote eine osculircnde sd, wonach alle Dop- 
pelpuncte anf der Tengente im Rti<4keln|Mmcte der gegebenen aenncobisdiett Parabel 
liegen. 

SM. Wir bdien sdiott In der 9791 Niamner die Bdwnptong üntgestetU, dde, wenn 
dne<kuTe der diitten oder einer hohem Ordnung gegeben ist, es im Allgfameinen eolcbe 
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j^cradc Linien gibt, aufweichen drei Dnrchsclmifle mit der Curvc in einem einzigen Puactc 
ztuaunneoiallen. Wir wollen die Bestimmung solcher geraden Linien in ihrer Allgemein- 
'hitt Uer idader anbibMii. 

EaP «d, tri« in ihr cl>en angezogenen Nummer, 

F(%Ö = U = 0, (1) 
dk» dddmog der gegeb«am Cam- DUfflnurtUnn wir ActeGleidiuiiKZfrcinal nach 
HMler, indem wir ii nnd | ab sifn von einand«r nnabbingige ▼«rlndeiüdie Gröben 
ben, ao könnt: 

^.iP,+ j|-.d'5+^.*l»+2.^^,.dvdi+^.dp » 0. 
'Wenn iHr vfltauaalMi, dab 

SO ndoefat aiA die letxte Gleichnng aaf ibre drei letzten Glieder» indem sie in die nach- 
aldiaide ttbe^gdtt: 

.^d*.+».i™.WH^.dF-* • <4) 

Die beiden Gleicbnigm (2) nnd '(4) nnd kefae andern ab die GUcbnn|en (6) nnd (7) 
der 879. Nnnmier, wenn wir » ihr ^ ecbnü»en* EUniniren ivir den eben beaeichncten 



Iteu zwischen den Gleichungen (2) und (1), so 

/dliyd^J _dU du d'U . /dUVd'U _ ... 

ld|7 W~'^d^'Wd^^'*'U^i) dF = 
Diese Gleidinng etdit» wenn wir die versdiiedenen partiellen Differential- Cofficieuteu ent- 
wickeln, eine neue Curvc dar; sie sfeij^t, wenn die Gleichung (1) von irf^end einem 
U.Grade ist, im Allgemeinen, bis zum [2{a — l)+(a — 2)J. oder (3n — 4). Grade ao. 

Wenn wir Uemacb isgaid eben der SnrcbBdniltqpnncte der, durch (4) darfeilell- 
ten, Onrve mit der gegdienen Onre bebaehtan, eo (pbt dk GicidiiniB (3) in Ai^enci- 

nen anf Uneere Webe den Weilb dee Diffcfcnliel-Qnoiicntai ^ üBr dieeen Ponct; be- 
zeichnen wir denedben dnrd » nnd bestimmen dann die Coulani« 2 in der folgenden 
Gleichung: ij = a^*t*A, 

eo» daf« dieee Gleichung durdi die Goordittaten-Werthe dee fin^idken PUMtee behfedigt 
wird, so stellt dieselbe eine gerade Linie dar, welche die gegebene Curve so idmeidet, 
dab anf derselben in dem fraglichen Puncte drei Durchschnitte zusamiucnfallcn. 

296. In dem bisher betrachteten Falle wurde die einzige Bedingungs- Gleichung (3) 
beftiedigt* indem de ddi in iwei Bedingnngp^l^eichnngen 

anfUeele; worani imidiit folgt, dab, im AUgemehien, dne Cnrve irgend dner beliebige 

' OrAnutg keinen Doppclpunct zuläfst. Wenn aber die Curve deiinocli einen Doiipelpunct 
ha^ eo liegt derselbe, weil die Gleichung (5) befriedigt wird, wenn die letzten Gicichuu- 
fen ^ bdde ingleidi besteben, nolbwendig anf der durch (5) daigealellten Carrc. Noch 
vtt^i dieee Genre nnfa die fegdiene bi dem Deppelpaicie berühren^ was ven Tome 
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hereiu sieb ergibt, wenn wir emSgeo, dafs in einem Doppelpundc zwei gerade Linien 
eioh tchnridcn, auf deren jeder drei Durchschnitte mit der Curre in diesem Doppelpuncle 
zu-iauanicnfalicn; und was wir auf analytischem Wege sogleich dadurch bestätigt finden, 
dafs, wenn wir die (»leichun^ (5) in Hczichung auf r; und ^ differentiiren, auch die Dif- 
ferential -Gleichung noch befriedigt wird, vreaa die Gleichungen (6) zusammen bestebeo. 

296. Wir wollen ntiB von dem jiogiillnD fWDe der Doppdpuacte abilnUrai, und 
Oberhaupt die ficuinclrisrhc Bedeutung der Bedingun^s- Gleichung (3) oadlwefHIIi Am 
der Zusamuicnslcllung dieser Gleichung und der Gleichung (2) folgt: ■ 

wonach der Dif fcrential- Ausdruck: 

j , - j d'/ _ dgd»i?-di?d*g 

verschwindet, und also x, im Allgemeineii, ein Maximum oder Mininnn cmidit. Di« Tan- 
fsenlen der gegebenen Cunc gelangen also in den Durchschnittspuocten dieser Corre and 
der Cunc (5) zu einer Grfinzlage, so dafs die Richtung dieser Tangenten, bevor sie 
die gegebene Curvc in einem soh lu ti l'inu Ic bcriilirni, foriM lirciloiwl Ridi rmdi-rt und nach- 
her, in entgegengesetztem Sinne sich ändernd, wiederum den früheru iUchtuugeu der Taa- 
fceulen paraUä wird. Wir nennen alle, redle'oder imaginlr«^ PtancU^ in welchen Ae ge- 
gebene Curre von der Curve (5) posrhniltcn wird, Wendungspuncte. 

Weil zwei auf einander folgende Tangenten der gegebenen Curre in jedem ihrer 
Wendungspuncte «»»naienbllen, eo itt offenbar, dafc der KMamoogi-IlallNneeeer der 

Ctirve in diesen Puncicu unendlich grofs wird, und dafs der Mittelpiiiirl des Srhniie- 
guug^- Kreises vor und nach einem solchen Puucte auf entgegengesetzter äeilc der Tan- 
gente in denselben liegt. Der Sbn der KrlliiiiMDB Sndeit aieb In dnem Wcndooppancte^ 
die Tangente in demselben berfibrt die Cimr^ indem de dieedbe ngleidi scbneidet Dieae 
Tangente ist eine oscnltrende. 

Um aaeh diese Folgerungen an anal/tisdie Beteirinwwgwwiae xn knOpfen, bemer- 
ken yy'ir zuvörderst, dafs, bei der obigen Bestimmung der Wendungspuncte einer gegebe- 
neu Curve, sich durchaus nichts Sndert, wn.« für verschiedene, ganze oder gebrochene, li- 
neare Functionen tj und | auch bedeuten uiügcu. Legen wir demnach diesen Functionen 
die Bedeatung. rechtwinkliger Parallel -Coordinalen bei, so wird bduiuliicb der Kritm- 
nmngii-IIaUMiMSBcr durch den nachstehenden Ausdrock hcstimnC: 

(d>,^ + d»)^ 

d|d-;,— d/,d'j' 

woraus wir so^Ukh erkennen, daft» als Folge der Gleichung (7) und der obigen Bdund» 

lung gcmars, der KrÖniimiii^': ■ Tlalbniesuor in ciiieui Wendungspuncte unendlich grofs wird. 

297. Weil in eiuem Wcuduugspuuctc der KrÜmmungs- Halbmesser uuendlicb groCs 
wird, und diese Eigenschaft fDr die Bestimmung derselben characieristiseh Ist, da aberanch, 

von der andcin Seite, der Kn':ininiinc= Hallniicf'^cr iiiiiiirr mrlir wiirlisl, wenn der be/Ci^- 
Itche Puuct auf einem hyperbolischen oder parabolischen Zweige einer gegebenen Curve 
iauner wdler forlrBekt: eo werd«!n wb tn der Venrntthnng geleiCet, dafii TW den (In— 4)b 
Durchschnittspunclen der gegebenen Curve und der Cunc (5) mehrere immer anend» 
lieh weit liegen und als fremde Puucte den eigentlichen Wendongspunclen sich hfigia- 
sellt haben. Wir wollen hierüber in einige allgemeine Unterencbuugen angeben, well wir 
durch dies^ Über sdiwierige, Uaher nneikllrbar gd>Ucbcne Pnnete der allgemefaien Theorie 
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der algebraischen Cnrren, Aufschlaüg erfaaltcD. Uicriiei werden wir, um anendlich weit 
entfcrabe Poncte sogleich anterscfaeiden zu kOnnen, die Voraussetzung machen, dafs tj und 
£ ÜDMire nnd ganze Functionen gewöhnlicher Parallel -CoorJinaten bedeuten. 

Üm unsera Zweck zu erreichen, wollen wir uns des fönenden analy tischen Hülfs- 
Salzes bedienen. „Wenn U. ein Product von n linearen Functionen von tj und £ bezeich- 
net, Mll «ir Amo, in der VoiMMdxmg U s ü., di« GMdHiDg (6) «atwid^ «» itM 
0» dn Factor dieier Glddiiing.*' 'Wenn wir zum Bcisptel n as 3 nümn, mä deanedi: 

U S Ua = pqr, 

eelscn, ind«Bi wir dnrdi p, q ud r iineen nnd ganxe Functionen von ii nnd { dantei* 
len. crhult cu ^y'\^, wenn wir dia Glaichnng. (5) onnittalbar entirickeln nnd kebien Factor 

▼cnachlassigcn : 

U;d£ d^dq/^^U/d| d|di;/ Vd»;dt d^d.;/ 
/dpdr dpdrWdqdr ^ . /dp dq dp dq\ /dr dq drdqN 
d| ~ d| d^ Ad^ d| ~ dl d7;/'*"P'" IdiJ d| ~ d| di7>/ \d^ d| ~ d| d^/ 

j_ „r ''P _ ^ V'^'^ ^2 _ ^> * — O 
^ Vd;j "dj d| d^;/ \d>] d| d| d»;/ i 

Wir können die vorstehenden Entwicklungen bedeutend vereinfachen, wenn wir und | 
ak mit p nnd q ideatiscii anaehen, wodardi die Beea^ignng dea oliigen HBUMatsee dnreli- 
Mtt keiner EiiischrSnkung unterworfen wird. ' 

Wir wollen den in Rede atehenden UOlfssatz vollständig beweisen. Zu diesem Ende 
rddit ea Idn, an idgen, dafe, wenn deiaellM flir die VotanMuUan^ daia n = er 
seine Ccliting auch dann bchlit, treu wir n bb ni«|*l actsen; dafo alaOy wenn, der ge- 
machten VorauBaetzung gemftb, 

/dö.Y«Pü- dü, dHJ.^/dU.Vdni _ 

VIT/ "d?"~'*ir*'dr'W"*"l"d^/ d» =^ " • 
wobei V eine Function vom (2m— •4). Grade bezeichnet, und wenn wir dann: 

U = U.p, 

setzen, indem p eine lineare Function bedeutet, die Gleichung (5) durch U«p tlieiUiar 
wird. Für die verschiedenen, in dieser Gleichuni; Torkomineuden, partiellen DifTercntial- 
CoeCGcienten erhalten wir, wenn wir, was unbeschadet der Allgemeinheit erlaubt ist, v 
nnd p ala identiieh bebncMen, die nadHtdunden AoadrOcke: 



dü ^ dü« ^ . „ <lü _ dü. „ 

dnj _ d^ . «du. j^u _ dnj. du. dnj _ dn;. 

dr.^ ~ (!//' *P"*"'^ (I^ d»;dt — d^dt'P"*" d^ d^' ~ dt' 'P' 

und wenn wir diese Ausdrücke in die Gleichung (5) einsetzen, und die identische Glei- 
dnng (8) l>erflcksidi({gen, so ergibt sich : 

.• TT l,r . /tt . odU. \d'U du. d'lJ ^fdl\„y, 

IMe Form didaer Gleicfanng cnthslt den geforderten Beweis. 

298. Wenn wir nun, nach diesen vorlloigMI Entwicklungen, durch dia Gleichong 
(1) eine Gurre irgend einer beliebigen n. Ordnung and durch die Gleichang: 

U. = 0, (9) 
daa Sjaten der n Asymptoten dieser Corvo danteUen, ao k0nnen wir immer: 

U s 1).+tr<.-i» (10) 
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ficUcu, indem wir durch U(a-i) dne Foudioa de« (a — 2). Gndcs bexeiclineo. Diese Form 
trird dadurch bedingt, dalli der Gnd der Glddni^g der Currc^ veiinnideD nlt der Glet- 

rhun; fiiii^r jt den ihrer Aqmptoten, sich iitn zwei Einlicitcn rcduriren mufs, weil von 
den nDurcbsciioillipiiiieUo einer beliebigeo Transrersalen mit der Curvc, weou iosbesoik- 
dere dne Asymptote für dBcN TratttTerwIe f/mmmn nM, twd aneiidlich weit lieg«. 
Entwicketu nir hiernach wiederum die Gleichung (6)« iadam wir von der Torstchendcu 
idcDÜschen Glcidniog aqfgebco, ao erhalten wir «Ine Gleichung, die xnm (3n — 4). Grade 
ansteigt. In dieser Gleichnng entspricht der Function \J„ vrenn wir U(.-i) ganz tmbe- 
rücksichiigt lassen' und durch V^t..«) eine FuiRtion dea (Sbi---«4>Gf«de8 danUlIen, nadi 
der vorigen Mununer ein Glied von fblfcndcr Formt 

Die übrigen Glieder der GIdehung (5) steigen, wovon man sich aogldch Bbenengt, nor 

bis luni (3n — 6).Gradc an; bezeichnen wir, der Kürze halber, das Ag^irc^at dieser Glie- 
der durch V(te_c), so können wir die fragliche Gleichung auf nachstehende Weite 
icbraibett! 

U.V(,.-.) + V,,„-G, =0. (11) 
Die Form dieser Gleichung deren Grad, wenn wir U. = 0 setzen, um zwei Einheiten sich 
redneüt, zeigt an, dafa die nAajnptoten der gegdwoeo Gnrvo, deren Gleidmig: 

^U„-t-U(„_,) = 0, 

zugletcb weh Asymptoten der Qivve (5) oder (11) aind. £a liegen also 2nDarcli- 
sefabütspnnete der beiden dien bezddmalBn Curren onendlicb weit Eliminiren wir xwi- 
adien den kWcn bdd« Glddangen dte iWciion T'., lo könnt: 

Diese Gleichung stellt eine Cnrve der 3<n — 2).Ordnuug dar, »eiche, bei Vemacblassigung 
dcrnnondlich weit entfernten Dorchschnitlspuncte, die gegebene Curve in denselben Pnn- 
cicn schneidet, als die Curv« (S) od«r (11). Die Anzahl dieser Darchadtnitliymcie be- 
trügt hiernach 3n(n — 2). 

' Ein« Cnrv« der n. Ordnung hat, im Allg«Bein«a, 8n(n— 8) W«ndnnga- 
pnnctc. 

299. Nach diesen allgemeinen Erörterungen wollen wir uns jetzt wiederum aus- 
•diVeftlidi in den Cnnren der dritten Ordtanmg^nnllc&wendea, and, Inden wir: 

fts — ^rp+xq + or, (12) 
setzen, für die allgemeine Gleichung dieser Gurren die folgende nehmen: 

U s pqr+«p+xq-»-t»r SS Ol • (18) 

Alsdann ergibt ikb, wem ^ der FInnolioneBoBeeünnang, wi« frOber, dl« idenlkite 
Gleidtnng: 

p+q+r = fi, 

m Grand« lcg«n:' 

^ SS i|(r— p)+(«-p), ^ s p(r-q)+(j»-p), • 

d»U , d'ü . dMJ _ • 

dF = -2''' d^d^i^'-P-'«' d^ = -2l'- 

Wenn wir in der Gleichung (5) ti und £ mit p und q vertauschen, und dann die vor- 
stehenden AnadrOcke f&r A» partiellen Differential -Coefiftdentcn in diese Gleichung dn- 
«etMO, so finden wk, Inden wir Uob den gsnebuchaftlichwi Factor (—9) rmaA- 

pqr 
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pqr f p» -f- q' + r» — — pr — qr| 
. -f - -T]) [ qf.i — 1>) -H r('r — p) } -4- xq [pf p — q) 4- r(r — q) I -f - pr [p{p — r) -H q(q — r) j 
+a'p + x'q-i-((V-t-xt»[p — q — r^+npjq — p— rj-*-;rx^r — p — qj s= 0. (14) 
Diese Gldchung des. 5. Gradei raducirt eich anf 4en 3b Gnd, wenn wbr Ar pqr aeinen 
"Werth aus der Gleit Inii);^ (13), woCDr lieh ^(ftp+nq+fv) ei^ibt« nehmen und aabeti- 
toiim Akdanq komnit sogleich: 

* ' (n+x-|-p)pqr— flrp»— xq»— pr" 

Wenn Trir von Neuem für pqr den obigen Amdrock MibelituiTai, M venraiiddt dien 
Glvicilung sich zulclzt noch in die folgende: 

«p'+J<q»+(Jr»+x(>(2q+2r— p)4-n^2p+2r— q)+«x(2p-f.2q — r) = 0, (15) 
der wir ancb, indem wir berOekiielillgen, dab p q + r s /?, folgende Voim gdwn 
können: 

«p'+*q'+er"— 3jspp— 3freq— 3,Txr+2(j»+ffe+(»*)/* = 0. (16) 
Die dm«1i die Torttebcnde Gleldraog dergertellle Garva dritter Ordnong eehmeidet 

die gegebene Clurre dritter Ordnung (13) in den Weiidiin^r'^puncten dieser letztern. Die 
Anzahl dieser Wcaduogspuncle beträgt also, iu Ucberciastiuiuiung mit der vorigen Num- 
mer, nenn. 

Wenn ■/ = 0 , so redurirl sirb //s ;iiif eine Mofse Funrlion von p, «onarh die AsynH 
ptole P eiue osculircudc A^-mptote der gegebeneu Curve dritter Ordnung ist. Aber durch 
dieselbe VoraussettuDi; wini 'p dn Faclor der Gleidumg (14), worans M^, dala einer 
der neun Wrndtin^'pimrtc auf der os^culirenden As/mptOte P liegt, SO dalil diese an die 
Stelle einer osculircDden Tangente getreten ist. ' 

Wenn «t = x = ^, so geht die lineare Function fts in eine blofte Constante ff/9 
(iber, wouacli die feizebene Curve dritter Ordnung drei osculirendc AsjmptOlen bat. Die 
Gleitliniif; (11) reducirt sieb alsdann auf ihre erste Zeile, und sinkt, wenn wir ( — rrf) 
Statt pqr sciireibcn, auf dco xneiten Grad bcrab. Wir liODDcnsie aUdauu auch uiilt-r der 
fidgenden Form schreiben: 

pq+pf+qr ass , . 
oder endlich auch uulcr der folgenden : 

Drei Wendnnp'^pnnrfe sind al^o uiil dir IJnie S «ncndlirh weif gerüeVf. Die übrigen 
sechs sind offcubar imaginär, denn die letzte Gleichung, welche hier die Gleichung (15) 
Tertrilt, sIelU mir einen Vonel and xwar den Schwerpmct des von den drei Aajrmploten 

der gegebenen Corvo (Irfllor Ordniin<: cebifdeten Dreiecks dar, fOr wdehcn pssqarsj/^ 
iu UcbcrciDslimiiiung mii der idculitcbcu Bedingung^- Gleichung. 

300. Wenn die '^c^t bene Ovre dritter Ordmmg einen Doppelpuoct hat, nnd wir 
ttr diesen Doppeipunct 

P = Pi» 9 = *t ' = 'i» 

setzen, eo können wir die ddchu^ der CiirTe mA der 214. Nnmmer nnt^ der folgen- 
dim Form schreiben: 

pqr— ('q,r,p+p,r,q-4-p,q,r)-t-2p,q,r, = 0. (17) 
Um für diese neue Constaaleu-iieslimmung die Gleichung (11) umzubilden, braueben 
wir blofs 

34 
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zu nehmen; zu den Gleichungen (15) und (16) mds^sen wir alsdano aber, des Glicde« 
2ptqir| in der GIcirluiiig der gegebeoeo Curre drilter OindnuDg wegen, noch den Joigeil- 
dn AntifWik biuzulügen: 

2^1«!^ {p'+q'+f* — pq — pf — qr} +apiq,rt(«-i-«+f) 

= 3p,q,r,(p»+q*4-r*) — 2p,q,r, (i,?' + p,q,+pir,+qir,>, 

nnd eiliallen aladuin, indem \f\T zupleich alle Zeichen Sndcm: 

(q.r,p''-+-ptr,q»-hp,q,r')-3p.q,r,(p«-4-q'-»-r*) 
+ 3p,qirj(p,p + qjq+rir) — p,q,r,(p,'-i-q,'-»-rj') ä 9. 

Der cnte Thdl dieser Glddnmg rendurindet, #eiui wir die aof den Doppelpond der 

gegebenen Curvc drlKcr Ordnung sich beziehenden Funclionen-Werthe cinselzcü. D«r 
bexOgliche Ort gebt also durch diesen Doppelpunct. Differenlüren wir die ietslo GUi- 
dinng, CO gibt reioltirciide: 

qtriCp"— ^»•)Jip+p,r,(q»— q,*)dq+p,q»(i»— r|«)dr SB. 0, 

mf den fragUchco Doppelpnncl bezojeo, keine Relation swiecheii den DifferenlielleD djp^ 
dq und dr. Um eine soldie n erhalteo, allHen wir no^ tweiael difl e teati h wit; ab» 
dann kommt: ' 

qiriJp'+P»Tidq»+piq,di» Ä a 

Wir ziehen hieraus den Sdilufit, dafs der fragliche geometriMUfe Ort ein Sjrten von drei 

geraden Linien i^t, die sich alle drei in dem Dnpjiolpunrfe der gegebenen ^orve dritter 
OrdouDg schneidcp. Die letzte Gleirluing, verbunden mit der Gleichung: 

dp-t-dq-Hdr = 0, 

gibt die Biditong £eeer drei geraden Linien, deren Durduchnitfeponele mit der gegebe- 
nen Curve die Wenduogipancte dieser lelzlem sind. Von diesen fallen abo sechs in 
in dem Doppelpuncte zusammen. Von den drei übrigen können zwei imsginSr sein und 
auch zusammenfallen. Dieses letztere kann nur im Doppelpuncte seihet gcsdiehen, and 
dieser Ist alsdann ein Rückkehrpunct. Wenn wir, um dieb zu zeigen, dr iwiic&ca deo 
betden leisten Gleichungen eliminiren, so erhalten rrir, indem wir dp = idq seilen: 

qi(ri— pi)7' — 3p,q,z' — 3i<,q,z+pj(rj~qJ = 0, 
und wenn wir in Beziehung auf z dirfcrentiiren: 

(r» — Pi)*' — 2p,z — p, — 0. 
All Bedingung, dab diese beiden <Ueidiimgen aisdann libeibaa|it eine geinefaiichaftliAe 
Wonel haben, finden win 

und fdr diese Wnnel seUst: 

2q,z-f-(p, + q, — r,) = 0. 
Aber nach der 211. Nummer hat alsdnnn die Curvc einen Rückkehrpunct, und dsr'Wf^ 
stdiende Werth von z zeigt die Richtung der Tangente in diesem I'uucte an. 

Ein iiolirter Punct Terlritt hiemad sechs inaginlre, ein Dorchictaitt swiicr 
reellen Zweige vier imniErinnrc iiiul z>vci reelle, und ein Tliirkkehrpunet ao§Br secb> 
imagiu&re und zwei reelle, aUo im Ganzen acht Wcadungspuncte. 

Die ▼orstehenden Resollate erleiden keine wesentlidien Blodificadonen, wenn die ^ 
ffhm Gnnre drilter Oidnong swei hnaglnlre A^ptoten hat. Wem alsdHUi die Linie 
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S uutudlicb weit liegt, so üegen luU ihr zwei imaginäre uud cia reeller Wcuduugspunct 
uncndlidi weit. Wenn die Cmm alsdann einen Doppelpmict hat, M> schneiden' sich m 

deiiistlbLii nolliwoiuli;; zwei rerWf Zwti^o, >vonafl> sie ihre hcidtii reellen tiiul /«ei ima- 
ginäre WcDdungtpuncte verliert, und ako zwei iinagiuäre Weaduogspuoclc noch übrig 
behRlt 

301. Wir wollen ans nun sogleich zur Betrachtung des unicrgeordaetea Falles, daLs 
zwei der drei geradlinigen Asj'mptoteti parallel werden, wenden, uui za sehen, wie die 
allgciucinen Resultate sich hier particularisircn. Legen wir zu diesem Ende die Cleicbuog: 

U s p(q*-^)+/<q4'<r B 0, . (18) 

sn Grande, so kouwil: 

d'U ^ d'U - d'ü _ ■ 

dF^*' d^q""^' W"^^ ' 

Seften wir diew Werthe der pirfiellcn INffereotMUCoefficieiitflD In die GieldiuDg (5) 
ein, indem wir in dotM Iben p und q U\r ij und | nehmeo, so kommt, mit' VerychlMmi- 
gBDg des gemeiuseiiafüicben Factors 2(q- — 

2(2pq-*-^)q-(>r-i>*)p = 0. ' 

Die Gleichung (18) gibt für den zwciicu Theil dieser Gleidmog (^+aX Tronäch sieb: 

ergibt, und wenn wir wiedermn fltr pq* seinen WetA nni dwGldchung (18) «insetzcn, ^ 
so kommt: 

4i?^«p_ „q_3(j = 0. - (19) 
Diese 'ileichung ersten Grades, Vielehe hier nlf^o au die Stelle der Gleichung (16) tritt, 
stellt eine gerade Linie dar, welche die gof^cLcne Curte (IS) in ihren Wendiiugspuncteo, 
deren Aii/.ild hicninih nur drei hclrii^l, schneidet. "Weil die Rcdiirtiou des (irndes «ler 
vorstchcudcu Gleichung aus der Vernachlässigung des Ir'actors i<i' — 0') hervorgegangen 
ist, so sehen wir, daft die ftagllche Oarr« debhaib nur drei Wepdangspnnete hat, wdl 
die sechs (ihiiLcii niif den hoidcn paraneleii Vsvirptolen unendlich weit liet^cn. ])ic 
durch die letzte Gleichung (lü) dargestellte gerade Linie ist leicht zu construireo. Ken- T^if M 
nen wir ncmlich die beiden Durchscbniltspitocle der As^ptole P und der geraden I'<n>c: ^lv^ 
q = 0, welche in der Mitte zwisrhi n ili n boidi n, reellen oder inin^iiiiiten, pnrallelen bis 
Asymptoten hiudurcbgehl, mit der Curvc bezüglich S und Q', uud C den Dunlischaitt«- 
punct )ener Asy mptote P mit dieter Lteie Q, so'crbalt man aas der Gleichung der Cottc, 
indem wir p mid q die Bedeutung Ton PäralMi-CoorAnaten unteri^en, aogleicb 

cs = ^. C(?=-i. 

Bezeichnen wir endfich die Durihschnillspunrlc der zu couflruirenden geraden Linie 
(19) mit der- Asymptote P und der Linie Q Jb«a4ig|icb durch P| und Q|, ao ergibt sich ■ 
hiernach: - • ' ' ' 

CQ, afCQr, CP- ^agS. 

Wenn die beiden parallelen AMinptoten iraaginnr .'iiid, 5o sind auch die sechs un- 
endlich weit licgeudca Wcndungspunctc alle imaginär, und also die übrig bleibenden 
alle drei reelL Skid hingegei/ die beiden parallelen Asymplotenr reell, so sind von die> . 

Ecn drei Wcndungspuncten zwei nothweiiJi^ iin,i-in!ir. Fallen endlich die beiden |i<i 
ralleicn Asjrmploten in der Linie Q zusammen, wonach & verschwindet, so ist mit diesen 

• ■ ■ 84» 
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Ajtjrmptolca auch die Linie (19) parallel: die Cunre bchilt also daua nur einen ein- 
ligOB leellcii Wcadouppanet, mid dieser ttegt «nf ttner f/snim Linie, die von dm 
beiden zusammeiifalltndcii Asymptoten dreimal so weil eDlfemt ist, als die Linie S. 

Wenn die Asj-mptote P insbesondere eine osculirende ist, so liegt auf ihr ein Wen- 
Arnffpaast wtendBA wdt lodoB irir fi 0 Mlx«n, gdit abdami die Gkidmiig (19) 
io £e folfnde Aber: 

4^«p— 3<r = «.' 

Die bdden einigen Wendangsponcte liegen abo «of decr gpiadeB lini«, tralehe d«r es- 

culirenden Asymptote P parallel ist, und zwar dieser Al^mfMi» om eio Viertheil DilMr, 
als der Durchscbuittspuoct der Linie Q mit der Curve, in weldiem diese das Minimum 
oder Maximum ihrer Entfernung von derselben Asymptote «rreicbt Die Wendongspuncte 
dnd reell oder imnginSr, )« ndldcai dl« parallelen .\symptoten, umgekehrt, ioiagiiiär 
oder rcclt sind. Wenn diflM TiiWMiinMinfillae, so und «IIa Wandimgiqpiiiicte uneadiich 
weit gerückt. 

aOB. la BedabaDg «nf Wendongspanete bieten dBa Coms dritter Ordoong nit pe* 

nbottschrn AM inpIotc-n nirlits Ausgezeichnetes dar. So vrie einerseits die Curren mit drei 
reellen und andrerseits die Curvcn mit zwei imaginären Asymptoten, haben auch aie^ siri* 
ichcn dieaen bdden II«ipt>Abtbdlaiigen den üabergaAg Iiitdend, nn AllganieiaeB drei 

faelle und si rhs imnjriiiärc WcnJungspunrlp. 

Betrachtea wir aber insbesondere die Trident-Carve, deren Gleichnng wir früher 
£e nadutdienda Foiai gegaben baben: 

U = p(p«+iq)H-^ = 0, 

irobd die osculirende paraboUi^ Asymptote derselben durch die Glöchnag: 

p»+Aq = 0, 

dargestellt wird, lo ergibt sieb: 

^ = V+Äq. ^=Jtp. '^=«60, ^^X, ^=a 
dp dq — *P» dp» ^* dpdq *» dq» ^ 

und wenn wir diese Ansdrflcke in die detchnog (5) einsetzen, indem rtir q und £ mit 
p und q idailiMb nehmen, ao finden «iri 

pq = 0. 

Der Factor p in der vorstchendeu Gleichung zeigt Wendungspuncle au, welche auf der 
geradlinigen Asymptote der THdanC-Cnrve unendlich weit Üegaa* AbatnAiNn wir ven 
demselben, so behält die Curve nur noch drei Wcndungspunctc, welche auf der Tan- 
gente QQ ihrer osculirenden parabolischen Asymptote, im Durchschnitte 
deraelbcn mit. der geredlinigea Aeynptote P liegen. Yen diesen Wendoncp- 

ponelen sind swei imaginSr, Ifer den dritten ond reUen iit: p ^.1^ 

303. Betrachten %rir diejenigen Curven dritter Ordnung, welche somicubischc Para- 
beln zo ihren A<J>Dptoten haben, und die wir durch die nachstehende Gleichung darstet- 
len bDenen: • 

U s p'-i-ilf -{-/ip-f-jr 

80 lioniiiil: 

du „ . dU d^U « dHJ ^ • dm 

wooadi die GJeldinng (5) ta die folgende übergeht: 

(3p'+/*)'-M2Aq'p = 0. 
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Eliminiren rnr siHidien düier Gladumg und der Glddiimg der gegebenen Cnnre Aq', 

so finden wir: 

3ip*4-^p^+12xi> — = 0. (20) 
Diese Gleichung; stellt ein System von solclicn vier geraden Linien dar, von denen jede 
der gegebenen Curve nur in zwei Puucteu begegnet, weil der dritte Durdiscbniltspuuct 
-lawadHdi weit Begt Eine Corve dritter Ordooig nit aenienU-pmlHiliedMii Acynpto» 
tcn hat also im Allgemeinen acht Wendungspancle, die pn ir^vci^e von der Tnnirentc im 
Rückkehrpuncte der osculirendcn cemicabi-parabolisdien Asymptote zu beiden Seilen dcr- 
mSbm gleiA weit ebatehcn. 

Wenn die fragliche Curve insbesondere eine nach liüclistcr Ordnuni; o?rulircndc 
Asjniptote bat, was mit sich bringt, daSk /« s= 0, so gebt die leiste Glcicbung in die 
nachitebaide fijbori 

p(p«+4x) = 0. 

Zwei Weudungspuncte liegen also auf derjenigen geraden Linie P, welche die 1\Uckkchrpmiclc 
der semicubi- parabolischen Asymptoten der Curve entblilt. Von den drei geraden länien, 
welche die noeh übriges drei Paare von Wendongsponctcn reibinden, aind mei imagbilr, 

iDr die dritte derselben ist p = — ylx. Diese gerade Linie begegnet der vorliegenden 
Cur\'c oder begegnet ihr nicht, je nachdem k nnd x im Zeichen übereinstimmen oder 
nicht, also je nachdem die Linie P, umgekehrt, der Curve nicht bej^egjnet oder begegnet. 
Zwei Wendnngfponcte und nur zwei sind immer reell und Iie;;en entweder auf der n- 
lelzt bestimmten geraden Linie (die 216. Art) oder nuf der Linie 1* (die 217. Art). 

In dem Falle der semicubiacben Parabel sclb&t rcducirl bicb die letzte Gleichung auf: 
ass 0, wooa^ die vier' Paare tob WeodmgqiaBelen alle. In d«n RHiUehtpuBiete rieft 
VArcinigeu. 

Wenn, indem wir uns zu dem allgemeinen Falle zurtlckweudeu, die Curve einen 
Doppelpanct hat, m bt Ittr denadben q ^ 0, mid mithin: 

P»H-/'P + x = 0, (21) 
und es beitdit aUdann, neben dieser Gleichung, die zwei gleiche Wurzein haben mufs, 
zugleich flbe Diffiereadal-GleichaDgi 

8p«+/i = 0. (82) 
Aber auch dann, wenn wir die Glei^nng (20) diffcrentiirenr, finden wir die vorstehende 
Gldchung (21), so dab «de letzte Gleichung (22) aus der Glcidiung (20) nach einer 
zweimaligen Differentialion hervorgeht. Wir sehen hicriios, daCs, in dieser Vorausselzmig, 
die Glcichunp (20) drei ^leirlie Wnr/.eln hat, und also drei der vier durcli diese Glci- 
dtung dargestellten geraden Linien, in derselben, durch den fraglichen Doppelpunct ge- 
•riwBdeo, geraden Linie Tn—imunfallen, nnd nlw», bei Cnnrcn dritter Ordna^ 

cubi-parabolisclien .\synii)loten, ein Doppeljninct immer an die Stelle von sechs Wcn- 
dungspuuclen tiitt. Da ferner die i^ummc der vier Wurzeln der Gleidiung (20) gleich 
^Noil irt, ao sAen wir, dab die beiden nodi Obrigen Wendniigipmete anf einer vierten 

geraden Linie liegen, welche auf entgegengesetzter Seile von der Linie P dreimal so weit 
GUlfernt ist, als der fragliche Doppelpunct Aber zugleich sieht derjenige Ponct, in wel- 
die Gurre in die Linie q s 0 dntebneidet, auf entgegcngcsMaler Seite, 'nur dnp- 
>weit von der Linie P ab, als jener Doppelpunct. Wenn sich hiernach üm Dop- 
kte zwei reelle Zweige der Curve schneiden (die 207. Art), so begegnet jene vierte 
* i^eradb^ Linie, auf welcher zwei Wpndungspuncie liegen, der Curve nicht: aie begegnet ihr 
'^ihtf lm]ßtT vpd hier||MA rind Acae beidm Wendnngqnmcle inner reell, wenn dcrDap* 
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pelpuQct ein isolirter i'unct ist (die 211. Art), la den beidea bcxügUcbcn Figvreo ist die 
fraglicbo gerade Linie WW genannt. 

Eine Curvc der fra^chcü Art olino l)oi)peI|)Uücf zählt unter ihren acht "\^'ell<lllngs- 
poncten iuinier sechs imaginKre. Indem wir uns nemlichi durch die stelige Umge&taittuig 
einer gegebenen solchen Cnrre, aUe die fibrigen, welche dieadbe 8«inicnbi*che Parabel 
zur osculircudou Asymptote liaben, hervorgegangen denk«i, können diu einzigen Ucbeiw 
gfinge in Tfi ziduai;: auf dir^ Realität der \Vendung.«punctc nur beim giciscitigen Znsaan 
menfallcu vou sechs dcrÄcIlxn iu eiuem Doppelpuncte Statt finden. Diese xnsantmenfalr. 
Icnden Waidongsponete sind aber nothwcndi^ alle sedtt ldlMigin8r, wenn der Doppelpunct 
dn i.'olirtcr ist, und mir zwei derselben siud reell, >vcnn zwei recllo Zweige der Cnrva 
rieh scbucideu. iiicraus ergibt sich die obige Behauptung. 

801. Betrachten wir endlidi Bodi £e cttUech« Panbel, dereaGlciafcangdteiiD^^ 
ist: P*-Mq ^ 0, 

so kOOUDl: 

dü „ . , d'i ,. d«ü „ em „ 

-- = 3p-, ^ = -^.=i^P, iy,;d^ = o. = «• 

wonach die Gleichung (5), mit iiinweglassung des conslaoten l>cloi8 6).', einfach die fol- 
gende ist: p B 0. 

Die durch diese Gleichung dargestellte gerade Linie schoeklet die Conre in emem einxigeti 
l'uncte, weil die beiden (iiil'-rii Durchschnitfsptiucte unendlich weit liegen. Die cubische 
Parabel bat also auch uur ciucu eiuzigca reellen \A cnduugspuuct, der nicht uucnd- 
fich weit liegt; sie kat keine inagfo'Kn We&dnngqpwicte. 



§• ^■ 

IftlscaeMSioii der allg^emcinen Gleleliung der €urveu dritter 
Ordnniiff miter der F4Mmi pqr-i-/M" a 0. 

•'iO-'t. Wir. haben im ersten Paragraphen diese; Abschnittes uacbgcwiesen, daEs ^c\\ 
die allgemeine Gleicluuij; des- diftten ' Grades zwischen «wer TerflnderliiÄen Grttben, Aue- 
nahiusrdll» abgerechnet, imnier, indem wir die bisherige Becddumag beibelialten, auC die 
Form: - pqr-|-|us s 0, 

bringen ISfiU Die .tllgcmeincn Eigenschaften der Cnrren dritter Ordnung lassen sich also 

.lilc nuä dicker Funu herleiten, und dann, mitvdeu ^ihürigcu Modific^liuneu, sei es durch 
alf;obi;ii -rlu- I'ul«icklungcn , .'ri durcli (^.liin/ IJetmchtiingcii iu der Conslnulion selbst, 
auch auf dicjcuigeu besunderu l'uHc, welche jene allgemciuc Eurm nicht uuischlicUl, über- 
tragen. 

Im Vllgcmoincn können wir, bei gli'i<:hfn Rfstilrtionin . für die 1 1 er in ein e Glei- 
chung des dritten Grades jede beliebige Form nehmen, w elche zu diesem Gradp ansteigt, 
und neun von ehiander unabhängige Conctante enlhSlt, und dleselb« aladann auf die 
eben nni:;cd( tiii te Weise bdiaaddn. Ich wdde filr dicfm Pteagpnphon.die folganda Form 
mit neun Couslaalco: 

• pqr-hus" = 0, (1) 
welche virli a iju der biblier bch.indelten blofs dadurch onlerseheidct, dab, statt der linea- 
ren Fooction 8, das Quadrat dersclb«! Torktmmit Den tier linearen lad gnniMn Foi^tio- 
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nen p, q, rund s cDtsprechen, wie bisher, vier gerade Linien: tVicfc Linien ctehcu aber zu 
der darch (1) dargestelllen CSonre ia «ioer neaen gcomctriKbea Bezichimg, vrelcbe nch 
sogleich aus da* Fona der ▼onldiaidMi GleidiuDg ergibt. Wbr kOmien marikb dB«t 
. GrleichuDg anf dreiMÜge Waise befriedigen, indem nlr 

p =1= 0, und «igleidi = 0, 

q = Ü, « . fi» = 0, 

rss9, » » 8* = U, 

«eisen. llVIr sdien hieraw crsteae, dab jede der drei geraden Linien': 

p SS 0, ■• q SS 0, • r = 0, C2) 

dte Corre driH* Ordoong nnr in «wei Puacten sdmeidet, sweiteai, dsb dieie beiden 
Burrtif^rhnittspimctc in «iacn einigen Punct zasaioaicnlülen, and drittens, dab die ge- 
rade Linie: s ss 0, (9) 
darali (Besen Punct gebt Znverdent folgt bieraas, dafs der dritte Dorebsdiidttopanet je> 
der der drei geraden Linien (2) mit der Cnrre uncndlicli >vci( liegt, und diese Linien 
also dflo drei Asvinploteii der Cmre paraHd sind; femer etgibt sich, dafs diese drei ge- 
raden Linien (2) die Corre dritter Ordnung berObren, nod eodlid, dsTs die'drd BerOb- 
flBDgspunelc auf der geraden Linie (3 ) liL'£;cn. 

306. Da die Gleichung (I) die allgemeine Gleichnng der Curven dritter Ordnung 
ist, KU fol^t, dafs, wenn irgend eine solche Curve gegeben ist, die BcrfUirungspunde auf 
drei, den drei Asymploteß derselben imrallden Tangenten in gerader Linie liegen. Ob es 
aber ein cin7icos Syi>tem solrlicr drei 'rjtnsenirn, oder ob es niclirere luiiis;!, analy- 

tisch genoinuico, davon ab, ob uinu der Cileirluing der gegebeneu Curvc nur auf eiuc eio- 
alge oder anf «ebrfcehe Weise die Fenn der deicbung (1) geben kann. Die Antwert 

auf die eine dii'scr bciclen Fragen ist zngleieh die Antwort anf die andi-re. "Wir erlinlten 
dieselbe dnrch eine einfache Betrachtung, die im Grunde nur die Umkchrung der Enlwidb» 
Inngen der Torigen Monmer ist. Wir IcOonen nenllcb leiebt «igen, defs, trenn wir ir- 
cem! zwei Tangenten an eine geriebene Curvc dritter Ordnung, parallel ii i! iriind znci 
ihrer drei Asjrmptotco legen, und durch die Berflhrungspuncte auf diesen beiden Tangen^ 
ten «ne g^de Linie sieben, diese die gegebene Curre mm dritten Male sq sdmeidet 
dafs die Tangente der Curve in diesem Durchscbnittspunclc der dritten AsTinptole paral- 
lel ist. Wenn ncinlich p = 0 und q = 0 die Glciehnngen irgend zweier Tangenten sind, 
welcli* zweien beliebigen As/mptoten der gegebenen Curve dritter Ordnung parallel sind, 
■nd die Gleirlumg s = 0 diejenige gerade Lbdc darstellt, welche durch die IicrUhrungl> 
poacte auf diesen beiden Tangenten geht, SO mnls notlnfendig die Gleichung der Cnrve 
folgetlde Turm annehmen kOnnen: 

damit dieselbe, v^enn p und q gleich Null gese(?.l werden, sirli nuf s" rediieire. In dieser 
form mufs /t ein cona tanter Coeflicicnt und der als unbekannt cingcftibrtc Factor g 
eine Bneare Function sein. Da wm aber die vontebende Gicicbnng ebenfalls a* s 0 
^t, «renn wir g gleicb Knil seilen, so folgt unmittelbar, dds «neb ikt Gleidinng: 

g = 0, 

eM solebe Tangente der gegdienen Cnrre darstellt, die einer Aqnnptote derselben nnd 
■war'nothwendig der drillen parallel ist. 

Da sich, nach der 281. Nummer, an eine gegebene Cnnre dritter Ordnung, parallel 
adt jeder ihrer Asymptpten, vier Tangenten an die Curve legen, und hteniadi dip Be- 
HAnngipnttete, anf den rier Tangenten, die einer Aaynptot« parallel sind, mit dett Be> ^ 
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1 ühnincppiüirti'n auf den vier oinor beliebigen zweitpri Asymptoten pat;illi-li i) TaneentCD 
durcb Gcchszeiin vcrscbiedcoe gerade Linien verbiudcu lassen, so ijudcl die eben difGB* 
tirta Conatraetion eben m» oft Aire Aimendaag, and eben so oft kOonen wir, im Allgo- 

meiuen, der Gleichung einer gof;ebcucii Ciirvc dritter Ordiitiiis; auf vcrscliiedenc "Weise 
die Fonn (1) geben. Hiernach erbaltcu wir den folgenden Satz als vollständige Deutung 
der Fonn der Glcichnng (1). 

Wann eine Curve dritter Ordnung gegeben ist, eo kann man an die» 
aclbo parallel mit }cder ihrer drei Asymptoten, im Allgemeinon«. Ti«r Taa» 
gcDtcn legen, so dafs man im Ganzen zwOlf Tangenten crhSlt Dia swOlf 
Bcrübrungtpnnctc auf diesen Tangenten liegen zu drei auf sechasollll 
schicdcnen geraden IJnii ii. in <lcr Art, da£a durch jeden BerttbrnngipoBCt 
▼ier dieser geraden Linien gehen. 

Da wir im Gemen 61 Tendiiedene Mal solche drei Tangenten «isanNncnatdlen ktn» 
ncn, welche den drei AsjTnpfofen parnHrl sind, so cibt es solcher Zu.oaininenslellungcn 
aufser den 16, bei welchen die Berübruugspuucte auf den drei Tangenten in gerader Li- 
nie liegen, noiA 48. In jeder dieser 48 Zasanmenstdloiigen fiitt itr bAoo in der 67. 
Nummer erwiihnfc Fall ein. dafs in diMn von den jedesmaligen drei Tniiponten 
gebildeten Dreiecke diejenigen drei geraden Linien, welche die Winkel- 
poneto mit 'den Berflhrnngspnneten anf den gegenüberliegenden Seiten 
verbinden, in demselben Puncto sich schneiden. 

307. Die Discuasion des Torstebendcn Satzes gibt neue AulschlQaae über die Natur 
der Gurren dritter Ordnung. Wir wotten mit einiger Ansfllbrlichkeit Iderbei TerweHen. 

Es können diejenigen Tangenten einer Curve dritter Ordnung, welche einer beliebi- 
gen tlirrr Asymptoten parallel sind, entweder alle vier reell, oder zwei reell und zwei 
iuiagmär, oder endlich alle vier imaginSr sein. Aber für jede der drei yVsymptotcn kann 
nicht zugleich, ohne dafs dabei auf die beiden andern Rücksicht genommen wird, einer 
der di ei niö-Tn In ii Fiillo ^^ illkiilirlii Ii voraTissroscI/t werden. Der Fall, dafs die jeder der 
drei Asymptoten einer Curve dritter Ordnung parallelen Tangenten alle vier reell sind, 
and den wir ab den NomaUall befraeblen woHcn, bam wirkUeh Statt finden. Wenn 

ncmlich dieC(ii \r (<!ie 1. Art zum Beispiel) ein ziif:fordn<'tt <; und ribgc^oudcrtes Oval bai^ 
so sind offenbar zwei (reelle) Tangenten dieses Ovals jeder der drei Asjrmptoten paraUeL 
Wenn wir nachweisen, dafs aoiserdcin noch eine redle Tkngenle einer der AajinptoleB 
pariJIi l i-t, so i^t dadurch zugleich dargcthan, dafs derselben .Xsymptoin mich noch eine 
vierte Taugcule parallel ist. Diese Nachweisimg liegt aber im vorliegenden Falle für jede 
Asji^tote vor Angen, sei et, dafs wir dnen loldiin Zweig betrachten, der einer der 
AsymptOteD sich annähert, nachdem er sie zuvor geschnitten und der offenbar eine dieser 
.\sjmplote parallele Tangente hat, oder sei ca, data wir den jedesmal vorhandenen hy- 
pcrbclactigeu Zweig betrachten, welcher ganz in einem TOn xw«i Asymplölcn gebildeten 
W'inkel liegt , und nothwendig eine der dritten Asymptote parallele 'l'.ingeute hat. In dem ' 
fraglichen Nomialfnilc liefert hiernach der allgemeine Satz eine aefhaiebnfacbe Gonstro» 
ctiou dreier reellen, in gerader Linie liegenden, Puncte. 

808. In dem Nonnatfailo der vorigen Nummer ist die gerade Linie: a = 0, bei ei- 
ner sechszclinfachcn Rc.stimmung jedesmal eine reelle, und jedesmal sind auch ihre drei 
Durchschnitte mit der Curve reell. Kanu aber überhaupt die Linie: a = 0, reell sein und 
die Corve in lolcbca drei Puneten schneiden, too wddien zwei imaginlr sind? Wir «r- 
halten auf diese Frage doe vemehiende Antwort Wenn neaalick*zwei der drei, den drd. 

Asym- 
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Asymptoten paralleleii, TaDgeoten imaginSr sind, to wird io der bezOgUcbeo Gleicbiiog 
der Cure Arider Ordnang tod der Fom (1) du Frodoet pqr inagfolr; IblgBch mnb' 
•0^, weil die Cnrve reell ist, denit.dM laa^ata^ akh aofliidM, inagpDlr idn, 
Geb mdi ^ ood endlich s. • 

Eilt iina^Dlre faivde Linie kmui eine gegebene Carre in eineni reellen Poncfe, aber 
nnr in eineni einigeD, acbneiden. Ea bringt dieft mit sieb, daTs durch denselben Punct 
•och die, mit jener imaginären geraden Linie neaniRiengcbörige, gerade Linie geb^ so daia 
die beiden imaginären geraden Linien dovcih Glcichuogen von folgender Form: 

dargestpllf ^vcr(^^n , und ilir auf der Ciirvo lipf^endcr Durclischnitt xagleich der DarAldlilitl 
zweier reellen geraden Linien ist, deren Gleidiuugeu die folgenden sind: 

e' s 0, a!* a 0. 

IKe beiden Ict/.tt-u Cleichungcn sind auf cinzi^n durch eine der beiden imaginüren 

geraden Linien bestimmt, und deshalb kann diese die gegebene Curve höchstens in einen 
einäg^ Pnncte acbneiden. 

Da viir auf diese Weise also dargethan haben, dafs die Linie i ss 0, wenu sie reell 
istt die Came (1) notbwendig in drei reellen Poncten achneide^ nndt wenn sie itnagioMr 
iit, dieadbe nidit in .mehr ab cteem etnslgen reellen Ponete cdmeideB kann, so ergibt 
acb leicht die Unmöglichkeit der folgenden Yoraussctzuu^^cu. Es können nicht 

1) zweien Asymptoten vier reelle Tangenten und der dritten zwei, 

2) zweien Asymptoten vier reelle Tangenten und der dritten keine, 

3) einer Asyäptole vier reelle Tangenten md jeder der beiden übrigen zwei, 

4) einer Asymptot« Tier reelle Tangenten, einer andern iwei und der dritten 

keine, 

5) sweicn AayiBpioten twei teeDe Tangenten and der dritten keine 
parallel sem. 

Die allgemeinste Form, welche wir, für den Fall dreier reellen Asymptoten, der 
GIcidmng (1) fiberiMopt beilegen ktanen, lit die folgendet 

(p +«1^) (q'+xl^l) (r'-|-plC:ü +<i»'+/|{:ii)(<'+i!F^y 8 0, (4) 
and geht, wenn wir, der Kürze halber, 

aetien, in die feigende tdber: 

(p'+jtV— i)(q'+xV^l)(r'+(>>'^l)+S'+SlCri = 0. 

Es bcdfuten hierbei p', q', r', s' und s" reelle lineare Fimriionen (die drei ersten derscl* 
bcn stellen, wenn wir sie gleich ^ioll setzen, drei den Asymptoten parallele gerade Li- 
nien dar) und n, x, q, ft und fi' constante CoeflGcienten. DMilt aas der TOrstthendeA 
Gleichung, nach ihrer Entwicklung, das Imn^inärc ver!<rh^Tinde, ist, weil sie ingleidl TOM 
dritten Grade bleiben mufs, unumgänglich notbwendig, dafs der Ausdruck: 

CTrq'+j||iV+«|rt'_«pH.S». (5) 
'identiacli glelcb NaU werde, und dann redndrt sich die fragliche Gleicbang anf: 

"Wenn ferner ^ deiehnng (1) Äe tom der Gleicbgng (4) annefanien kann, eo kann ele 
mglcidi auch folgende Form annehmen: 

(p- _ nV-i) (,—«1^1) (r_9i/^}+ot'-./t'r:zi)(,'_.'r:ri)« = o, (?) 

oder, da aUdanu 

, 3» 
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auch die foi(;ende: 

Und dicie Gleichung reducirt firli, wenn wir bcriirksic-litififii, dafs der AtiFtlnirk bei (5) 
f^ontnch gleich Null ut, wiederum auf die Gleichung (6); so dab aUo die Gleichungen 
(4) und' (7), bdde tod dendbeo Form, beide dieaelbe Cnrre dritter Ordnung dar- 
atdlen. 

Hau übeneogt sidi togleicb, dafs- durch die Gieicbong: S" = 0^ ein Sjrttem Tonzwei 
geraden Unicn dargealdU wird, deren Darcheduiiftepanct denelb« iit» ab der Onieb- 
•dMitt^anct der beiden InaginSren Linien S: 

s' + s-T^Ti = 0. R— s'r^sO, (8) 

oder, was dasselbe beifst, der beiden reellen geraden Linien: 

•' = 0, a"s=0, 
. Da der AnidradL (5) identiacb g1c i<li Null >vird, so stpllt die Gldchnng . 

* 9P'<i+x^r +^fir—n)CQ =s 0," (9) 
eben daaaelbe Ltnien-Sjalem dar. Wenn wir in dieser letzten Gleiebung daa «nataHte 

Glied 17(1 Tcrnnc!il;issippti , so stellt dicsolhc, im AHiiemciiirn , einen Kc(:e1schnitt dar» welp 
eher durch die drei DurchschnilttpuDclc je zweier der drei geraden Linien: 

^ 0, q' = 0, t' SS 0 (10) 

g|tlil^ nnd dieaem Kegelschnitte ist der diirrh die vorstehende Gleichung dargestellte Sho- 
lich. Soll dieser in ein System von zwei geraden Linien fibergeben, so moCi es der eben 
bezeichnete also aocb, and dBcb setzt Toraus, dafs eine der beiden, diesen Kegdsdmitt 
vciireienden, gcr.idcn Linien eine der drei Linien (10). und die andere irgend eine soU 
che ist, die durch den Durchsclinitt der beiden übrigen dieser t^ei Linien gebt. Hier- 
dnrdi wird bedingt, dafs einer der drei unbestimmten Coefficicutcn n, » und ff Teradnrinde; 
idsca wir etwa ^ sas 0, ao gdit die Gleichung (9) in die folgende Ober: 

(;^] >'-♦-, -Tq')r' = 0. 

Es schneiden sich hiemaeb die beiden Linien S, trclche durch die Gleichungen (8) dar- 
gestellt werden, in Uebercinstiramung mit dem FrObem auf der l'angente i' ss 0. 

Wir sind niso 7H dein Sehlussc gekoinnien, dafs die Glcichtincen (I) und XI) in ih- 
rer aligemeinen Form unstatthaft sind, uud dafs sich diese Form nothweudig auf fol- 
gende Weise pailicalariairt: 

FrÖher haben wir gezeij:!, dafs, in dein Fnllr drricr reellen Asymptoten, wenn die 
die Linie S reell ist, diese Linie die Curve immer in drei reellen I^cteu schneidet; jetzt 
aeben wir, dab, wenn die Linie S inaginir ist, sie der Conre immer in einem elnrigen 
reellen Punclc begojruet, und dafs durch diesen l'unct nisdann eine zweite solche gerade 
lÜBie geht. Da iiiernach die in gerader Linie liegenden drei. Bertihrung^pancte auf drei 
den Asymptoten parallelen Tangenten einer Carre dritter Ordnung nicbt alle drei inwgi- 
nir sein kiinnen, so ist, neben der l'num^lit IiVi ii di r uIku schon ausgeschlossenen filnf 
FlUe, auch noch die Unmöglichkeit der folgenden beiden dar^elhan. Es können 

6) die jeder der drei Asymptoten parallelen Tangenten nicbt alle vier imagi- 

när, noch 

7) blofs zwei, einer einzif;en cli-r drei Asymptoten parallelen, TangSBleo reell sein. 
Als mögliche FüLlc bleiben uns hiernach blofs drei Übrig. £s küuueu 
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1) jeder der drei AMniiptofcn vier, 

2) jeder derselben zwei, oder eudlick 

3) etoer derwlben vier und den beiden Obrigen A«ynp(oten keine Tangenten 

p.iialK'I sein. 

Um dio Ucbersicht der vollständigen Cooslruclion des Satzes der 306. Nummer 
W erleiditern, wolleh i«ir die«vier BeTllhrun{;iipuiicte auf den vier feder der dfd Aqm- 
pfirten parallelen Tangenten auf die nachziehende AVeise l»exeicbncn: 

P».P.,P,.P»; Qi,Q„Q.,Q4j R,,R„R„R4. 

Aledam erkalten -«vir folgendes ' Schema aar Bestfimnang derjenigen sechtxehn fenden 
Linian, raa denen jede drei dieficr zwölf Berühmn^spancte verbindet: 
• P,9.R.. P.Q»R.. PMR,. 1V>:R.. 
P.y,K=. PÄRa, P.Q,R*, i'.MJW, 
PiQ.R,, l'.M.R,, P.Q.R« ' 
iV.):tt.. P.Q.R., P.Q4R4. P«Q.R«. 

lu diesem Schema ist die Bezeichnung der BerOhrungspancte aof den, xweien Asymptoten 
parallelen, Tangenten >\iIUfllirllcli; tobnlil diese lii ziirlmung aber einmal feslsichl, tat dte 
Bcyiirliniiiic <Jir Rcrührungspiinrtc ntif dni. tKr .liilfcii Asvinplote paralli-Icn, Tnngenten 
eiue voULuiimiva bestimmte. U,, U,, 1\, uuii siud zum Beispiel diejenigen BerUbruugs- 
poncle, welche etwa bezüglich mit P, und Qi, P| nnd Qii P| and und P, and Qt 
in gcruli I Linie liegen, wibrend wir die letstgenannten Pnnole in beliebiger Ordnung 
nehmen küuucn. 

Wenn wir voraanetxen, dab In den xweiten der drei mllglidicn Flite (808) etwa 

die drei Punrienpaare -P^ hik! Q, und Q,, und R, iiim^inär sind, so zeigt das vor- 
stehende Schema, dafs aisdauu von den sccbszebu Linien S nur vier reell sind. Diese 
Linien entsprechen der ersten Tertieal-Coliinne des obigen Scbenas» und bilden eine voll» 
ständige vii'rH<-;(i;;c Figur, diren »cihs Wiakdpunete die sedis redten BerQhmngppvnetn 
Pi und l'i,. (2t "i*! Qi> R| Rt Bind. 

In den Falte, dab alle xwOlf BeiflhnmgBpnncte reell sind, lassen sich auf vierfache 
Weise sechs derselben so auswählen, dafs dieselben die sei Iis WinkeJpnncte einer voll- 
sUndigen vierseiligen Figur sind. Dieser vierfachen Zusauunenstellang enlsprechcn als- 
dann die vier Yertüsal-Cohiamen des Schemas. 

310. Wenn eine Curvc dritter Ordnung einen Doppelpunct hnit SO rcducirt sich 
die Zahl derjenigen Tangenten desselben, die irgend einer gegebenen geraden Linie und 
insbesondere einer Anymptole derselben parallel sind, im Allgemeinen um zwei Einheiten, 
Inden wir die beiden Tangenten, ivehlie in eine durch den Doppelpunct gehende gcradn 
Linie zuRammenfallni , iii< iit mehr als Tan^rnten bcirarhicu (2S2). DenVl man sich zum 
Beispiel, daf« eine Cur\c uiit ciocui zugeordneten Ovale, welche vier jeder Asymptote pa- 
rallde Twgenten hit, albnlllg sieh so omgestallet, daCs das Oval in einen nigeordneten 
Punct (ibergelil und dann imaginür «Im! ♦), .«o luilu rn .«ich zwei jener vier, jeder der drei 
Asympto^ parallelen, Tangenten einander inuuer mehr, fallen zusammen, indem sie auf- 

* — f I ^1 ■■ ■ II ■■■■ Cr»— — J — . 'WMF^mA^m 'Y^ : ^ J ] ^_ J I f *M_ V« . . 



bOren, In engem Sinne des Wortes Tang^tten m sein„ nnd werden dann fanagiiäir. Hat 
Corvo dritter Ordnnng IblgKcb «Inen IsoUrtcn Pnnct, so sind Jeder ihrer Asjnptotai 



*) Ehe »nlclic l'iii|;rst.'iliiin: cIiT Curvr rniKpricItt MIDI Brtepiri, tvenn wir dieselbe dorch die Gleichsigt 

p<ir-H/i8 »0, 

: daisleUea, ciMr Tmchicdeaeo Awiehie in csastwlia CwlSdcaUa fi. 
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iwel rodle Tan^enfcn parallel, und der nllpomeinp Satz der 306. NtiinnitT liefert hier also 
nur Tiernal drei Puocte, die ia gerader Liuie liegen. Wenn wir das allgcmeioe Scheuw 
4ec Törten Naumier auf den Torliecendcn. Fall uiweDdäk tpollea, m ist Uar, dhCi «eckt 

d«r xwölf Rerührunc.sptinrlo, für die wir l'j und 1\ , Oj und Q,, nud R, nelitncQ kOn- 
ncD, io dem isolirteo Puucle zusammenfallea, wonach die geometrische Bedeutung der 
lelxten drd Tertical-Colmmen wegßUt, und uor die ente ^ertelben'Tienint dreiTtmcte, 
die in gerader Linie liegen, ohne dafa sie zusanuncnfallcD, anzeigen. 

Weon wir Oberhaupt eioe Curve dritter Ordaiwg mit einem Doppclpunclc als Ueber- 
gang8-Cunre zwlicken zweien andern Cnrm dieeer Ordnnng bctracblcn, so hat die eine 
dieser beiden Curvcn zwei mit jeder ihrer Asymptoten parallele Tangenten, und die an- 
dere entweder vier jeder oder nur vier einer einzigen Asvroptotc paralUIe Tangenten. 
Dafs diese beiden F<ilie die beiden einzig möglichen sind, «eheu wir so^^ieich, wenn wir 
erwSgen, dafs die Anzahl der Taugenten der einen Cunrc die jeder ihrer As^'mptotMK 
parallel sind, die Anzahl der dirser Asymptote parnllelen Tanpenten der andern Curve 
nothwendig um zwei Einheiten übersteigt oder um zwei Einheiten geringer ist, als diese^ 
und Uf^eich die Beschränkungen Ober die nö^che AozeU der den drei Aejnmptotcn pe> 
rallelen reellen Tangenten liorntksichligcn (308). Der oislf Fnl! (ritt nicht nur dann ein, 
wenn die Uebergangs-CurTc einen isolirlea Punct bat, sondern auch dann, wenn sie cioe 
ScUdfe bildet; in den «weiten Falle adineiden eidi swei Zweige der Garve, ohne eine 

Schleife zu bilden. In dnn cr^len Falle hat die Ctirve mit dein Doppclpunclc jedesmal 
xwei Jeder ihrer Asymptoten parallele Tangenleo, in dem zweiten Falle bat sie nur zwti 
einer einzigen Asymptote parallele Tangenten. 

Wenn ein Cur>'C dritter Ordnung einen Rflckkchrpunct hat, iO reducirt sich die 
Anzahl der jeder ihrer drei Asymptoten parallelen Taogenten anf Eins, weil drei Tan» 
gentcn, die aladuin im eigentlichen Sinne keine Tugentcn aKbr lind, in derjenigen dorch 
den Rackkchrpunct gehenden geraden Linie, weldie dieselbe Ricblang hat, zusammenfal- 
len (282). Die BerUbrungsponcte auf den drei einzigen den drei Asymptoten parallelen 
Taogenten liegen io gerader Linie. 

311. Wenn eine der drei Asymptoten der Curve dritter OrdlftUlg, etwa die enlc^ 
eine osrulircndc ist, so fällt eine der vier ihr parallclL'ii Tangenten mit ihr zusammen, 
und einer der vier durch P,, Pj, P, und P« bezeichneten iiurühmogsponcte liegt auf ihr 
' nDendBcb wdt. Dieter unendlich weit entfernt liegende Berahmngspnnct sei Pi, abdam 
lind die folgenden vier, der im allgemeinen Schema bezeichneten, geraden UnUnt 

P.QiB., l»i<2iR., F.Q,R« ' P.<i«R., ' 
anter einander and mit der oteolirenden Aeymptote paralliel. Ueherdieft liegen In dieeea 

Falle, nhch der 2S1. TViniinu r, die l'nnrtc P,, Pj and l'< alle drei auf derjenigen geraden 
Linie, welchf durch den Durcbscluiilt der beiden nicht osculiicoden Asymptoten gebt und 
das Ton diesen aaf der oeculirenden Asymptote intereeptirte Segment halhiit. IMe weitere 
Discnssion dieses Falles ist der des allgemeinen ganz analog. 

Wenn die Asymptoten der Curve alle drei oaculireode sind, so ^i|^en drei 
der swOlf Berilhrungsponeie auf den drei As^^mptoten imendlieh weit and rind ans diesem 
Grunde als iu gerader Linie liegend .in/-iischcn. Wir wollen P, , Qi und R, für diese 
drei Piinctc nehmen. Von den scchszchn geraden Linien des allgcmcineu Falles liegt also 
eine uueudlich weit, es sind drei dcrsclbcu jeder der drei Asymptoten parallel, und man 
erhilt nur noch die folgenden sechs geraden Linien, von weldien jede dorch solche drei 
BeffOhnmgtpuncte geht, deren keiner unendlich weit liegjt: 
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P«Q.R«, P.Q«R«, P4Q.R*. 

üdierdieb liegen die durch ^^ii«arif|!a l^gmibol« befeidmelcii Pmcte: P„ P|, P4, Q«, 

0« ""tl R,, R3, B4 nnf denjenigen drei geraden Linien, >volrhn «He drei Winkcl- 
puact« des, tou den drei Asymptoten gebUdeteo, Dreiecks mit den Mitten auf den gegeo- 
QberiiegeiMleii Seilen deuelben TerMadcn. 

312. Wir wollen uns nun zur Retrachtang des Falles, dnfs zwei Asymptoten der 
Cunrc dritter Ofdonog imeynBr und, vrenden. Zwischen den vier imaginären Tangenten, • 
tvelche einer der beiden ine^lren Ai^fAten parallel aind, und den vier d«r andern 
imagfnlren Asymptote pnmllclon Tangenten, beatebt abdann «ine aold» Abbtogl^ail^ dafi^ 
trenn wir jene durch die GleicRungen: 
. qi+r,V^ = 0, q,+r/-i = 0, q,+r,y^ = 0. q.+r/^ = 0, 
• dantdicn, iHr fBr die Glddningen von dieaen die folgenden eibaltcnt 

qj_r,VCrr = 0, q,_r,VCrr = 0, q, — r,]dl = 0, q,_ry^ =s6. 
Hiemach ergeben sich die folgenden beiden Formen für die Gleichung der Curve: 

(p'+«l''::n)(q,+r.V~l)(q,-r,V^) + S, + S/^ = 0, (11) 

<p'+«irZl) (q,+r»V3T) (,,_r,V31)+Si+S,K=T = <K (12) 
Die arrte dieser beiden Formen reducirt sich auf: 

<P*+»i^i)<Pi»+ri»;+S|+s,»i:ri « o, 

und verlangt, dafs 

«(qi*+ri*>+S. s 0. 

Diese identische Redingungs-Gloichung ist unst.iltliaft, weil stc ntissagt, dafs iwei itnaginJire 
Linien S tuit zwei den beiden imaginären A^joiptutcn parailelcu Tangenten zusainmenfal- 
len. Die Linie S ist Ueniach im Torliegendcn Falle nothwendig reell, wonach die Tom 
der Gleichnng (11) anf folgende Wri^i- fleh partlcularisirt: 

P(qi'+r,*)-l-/«« = 0. (13) 
Wir liehen Inerana den Sdlnft, dafa immer vier der aechasehn geraden LtaiienS reell 
sind. Die übrigen zwOtf sind noliiupmli- iinn^inür. Diesen ( iit-piiiht dir: Form der 
Gleichung (12), wobei ein doppelter mögUciier Fall zu unterscheiden ist: es schneidet die 
Linie S die CÖrre entweder in drei Piincten, die alle drei imaglnir aind, oder VMI 
welchen einer reell ist; im ersten Falle ist die bcnOgliehe, dar reellen Aajmptote 
rallele, TangmU ioa^oir, in zweiten Falle reell. 

Wdl die Gteiebung der Cnrre aieh immer auf die Form (13) bringen lüfst, kOnnen 
die der reellen Asymptote parallelen Tangenten nicht alle vier imaginür sein. Es sind ihr 
aUo entweder vier reelle Tangenten oder zwei parallel. In dem Falle vier reeller 
Tangenten schneidet jede der zwölf imaginären Linien S die Cur^c in einem der reellen 
BerQhnmgspuncte auf diesen Tangenten. In dem Falle zweier reellen Tangenten schnei- 
den mir vier der zwölf iniagin"iron Linirn S die f^iirvc in einem reellen Puncle. Wir fin- 
den dicis leicht durch das allgemeiuc Schema der 3U9. Nummer bestätigt. Denn bezeich- 
nen wir, nad der obigen Anfoinandeifolga der den beiden hnaginftwn A ayp Co l eu pand» 
lelcn Tangrnirn, die Berühningspuncte auf denselben durch Qj, Q,, Q,, Q, und R^, R^, 

R«, so sind i'i und P, iouncriwei reelle Bcrührungspuncte; in jedem derselben schnei- 
den Bieb wpci der vier reellen Unien S. IMceen enfspridit! 

P.Q.Ri, P.Q,R., P,Q3., P.Q.R., 
wtbrend die zwölf inuglnSren linien S durch folgende Sjjnnbole bezeichnet werden: 
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P.Q.R., P.Q^Ra. P.O,R„ P,Q,R„ 
P,Q,K», P,Q,R., P^y^R». P«^i.R.. 

PtQiR4, PiQA. P4Q,R4. 

In dem Falle, dafs der reellen Asymptote nur zwei reelle Tangen!« ii p.ir:i!lcl sind, haben 
die acht Linien S, die den letzten acht Sjubolcn entsprechen, Leinen rellen Punct mit 
itr Gurre 

313. M ir ( rlinllen sogleich di< jeniefn Modificationoti, «clrlie der allgemeine Satz 
der 306. fiumincr in dem Falle, dafs die Cur\-c dritter Ordnung parabolische Asym- 
ptoten bat, erleidet. Zwei geradllimge AsyiApIoten der Cair« sind abdami nindich ab 
mendlich weit liej^end und dcD Durchmessern der parabolischen Asymptoten parallel au- 
ns«h«ii^ £• gibt im Allgemclneii, parallel mit diesen Durchmessern, vier, «od parallel 
mit der nicht unendlicb weil enifenilen geradlinigen Asymptote, drei Tankten der Cnrre. 
Legt innn hiernach eine gerade Linie durch den fierührung^punct auf einer der lelKtge» 
nannten drei Tangenten und durch den Bcriibrung^puuct auf einer der erstgenannten vier 
Tangenten, so schneidet diese gerade Linie die Curvc noch in einem dritten Puncte, nnd 
dieser ist der Berührun^spunct auf einer zwdten der fraglichen vier Tangenlen. HienMcb 
erhalten wir den nnriislehciidcn Solz: 

Die lierührungspuuclc auf denjenigen vier Tangenten einer Curvc 
dritter Ordnung mit parabolischen Asymptoten, welche der Dorehmeaaer- 
Richlunf; dieser Asymptoten parallel sind, bilden ein Viereck, deaaOll 
Diagonalen und gegenüberliegenden Seiten sich in den drei Berühranga« 
pnneten auf denjenigen Tangenten der Curven, welehe'der geradlinigen 
Asvinplf»' <■ pnrallcl sind, schneiden. 

Die Gleichung ( 1 ) nimmt für den vorliegenden Fall die folgende Form an : 

p(q«-x«)+^ SB 0. (14) 
Die Gclums: dli üer Form rc< htferli|:l die obige Uebertragung des allgemeinen Satzes. 

Aehnlich wie bei den bisher betrachteten beiden Haupt -Classen von Curven dritter 
Ordnung erhalten wir aodi bei Corven dritter Ordnung mit paraboUadicn Asymptoten drei 
▼erscbiedene Fille in unterscheiden. £s künncn erstens die drei der geradlinigen Asym- 
ptote und die vier der Durchmesser- Aichluog parallelen Tangenten der Cunre reell sein, 
was dann der Fall ist, wenn diese ebi tngeordneles Oval hat (die 159. Art). Die Form 
da Gleichung (14) besteht alsdann auf sechsmalige reelle AVeise. 

Es können swcilcns die der geradlinigen Asymptote parallelen Tangenten, alle drei, 
reell und die der Durchmesser-Richtung parallelen, alle vier, imaginär sein. Aisdaun sind 
von den sechs Linien 5 nur swei re«*!!, and diesen entspricht die Fom: 

pf(r-f-x')-+-/^8' = 0. (15) 

Die vier übrigen Linien S sind imaginär, und jedem Paare derselben entspricht eine Glei- 
chung von folgaider Fonnt 

Es kSoncn drittens eine der geradlinigen Asymptote und xwei der Durchmesaer- 
Richlnng parallele Tangenten redl sein. Alsdann aind von den sechs Lbden S wiederam 

nur zwei reell, auf einer derselben liegen die drei reellen Berühnmg^puncte , die andere 
derselben geht durch den Berührungspunct auf derjenigen reellen Tangente, welche der 
geradlinigen Asymplule parallel ist. Diesen beiden reellen Linien S entsprechen die bei- 
den Fonnen (11) und (15). Die vier Hlnlgen Linien S .sind inKi4:iu;)r, und schneiden 
■ich, paarweise, in den beiden Bcrfibrungiponctcn auf den beiden reellen, der Durchraea' 
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ser- Richtung; parallelen, Tangenteo; jedm Paare dieser Liuoa eoUpricbt eine Gleichung 

von folgender imaginär^ Form: 

Wenn eine Cur^-e drillcr Ordnung mit pambolischen Asymptoten eiucn Doppcl- 
puncf liaf, so erhallen ■wir l'arlicnlnrisniionfn , die «loii fritlierii äliiilirii sind. A\'eiin sie 
einen conji}girteu isolirten l'unct bat (die IßU. Art), oder wenn sie eine Scbleifc bildet - 
(<Be 170. Art), lo bebltt sie« in engern Sinne des Worte«, nur noch eine der gcmdliiii' 

gen Asyinptolc, und zwei der Durchmesser- Richluni; pnrnllcle TangenleO. Die Bcffllt- 
ruugspuucte auf djeseu drei Tangenten liegen in gerader Linie. 

Wenn die geradlinige Aeymplote der Cui^e eine oscalirende iat, eo bilden die 
BerOhrungspunrtc auf den vier der Durrhuiesscr-Rithhing pnrnlleleD Tangenten ein Paral- 
lel-Trapez, dessen parallele Seiten der geradlinigen Asymptote parallel sind. Es schnei- 
den rieh femer Ae beiden übrigen Selten dieies Trapeice in dem einen und die beiden 
Diagonalen desselben in dem andern Berfilmuigppunete auf den beiden dar geradKoigeii 
Aajrmptote parallelen Tangouten. 

814. Die Gleidinng (1) behalt' ihre geometrische Bedeutiamkeit endlich anch indem 
Falle nocbt dala wir ne anf folgende \N'ei$e pnrtirulnri.Mren: 

p{p+*)(p-*-x')+i»s' = 0. . 
Indem wir alsdann p+j(x+x') ^ p' setzen und durch X und y gehörig zu bestimmende 
GoMlanle bcsdcbnen, kAnnai wir dieee Gleichnng anch folgendcrgealalt schreiben: 

p'»_i_/«»+;.fp'-f-;) = «, 

woraus wir sehen, dals im vorliegenden Falle die Curve dritter Ordnung semicubiscbe 
Parabeln an ihren Asjmptoten hat. Ana der orsprOnglich angeno m menen Form tritt also • 
in Evidenz, dafs die Corve alsdann drei snlrhe parallele Tangenten hnl, .mf weldien die • • 
BerObrung^puncte in gerader Linie, und zwar auf der Tangente im lUickkehrpuncte ihrer 
nacolirenden semicnbi -pambolischen Asvniplotc liegt. 

Wenn die Curve dritter Ordnung insbesondere entweder erstens zwei parallele 
Tangenten hat, oder zweitens eine Trident- Curve, oder drittens eine .ciibischc Para- 
bel ist, so verliert die Form der Gleichung ( 1 ) ihre gcomelllsfhe Bedeaton^ 

S19. Vflt kAnnen die Gleichnng (1) aocb unter der folgenden Form schreiben: ■ 




nnd dann den ersten TbeÜ dieser Gleidinng, der fOr alte Pnncte der Carve constant 

bleibt, Icirht izcuinetlisA construiren. Indem wir /» ab ebm unbestintmte Constante anse- 
hen» können wir den vier ganien und linearen Functionen p« q. r und a insbesondere auch . 
die Bedantnng kOtiester Abstlnde von den vier geraden Linien: 

p = 0. q = 0, r = 0, 8 = 0, 

beilegen, wonach die metrische Rei.itioii, welche die vorstehende Git irluin!; ausdrücVf, so- 
gleich sich ergibt. Wir bemerken zugleicii, dafs der Werth des i'roductes jiqr von einem 
Pnncte einer gegebenen Curve zum andern sein Zeichen nicht Indem kann; beftndrtcn 
wir also dus von dm hiziiplit hen drei, den Asymptoten parallelen, Tangenten gebildete 
Dreieck, so liegen alle Puucte der Curve entweder innerhalb des Dreiecks und innerhalb 
der drai Scbaitdwinkel der bnenwbkel Acses Draiedts, oder es liegen alle Puncle te> 
ncrhalb der drei von einer Seite des Dreiecks nnd den VerlSngenuigan der fedeamaligstt 
beiden andern Seilen gebildeten unendlichen FlächenrSijme. 
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316. W.'ilirend der allgemeine Satz der 906. NmmMrt wenn die Caire dritter Ord- 
Duog einen Duppeliaiuct hat, seine geometrische Bedeatsan&eit injkziehimg auf die durch 
dietCD Doppelpunct gebenden, den Asymptoten parallelen und als Tangenten zu betrach- 
tenden, geraden Linien verliorl, besteht die mclrischc UcI.Uion der vorigen Nummer auch 
noch für diesen Fall. Weil alsdann die Linie s = 0 durch den DoppelpuDCt, oder den 
DavAadoltt xwder, etwa der beiden cnten, der drei den Asymptoten pwallelen geiwIeB 
Linien: 

p = 0, q = 0, r = 0, (1) 

feht, M kttnnen wir die Gleidrang (1) aal die folgeDde Feraa brinfien: 

p(ir+/((p-»-Aq)' = 0. (2) 
Die Anzahl der Conslanten in dieser Gleichung bat sich auf acht rcducirt, weil ihre Form 
«mnttdtt, dalii die bexO^ehe Cnrve dritter Ordnung einen Doppelpunct hebe, üb die 
Natnr Aeeei Doppelpanetei niber zu bestimmen, wollen wir, vrie frOber: 

p+q+r = /?, 

«eitcn, anter dieier ▼onnieelaimB sweimel naicb eiModer die <Ueichuog (2) diflerendi- 
ren und dann p s 0, q s 0, und aleo r s ^ ndmoi. Anf dieeen Wege finden wir 

«ogleich: 

ebw GUiebang awetlen Grades in ^ , dordi deren WoRcIn die Ricblong der. beiden 

Tangenten im Boppelpvnefe der Coire (1) bestbamt tvird. Je nadideni die beiden Wnp- 
zcln dieser Gleichung reell oder fanag^nlhr oder einander ^cicb eind, d. b. je nacbdem der 

folgende Ausdruck: 

positiT oder negativ oder gleich Null ist, ist der fragliche Punct ein eigentlicher Doppel- 
punct, oder dn conjugiiter isoUrter Pme^ oder ein RUdÜLdufiinct. Der letale Fell wird 
aleo durch eine der Mgeadcn beiden Bedingungs- Gleichungen angeidgt: 

/?sO, iXiA+ß = 9. (S) 

Die erste der beiden ▼oratehenden Bedingung^ -GleldMnigcn fordert, dale die drei ge* 
raden Linien ( 1 ) alle drei in demselben Punctc sich scbneiden, wonach die Gldcfaung (SO 
, die Ibigende Form mit sieben Constanten annimmt: 

pq(p+yq)4-/i(p-4-;.q)'' = 0. (4) 

Die gerade Line: 

8 = \i + h\ = 0, 

filUt alsdann mit der Tangente im Rückkehrpunctc zusammen, weil ihre Durchscbnittspuncle 
ndt der dnre alle drei in diesen Pnoete Mk vereUgen. Wean eine Gurre dritter Okd- 
nung inil einem Doppi''|>v'ii'(i' uc-'cbcn ist, so können wir also, im Allgemeinen, nicht 
drei durch den Doppelpunct gebende und den drei Asymptoten der Curve parallele ge- 
rade linlen iBr die dorcb (1) daigestellten ncbtacn, am aMnn die Corvo dnrdi eino 
Gleidnng von folgender Foim aoszudrOcken .- 

pqr-4-f«' = 0; 

wir lt0imen dfob nur in dem besonderä Falle, dais der Doppelponct ein Rfidikefarpanel 
ist. und dann ist die Tangente der Curve in diesem Puncte die Linie s = 0. 

Nach der «weiten der beiden Bedingungs-Gleiebungen (ß) lädst sich die eine der bei- 
des 



Digitizeci by Google 



§. 7. Discussion der .illgcmeiiicn Gleichung der Curveii clc. 2SI 



den Constanten fi und A durrh die andere niif lineare Weise bostitnineu, so dafs sieb 
olsu auch ^>iedcruin die AnzabI der (>ouslantcu in der Gtcirhun;; der Cnr^'e auf sie- 
ben reducirt. Ahdann j;ehen die beiden ersten der drei geraden Linien ( 1 ) durcb den 
Uückkebrpiiurl der Ciirve uiu! sind irgend zweien AMinploten derselben parallel, wäbreud 
die dritte dieser Linien eine der dritten Asymptote parallele Tangente ist. 

317. Die KinTachbcit der Gleirbun;:: 

pf|r-f-/,s^ = 0, (1) 
bringt, als nolbweudi^c Ful^e, neue einfache f^unslrnclioncn einer (.'urrc drin er Ordniuij;; 
mit sieb. AVir wollen diese ConMriiclionrn hier indefs mehr andeuten ah aasf^^ren. 

Wir können die (ilcicbuug ( 1 ) durcb lliufiihning einer iiciK-n CinnstnnlcD ). auf fol- 
f;eude Form bringen: 

p (qr+ As) + s (an — Ap) = 0, 
und dieselbe alsdann befriedigen, indem wir 

qrH-As = ü, und zugleich /4a — Ap = II. (2) 
setzen. Die erste dieser beiden (ilciehungen stellt, was ihre Fonn iciüt, einen Kcf;el- 
scbnilt dar, dessen Asymptoten zweien Asymptoten der Cnrve dritter Ordnung parallel 
sind, und der durch die beiden Uerührung.vpunctc auf den diesen beiden Asymptoten pa- 
rallelen Tangenten, Q und R, der Cur»c dritter Ordnung; gehl. I)ic zyvcite der beiden 
(jleichuugen (2) stellt eiue .«olcbe gerade Linie dar, wilchc <l»rrh den nerüliiungspuncl 
auf der, der dritten Asymptote parallelen, Tangente I' geht. Bei verschiedener .\unahme 
des unbestimmten Cocflicicnten A, iindert der fragliche Kogelsclioitt seine Form, %vah- 
rend die in Rede stehende gerade Linie sieb um den festen ItcriihruDgspuDct auf der 
T'angente V dreht. 

Wenn aufser den drei den Asymptoten der zu cunstruirenden Curve parallelen Tan- 
genten P, Q und R und den drei in gerader Linie S liegenden Berührungspunclcn'auf 
denselben, noch irgend ein l'uncl M der CurA c gegeben ist, so ist der CoefGcieut /t ihrer 
Gleichung (1), und folglich die Cur^c selbst, gegeben. Den oben bezeichneten Kegcl- 
scbuitt können wir durch denselben Punct IM legen; dadurch wird der Coefl'icient A und 
somit nicht nur dieser Kegelschnitt selbst, sondern auch diejenige gerade Linie vollkom- 
men bestimmt, welche durch die zweite der tileiclmngcn (2) dargestellt wird und durch 
die beiden Durcbschnitlspuncte des Kegelschnittes und der za constniircnden Curve drit- 
ter Ordnung geht. Der Punct M ist einer dieser beiden Durrhschnilt.'ipuncte. Die frag- 
liche gerade Linie ist dadurch, dafs sie durch diesen Punct und den Berührungspunct auf 
der Tangente P geht, gegeben, ludern wir also den zweiten Durchschuiltspunct dieser 
geraden Linie und jenes Kegelschnittes conslruiren, linden wir einen neuen Punct der zu 
construireuden Curve. Diese Constnictiun liifsl sich bekanntlich sehr leicht, auch ohne 
die Curve zweiter Ordnung selbst zu zeichnen, etwa nach dem, gehörig moditicirteu, Pas- 
ca Ischen Satze ausführen. 

Da wir die Ilerührungspunctc auf den drei gegebenen Tangenten in beliebiger Ord- 
nung zusammenstellen können, so gibt dieselbe Conslructionsweisc, im Allgemeinen, ähn- 
lich .wie die Construclioncn des dritten Paragraphen .dieses .Abschnittes, beliebig viele 
Pouctc der zu construirenden Curve. Die in Rede stehende Construction einer Curve 
dritter Ordnung stimmt mit derjenigen einer Ciuryc zweiter Ordnung, wenn drei Puncto 
derselben und die Richtung ihrer Asymptoten gegeben sind, überein; mit dem einzigen 
Unterschiede, dafs, während man hier einen neuen Punct der Cur\e auf jeder beliebigen, 
durch einen der drei gegebenen Punctc gehenden, geraden Linie erhält, diese gerade Linie 
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fttr den Fall einer Curvo tlriifrr Onlnutif;, il.Tltirrli eine vollVointncn bo=(iinmtc wird, «Irifs 
rfe auber dordi den Punct M auch noch durch einen festen Puuct (den UerlibrangiBpaact 
mf der drilten Tnngonio) gohcn nota. Jeder nette ConatraeHoMpoBct dieser Carte iit 
hiernacii anzoschen nls i in zu bestimmender Punct einer yeründerlicbcn Curvc zvreiter' 
OrdouDg, welclie durch zwei feale PoDcte geht und deren Asjnptotcn eine g^cbene Bich-, 
luug hnbcD< 

31B. Wir Ivdiineii dio Gl irimn- (1) nit BnflIhniDg eiiMr aeoen GonattnCeiii anA 

auf n.K hi'li'Iicudc zwiciacbe Weise BchrcibcD: 

h p(qr-t-/.s')-8»ap— /*) = 0, 

(f+l) qr - (A qr-^n') = 0. 
Dio.co bcidon Formen fOhren» wenn wir U.'+n as 0 tetien» tiberejmtioneod ut deniiei- 

deu Glcicbungen : 

qr'f-U* SS 0, Ap5-** = 0, 

durch ^^rlrhn, ^rnn sie zugleich bestehen, die Gleichung (1) befriedrigt nird. Die erete 
dieser beiden Glcicbungen stellt irgend einen KegeUcbnitt dar, welcher die beiden gera- 
den Linien Q and R aof der Liiiie S, folglich In denselben Punctm beriihrt, ab die Curvo 
dritter Ordniin;; i s (luit: die zucKc (llcicliung stellt eine gerade Linie dnr', welche einer 
Asymptote dieser Curve parallel ist. Die DurduchniUc jenes Kegelschnittes und dieser 
geraden Lfaüe liegen, bei )eder Annalune der Gomlantai l, auf der bb conrinnrcnden 
Curvc (1). Sind daher die vier geraden Linien P, Q, R and S und irgend ein Punct 
M der Gurre gegeben, so erhalten wir zunächst drei neue Punclc, die auf drei durch M 
gehenden geraden Linien liegen, die den drei erslgenannlen gc{;cbencn geraden Linien pa- 
rallel sind, und dann beliebig viele neue Puncle, und zwar nach demseliien Verfahren, 
nach welchem innn iieiie Puncto eines Ki '^clsf luiillos erhidt, der zwei gegebene gerade 
Linien in zwei gegebenen Puucten berührt, und (ibcrdiefs noch durch einen dritten gege* 
benen . Punct geht. 

319. Wir kennen die nllgemcine Gleirhiin^ f1>, mit EillEDluinig einer neooi CoD- 
stauten, endlich auch noch aaf folgende Wci^e schreiben: 

p(qr+2p)+0u*~Ap*) = 0. 
nbd diese fflcidnog befriedii:eti, indi ui wir xugicich 

qr+Ap = 0, • iM^—Xp* = 0, 

aelzcn. Die cnle dieser beiden Gleichongen rtellt irgend enien Kegelschnitt dar, wdi&er 
die beiden letzten der drei geraden Linien P, Q und R auf der ersten derselben berOhrL 
Die zweite dieser Gleichungen stellt ein System von swd solehoi geraden Linien dar, 
welche mit den Linien P und S vier Harmonicalen bilden. Jener Kegelschnitt wird Ton 
«Keeen beiden geraden Linien in vier Puncteu der zu construircnden Curve (1) geschnit- 
ten. Ist einer dieser vier Puncto gegeben, so können wir <he drei übrigen finden, jedoch 
nur ciueu derselben auf lineare Weise. Es liegt dieser Punct auf derjenigen geraden Li- 
nie, welche den gegebenen Punct mit dem Dnrcbschnilte der beiden Linien P mid S ▼er- 
bindcl, und ist derselbe, welchen die andere Constructionswcise der 217. Nummer schon 
geliefert bat. Die Construction der beiden übrigen Puncte, welche auf der vierten Har- 
nnnieakn m den Linien P, S und den dbcn beaeiehMtcB Uegav iit ▼oa siraiten Grade. 



§. s. 

DI^cnsBion der nIl((omoinon Grlcicliiini)^ ilor Cnrvou dri((<>r 
Ordnung; anter der Form i><ir-|-./«f.* — 0. 

320. Indem vnir, wie bisher, durch p, q, r und s lineare Funrlioocu und durch u 
eine Conslanle bczeichueu, küaneu >vir die Gleichung: 

pqr-4-/is' = 0, (1) 
»eil sie neun unablwini^ige Constnnic eulhäll, als die allgemeine Gleichung der Cur- 
ven dritter Ordnung betrachten. Wir erhalten also, indem wir die Form der vorstehen- 
den Gleichung deuten, eine neue allcemeiue, characlorislisclic Kigon^chaft dieser Curven. 
Um die obige Gleichung zu befriedigen, können wir nach einander: 

p = 0, q = ü, r = 0, (2) 

und jedesmal zugleich: 

= 0, 

setzen. Wir Echen hieraus, dafs die drei Durchschnitte jeder der durch die drei Glei- 
chuüfen (2) dargc-itdlUn geraden Linien, P, Q und IV, in einem und demselben l'uuctc zu- 
samnienfallcn. Die drei utisgezeirhneteu I'unctc, welche >vir auf diese Weise erhalten, 
liegen auf einer einzigen geradcu Linie S. Die drei geraden Linien (2) sind Tan!:onten 
der Curvc, die Ordnung der Rctübrung aber ist eine höhere, sie osculirea die Cur^e. 
Wir haben sie Inflexions- oder Wcndungs-T an ganten und die Uerdhrungi^pnncte 
auf denselben liiflexions- oder Wcndungs-Puncte geniinnt. Die Foiin der Glei- 
chung ( I ) Echliefsl aisu den folgenden Salz ein: 

Die Wcndungspunctc einer Curve dritter Ordnung liegen zu drei in 
gcrndcr Linie. 

321. Die Gleichung (1) zeigt, dafs der Ausdruck wenn wir ihn nach einander 

auf die verschiedeneu Puncte der bezüglichen Curvc beziehen, immer denselben Werth 
bdililt. Hiernach ergibt sich eine metrische Fundamental- Kclatiun, welche, bei verschie- 
dener Bestimmung der linearen Functionen, unter verschiedener geometrischer Aussage sich 
darstellt. 

Da überdiefs der besagte Ausdruck för jeden PuucI der Curvc einen Werth mit 
demselben Zeichen hat, so erhalten wir, wenn die drei Inflo\iong- Tangenten und die 
Linie S gegeben sind, Bestimmungen, die denen der Ninmuer ganz an.-ilog sind, über 
dicjenigea von diesen vier geraden Linien gebildeten FlUchenraumc, in welchen die bezüg- 
liche Curre sich erstrecken kann. Insbeson«lere ergibt sich, dafs die Inflexions-Taogeuteu 
die Curvc zugleich berühren und schneiden. 

322. Die L'nvollständigkeit des Satzes der 32U. Nummer ^^pringt in die Augen; deuu 
ea ist ganz uucrOrtcrt geblieben, ob wir der allgemeinen Gleichung der Clurvcn dritter 
Ordnung nur auf eine einzige oder mehrfache .\rt die Form der Gleichung (I) geben 
können. Nachdem wir aber in dem ti. Paragraphen die Anzahl der WenJungspiinctc der 
Curven jeder beliebigen, und der dritten Ordnung insbesondere, auf direclcm Wege be- 
stimmt haben, so künneu wir leicht den fraglichen Satz vervollständigen. 

Eine Curve dritter Ordnung bat im Allgemeinen neun Weuduugspuncle. Wenn wir 

36* 
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durrh irt;fni) zwei dorfolbrn eiiio ;;oiad(> Linie 1ej;en, so schneidet diese Linie die Curvc 
iioch in einem dritten dieser \Vcuduug$puDctc. Eben dicfs ist der Sati der 320. Mummer. 
Es llfoC aidi abo d«r a1](;emeinen Glcidiuog der Cunrcn dritter Ordonng so oft auf ▼«<- 
srhitdrnc Weise die Fonn der CMdinni; (I) geben, ;ils aus neun Elementen f\rh lol- 
clie Couibinatiouen zu drei bilden lasseq, unter denen nicht zwei sich bcündeo, in denen 
dieielbfen beiden Elemente Torkoimnen *). Wir erhallen biemadk ein« swfllf fache Zo- 

sauiincnKtcllting, der, wenn wir die nenn Wendunpspnnrle durch P, Q, R, Pj, Pj, Qi, 
Q„- 1V| und bezeichnen, daa folgende Schema entspricht: 

PQR; 

PP,P„ QQ.Q,. RR.U.: 

PQ,R„ PQ,R», QP.R,, QP,R., ttP.Qi, RP.Q.; 

P.Q.R>. P.Q.Ra. 
Wir haben in Bezieluing darauf, dafs von den neun WendoOggpanctcn immer drei reell 
und sechs iroaginlir sind, hier vier verschiedene fülle /ii iiiilrr.'irheiden. Es geht von den 
zwölf verschiedenen Linien S,, welche den zwölf Gruppen des vorstehenden Sdicma ent- 
spreches, «Ine durch die drei reellen Wendongsponele; Jede von dreien dieser Linien 

verbindet einen der drei reellen Wendtingspunrie und eines der drei P.inre 7ii?an)inenpe- 
büriger imaginärer Weudung^poncle. Die übrigen acht Linien S sind imaginär, nur mit 
dem ITnterscbiede, dab seebs derselben sich paarweise in 'den drei redien Wendung^» 
pnncten schneiden, und die zwei übrigen keinen rn üni Punct mit der Curvc pcnicin ha- 
ben.. Den somit unterschiedenen vier Fällen entsprechen, wenn wir, am das IinagiuUre 
m Evident treten zn lassen, durch die Buchstaben des lateiaischen Alphabels reelle ganze . 
und lineare Fnnclioiien beieicbiieo, die folgenden vier Formen der allgsmciocn 
Gleicbaag: 

pCp'+pY- 1) (p'-p-riTi)-!-^',,,« « 0, 

rCq-zbiJ-mi) (r- z^r' V^) -H'-^^f^tV^D (s, ± s'j'^T)»^ 0, 
(p±p"V"— 1) Oi'iq'V— l)(r'=tr'1'— l)4-0^dbH,VCrT)(s,±s'J'— 1)' = 0. 

AVir müssen in dem obigen Schema die drei reellen Wendungspnncle durch solche 
drei Syndwle beseichnen, die in derselben Gruppe vorkonnneo, tmd fOr die sechs bna» 
l^ntrcn die Bezeichnung; so wühlen, dafs in drei andern Gruppen die drei Paare zusam- 
mengehöriger imaginären mit den drei reellen Wendungspnncten sich zusammenfinden. 
Nehmen wir etwa, hiermit In UebeNtasUmmunf;, P, Q and R flDr die drei reellen Wen» 
dungspuncte, mit denen bezüglich die zusamn>enf;el>tlri£en ini.i^inlireD P( und P^, Qi und 
Q„ und R, und R, auf denselben drei geraden Linien liegen, so beziehen aidi dBe vier 
Horizontal-Colamnen des Schema anf düe Tier verschiedenen Pxlle und die entsprechen- 
den vier verschiedenen Formen der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung. 

323. Die directe Machwösung, dafs, and unter welchen Modificationea, die ailf»- 



r^ictit ji'ilc Ar.zülii vnu tülcmriitiii ist von <li>r Art. ilafii sie sieb so zu drei giii|i|iir<'ii liüiSen, dab Itt dn 
ver>clii<'(!<'Jirn Grupprn alli- Cumliinotioncn nvrirr Elemente voricommen und jnlr dcrscltifn nur sin ata* 
läf/m Mal Wenn ni die Aniakl sokher Elemente and n i^end ebc ganic Z«U, Haü oicbt amgcaelloa« 
' aan, btionlet. so lU>«neng( nnn Bicb lelelit, idt u vm der Farm 6n-4-3 sein Mob. Die AnsaU der 
fwachisdeacn Gmppfn bcMgt al«dann ein Drittel der AmaU der CombiiMltanen von uEloowstCB SC 

nfd, nidiiB i • P^"! ~" Elcmenl kaaiml ia vanckiedeaea Giappea v«r. 
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meine Gleichung des driltcn Grades zmscbcn zwei veräudcrIicbcD Grüfscn sich immer auf 
die Fora der Glddiang (1) bringen lasse, bcnilit aof der Discmsion von Gldchongcni 
die wenigsteas den 12. Grad crrcitlicu, und die \rir auf dieselbe Weise, als wir es im cr- 
aten P«ragi«pben dieses Abschnittes bei einem analogen GegeiAlaode gethan haben, einld- 
ten iLttDacn. Was dort aber Idcht war, wdl die bezOg^icbe Umformong nnr auf einzige 
Art Statt (and, >vird hier, wenigstens praklisch, unnu»fiihrbar. Allen diesen algcbr.ii>clicn 
Entwickliingco sind wir in der Disciis.-ion der vorizcn Nummer überhoben .worden, iadein 
wir die Form der Gleichung (1) uul dem schon bovieseueu Resultate, dafs eine Curve 
dritter Ordnung, im Allgemeinen, neun Wendungspuncle and unter diesen immer drei 
reelle und sechs imapinJlrc iint, in Verbindung gebracht haben. "Wir können nbor <lcn 
Gcsicblspuncl für diese Discussion noch höher wählen, indem wir die Nolhwcudigkcit 
it» eben erwahnlao RecaltatcBr dardi anniittelbare Befraeblnngen, dienlirils «iedcram at» 
der Fonn der Gleichung (1) herleiten. 

Weil nemlich 1) die Gleichung (1) so viele Constantc als die allgemeine Gleichung 
des dritten Grades twischen zwei TeiHnderlidien GrOiscn einschliefst, so lusm diese Gld- 
cbung, bei reeller oder iinaglnäror Constanten- Bestimmung, immer in jene fibergehen. We- 
nigstens liat also eine Curve dritter Ordnung drei Wendung^uncte', die in gerader Linie 
liegen, und enlwpder reell oder imaginär sind. 

2} Eine Curve dritter Ordnung kann nicht mehr als drei reelle Wendungsponela 
haben. Denn die gerade Unie, welche irgend zwei reelle ^^*cn(hJn^sI)unclc verbindet, 
schneidet die Currc noch in einem dritten reellen I'unrte, der ebenfalls ein Weudungp- 
punct ist; und es gibt kein System von mehr als drei reellen Pooctei^ TOn denen je >*v*> 
mit einem und nur mit einem einzigen dritten in fzernder Linie liepcn. 

3) Die imaginären Wenduugspuucle sind in gerader Anzahl vorhanden und gchüicii 
notbwendig itaamdse so zosammen, dafs dne reelle gerade Linie durch die bddenPtancle 
jedes Paares geht und also dio f'nrvc aufserdcm noch in oinein reellen Wendunfrspunctc 
schneidet Es gibt hiernach doppell so viele imaginäre als reelle Wendongspuncte. Denn, 
da in der Gteicbong (1) die drd («dien) Fmidtionen p, q and r bdidrig mit doasdcf 
vertauscht \vrrfli ii kiinntni, so stclu'n die reellen Wendungspcmcte alle drei in «lerselbcn 
Beziehung zur Curve, und offenbar kann einer derselben nicht mit mehr Paaren imagpnl- 
rer Wendongiipande in gerader Linie liegen als dn anderer. 

I) Es sind hiemach nur aoA «rel Fälle möglich: entweder hat die Curre dritter 
Ordnung einen reellen und zwei imaginäre oder drei reelle und sechs imagfailhra 
WenduDgspunete. "Weil augenfällig die allgemeine Gldchung des dritten Grades nicibt 
■nf blofs einsige Art die Fora (1) annehmen kann» so ist der xwdte Fall allein 
alaltbaft *). 

324. Wir künncn, weil eine Cur\c dritter Ordnung, im Allgemeinen, drei reelle 
yfmdxatfiiipiaiMe bat, }ede Gorre dieser Ordanng durcb Äe Glckbong: 

PHr + Hs" = 0, (1) 

anter der JBe^cbrünkung, daüt r und s reelle Functionen bcdealen, «nf einzige 



•) Wir Lönnlrn auch tiotli aas iler Nol«- r.ue 3'1'Z. NammM Arfomfnir JirmehiBfn, um il.is OWge za be- 
stlligpii Er Liinnrn z. D. niclit man \V'<.<nJuD:H|iimLtc und nnter dies4'n vier Paar« itnaginllrer vorhan- 
den sein. Dann railCitc nemlicli drr einzige reelle Wendangspanel mit diesen vier pMrea anf vier ver- 
sdicdcnea gcradea Ltaiea Brgen und «out in keiner Conbüiiliea malir »SilswiMia IN» AassU iet 
imClaPrai WcndngipaBalc adCrte abo cbenUb *oo der Fena (fe-hD ada 
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Weise darstellco. Die particulHren Fülle ergeben sich, indem wir VoraoaMtzungen dar- 
ilber machen, dab WenduDg!<ptinc(e und WendungstangeDten nncndticli vreit liegen. Liegt 
dB WcndungspuDct, etwa derjenige auf der Wenduugstangcntc I\, unen^BcIl -weit, M 
nalii die Linie S denelbcD parallel sv'm, und Wir erhalicD die folgende Fora: 

^^l+f^{T + xf = 0. (2; 

Die WeDdoBgitaiigeiite R tat eladann eine oacnli r ende Aeymptote derCnrvft liegen 

die ■^^'cndun|;s[mn^Ic nlie drei iincndlirh weil, >voi)a(!i (lic drei Linirn P, Q und R o?- 
culircudo Asjuiplotcu sind, so kommt, indem die Function b auf eine blofse Coustante 
iieh redodrt: 

pqr-4-/< = 0. (3 ) 

Wenn ein Wendungsponct xugleicb mit der beiüglicbcu Weodüogstaogente unead- 
trcilr lie(;ty M anib die diceer Tangente entsprediende Funcfioin auf eine Constante 
aleb xedndran, wona^ die eligemeiBe Gleichung ( 1 ) etwa die folgende Form annieunt: 

pq-H^'« = 0. (4) 

Es kann übcrdiefs einer der beiden übrigen Wenduogspunctc unendlich treit liegen, wor- 
an! die fragende Fmn henrorgdit: 

,„[4.„C,j-l_5,)' = 0. (5) 
Es können endlich zwei \^ cudungspuuctc zugleich mit den beiden bezüglichen ^^ enduogs- 
iMigeiiten onendlicli weit liegen. Dieaem Falle enttpridit die Form: 

— (t. (6) 
Auf die vorstehende Weise erhallen wir sechs sich einander unterordnende Arten 
TWD Gnrren dritter Ordnon^ indem wir Mob ana der Betrachtung der drM reellen Weo- 
dimgspunrtc den Einthciluugsgrund hernrhmin. Da immer sechs Wendung^pnncte Im* 
gInSr oad also ihre Spur fürs Angc nicht Torbandeo ist, SO ist dieses neue Princ^ der 
Eintbcilnng allerdings statthaft , nar mOssen wir, wenn whr welter ins Einzelne gehen und 
namentlich in RQcksicht auf Doppelpunclc, Analogien aufgeben, die uns biahei' als bedeo* 
tungsToU entgegengetreten sind. Wir erhalten die wcilercn Unternbthcilnngcn, wenn wir 
auf die Natur der Asymptoten der Cunre Bficksicht nehmen. Unmittelbar können wir 
auch in der Form der obigen Gleicbungen in Evidenz treten laasen, dab swd WenAmgii- 
Tangcntcn parallel sind. 

325. Wir wollen, uin zur Uelraditung der Doppclpuncte überzugehen, die Glei- 
cfcnng (1) unter der folgenden Fom achrelben: 

9^+^. 5 17 s 0, (I) 

indem tiir 

p q r 

n»b^"*«- Zugleich wollen wir, mit RUckaicht darauf, dafs /* ein onbeatimmter Coeffi-. 
deot ist! 

y4-V+;fS/J, oder p^-q^-r = (2) 
setxen (18)» wonach 

A(f-\-A^<+Ax = 0. (3) 
Wenn die Curvc ( 1 : ül)i'rhaupt einen Doppelpunrt hat, ko bettdicn fÜr diesen, zu- 
gleich mit der Gleichnog der Curre, die folgenden beiden Gleichungen: 

dü _ 

die, mh Beittdisichtigmig der dddMOig <3), in die folgenden beiden ddi enlwiofcebi: 
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und auch durch die oach*«tt'heuilen ersetzt werden können: 

q(r — p)=sO, p(r — q)=<l. (4) 

Diese beiden Gleichungen ^^irdm ziiglrirh bcfricdigl, wenn irgend zwei der (frei Functio- 
nen p, «i ond r Tcnchwinden. Wenn die Gleichung der Corve (1) ebenfalls befriedigt 
wodoi toll, htiam wir ehm q m 0 und r b 0 setzen, co ist nothwendig 8 = q+xr, 
'tronadi di« GlddMmg (1) sidi folgeodergestalt paiiinilarisirCi 

pqr-f-"(<|-l- = 0- 

Der bezü^IIclie Doppelpuuct ist albduiiu ein solcher, in vrelcLcm zwei reelle Zweige 
■iidi schneiden. 

Die Jbeidcn Gkiduing^ (4) werden aber auch dann bcfiiedigt» wenn vHr 

p = q = r aas 

- Miacn. Wenn lagleidi die Gleidiuig der Corre beatdien loU» aiuii» ft durch fplgende 
GleidMHig gegeben sein: 

= 0. 

Kn diesem Falle ist der Doppclpnnct ein isolirter Pnnet Da» mdi den identisdieD 
Gleicbungcn (2), di« Linie S durcb die Gleichung: 

p+qrf-r = 0, 

daigestellt ivird, so ist der firaglkike isottrte Punet der Pol dieser Linie, in Bexicbnng auf 
das von den drei Linien P, Q und 1\ gebildete Dreiedi (14). 

Wenn eine Curvc dritter Ordnunc einen conjugirlen I'unct hat, so ist 
derselbe der Pol derjenigen geraden Linie, welche die drei reellen Wen» 
dungspunctc der Curve verbindet, in Beziehung auf dae Ton den drei be- 
SÜglichtn Wcndtinf;slnngenteu cehildctc Dreieck. 

Hiernach liil'st &ich sogleich durch eine lineare Construction der isolirte Puoct be- 
«limen, wenn, die drei Wcndangsponete und Wendungriangsnten CRgelien «ind, nd bup 

dcrcrM'ils ( i p('])cn sich tinmiticlbar die itrci n<«rilhtMBpywM«t* mttf Am Vg jmAmijafaf^p uffn^ 
wenn diese und der isuiirte Punct gegeben sind> 

Wir bemerken, wie Ae Pom der Gleichung (1) sieh particnlaiisirl^ wenn zwei reelle 

Zweige der bezüglichen Curve sich s;chneiden, und wie nur eins besondere Beslimmung 
der Conslanle fi erfordert wird, wenn die Curve einen coojogirten Punct hat. Diese Uu- 
(^eidinirsiglkelt in der Bestiiirainng der beiden Hauptaiten von Doppelpuncten liclse allein 
für sich schon die Existenz der imaginären Wendungspuncte crschliefscu. Die Toilslln» 
dige Symmetrie tritt aber dann wieder ein, wenn wir neben die Ftind.nnenlnl- Gleichung 
der 324. r^uinmer die folgende stellen, in der die imaginären V\ cuduugspuucte in £vi. 
dens treten:' 

p(q'-HxV)+,as'' = 0. 
In dem besondcm falle eines RQckkchrpunctes können die identischen Gleichungen 
(2X in Allgeuicinen, nlcbt statnirt werden. Diesen Fall kOnnen wfr aber in der Calg^ 
den Fora: 

pq'-f-/4S* = 0, 

in wdche die Fonnen der l^ciehng (1) der eben angnogenen Nuaaner und der Torsto* 
henden Gleichung zusammenfallen, unmittelbar in Evidens bringen. Dann eadidlt nur noffc 
ein einziger und zwar reeller Wendongspunct. 

826. Wenn eine Curve dritter Ordnung durch die Gleichung: 

pqr+^* S U s 0, 
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und auf ilircni T^mfan^e irurnd ein Piinrl, dem die bcsondurn Functioncn-Wertlic p', q'^ 
r' und s' cntsprcchcu mügta, gegeben sind, so crbnltcn wir, nach der 147. Nummer, t&r 
dl« Tangente in Saum Pande die Gldebwog! 

du > du du . du 

irob«i die pniiellcB DilfBrcnlial-CoefficienteB auf die bcaondeni Fanclionen^WcrtlM w 
iMlidien rind. Die vontdieudc Gleichung entwickelt sich in die folgende: 

qyp-|-p'r'q-4-p'q'r-4-3/is''s = 0. 
Wenn wir auf der bezüglichen Tangente beliebig einen l'unct »nnchnien, 8o befriedigen 
Fundipncn-Werthe, die demselben CDtsprecben, und die wir durch p" , q", r* und s** 
unterscheiden Wüllen, dir. so Olric liun^. Setzen ^>ir diese Wi r' >• ein und betracblen dann 
p', q', r' und s' aU veränderlich, so stellt die rc&iiltireudc Gleicliuug: 

einen Kejrclschnilt dar. Dieser Kcf^elschnilt geht durch den Bert '«runsr^punft a>if der obi- 
gen Tangente, er gebt gleicbcruiafaen durch die sechs Bcrühniu^ «puucte auf allen sechs 
Tangenien, welcbe dareh den fieglldicn PaneC aici im AUgendnen an die Cnire dritter 
Ordnung legen lassen. Wenn irir intbeaendere dieicn Punct anC der Linie S annefamen, 
ao iat 8* = 0, wonach 

p"-*-«!' -!-!» =8 0, 
md dte letale detctong in $e folgende flbcrgehc: 

pV+qV+f'pq = ®- (5) 

Diese Gleidiang wird befriedigt, wenn irgend zwei der drei linearen Fonctioncn p, q and 
r Tenchwindcii: sie inrd ca, wenn wir die ToriMrgehende Bedingnng^-Gleichung beitidi' 
aidMigait auch dann, wenn wir: 

P. = q = f 

aelMn. Der beafl^idM Kegdaduitt gelit also, einetaeile, dnidi «Re drei Winkeipnncta 

des \r>n den ^^'e^dllng<(^nc:eIlt^n i:e!)il<Ietcn Dreiedu, nnd andrcneila durch den Pal der 
Linie S, in Boiiehuog auf eben dieses Dreieck. 

"Wem der Pmiot, tod wddiem ana die Tangenten gezogen werden, Inabeaeodare ein 
Wendunpspunct ist, so fidlen in die bczfit'iche ^Vcndun^B(angentl^ ((wa in l\, drei der 
aechs Tangentco zusammen, and der fragliche Kegelschnitt (5) artet in ein Sjstem von 
zwei geraden liden aua. Die eine dieaer beiden geraden Linien lat die Wendungptaii» 
genta selbst, die Gleichnng der andern ergibt sich sogleich aus der GleidHHlg (5); indem 
wir nemlicb =: 0 setzen und den Factor r veroacbiäaaigen, koaunt: 

q'p+r'q = 0. 

Die sechs BerOlirnngapnnete aaf denjenigen sechs Tangenten einer 
Cnrve dritter Ordnung, welche, ron iri;end einem Puncto der Linie S ans, 
an die Curve sieb legen lassen, liegen auf einer Curve zweiter Ordnung, 
wclcbe dnreli die drei Winkclpuncte des von den Wendnngstangenten 
gebildeten Dreiecks und den Pol der Linie S, in Beziehung auf dieses 
Dreieck, gebt. Von jedem der drei Wcndungspuncte lassen sich nur nocli 
drei Tangenten an die Carre legen, nnd die drei Berfibrnngapnncte auf 

denselben liefen in perader Linie. Die drei ;:ern<len Linien, welche man 
auf diese Weise erhält, gehen durch die drei Winkelpunctc des obigen 
Dreiecks nnd schneiden sich alle drei in Pole der Linie S. 

Nach dem Tontckendcn Salse entspricht )edem Puncte der Liide S ein Kcgeladmit^ 

der 
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der dorek irier feil« Pmicte griit, and, ungelclirt, fedeni loldien Kegdtdaifte «b 

Puncf der Linie S, in dnr Arl, dnfs, «•cnti iiorl: irprnd ein l'iinrf von jcDciu gej^cben ist, 
dieser sich auf lineare Weise besliuimea läfst. Wcnu wir uemiicb cioeD Puuct de« Ke- 
(«beboilles durch die betOBdeni FttneHoncn-'Werdie pi, qi und rt aplaidMiden, nnd 
dum dni Cmulaate n, n «od f w beitininett, dib 

flrpi. s «qi s 0-1, (6) 
■o b| £e Gldchiug der Pobm dieses Pandel: 

np + xq + ^r s Ob- 
Die GieichoDg des Kcgelscfaiiiltcs gibt aber auch: 

p'qir|-l-q*Pin+r»p,q, s= 0, 
imd wenn nir de GiMn agcD (6) berOcksicfatigen: 

^rp'-f-^^q'-t-r.r» = 0; 

wenns wir sehen, daf« die Polare des (raglichui Punctes durch dcu zu bcstimmcDdcD 
Pnnct auf der Linie S ',eht. 

Hieran kfJnpfl sirfi'einc bemerlcnsTrerthe Construction der Aufeabe, in einem Puncto 
einer Cur\-c driltcr Ordnung die Teogeote xo ziehen, wenn, aufscr diesem Puncte, die 
drei Wcndangqpniete nnd iBe Tangenten in densetben gBgdben >in4 die Curve selbst 
aber nicht gezeiclinof ist. Man branrlit neinlich nur (II) in Be^idnin}: auf das von 
den drei Tangenten gebildete Dreieck die Polare des gegebenen Punctes zu constrairen. 
Die Terlangte Tangente Terfcindet alsdann den gegeböien Pnnct mit den Dordudinitte 
dieser Pularen und der Linie S. 'Wir sehen zugleich, dafs diese Construction dann on- 
bestimmt wird, wenn der (gegebene Pnnct mit dem Pole der Linie S xusanuneni^llt and 
also «Beser Pnnct ein conjugirter Pluct der Gorre ist (325). Wenn insbesondere der ge- 
gebene Punct der Schwerpunct des Dreiedte der Wendaagptangenten ist, ao ist die be- 
EiigUcfae Tangente der Linie S parallel. 

Die Construction des BerOhrungspunctes, wenn, nmgekebrt, die Tangente gegeben ist, 
irf bn Allgemeinen Toni zweiten Grade, und Tedoeirt sich nur in den Fällen, dafs die Tan« 
flBBiit entwod r (Imili l irnn der drri ■\Vciid(tnpspnnr(c oder durrli den Durchschnitt zweier 
der drei W eoduugstaiigeutcu, oder endlich durch den Pul der Linie S gebt, auf den cr- 
•ien Grad. 

In die Discnssion parlirulnrer Fälle kann ich liier nicht rinf^ehen. 
« 827* An die nene Form der aligemeinen Gleichung, die wir diesem Paragraphen zo 
GfOBde gelegt beben, atAlidscn dcfa neue Comiraedonen der Gorven dritter OrÄrnngai^ 
die wir kurz berChrcn sollen. Wir kOnncn neinlich, indem wir eine neue unbeatiMBlIe 
ConsUnte » einfabren, die allgemeine Gleichung auf folgende Weise schreiben: 

p(qr+>e8»)+sX^«— xp) s= 0, 
and dann befriedigen, indem wir zugleich: 

qr+xs» =: 0, — = 

setzen. Die erste dieser beiden Gleichungen stellt einen Kegelsebnltt dar, welcher die 
beiden Wendung.tlangcntcn Q und R auf der Linie S, mithin in den bezüglichen Weo- 
dnngspuncten berflhrt; die zweite Gleichung stellt eine gerade Linie dar, die durch den 
dritten Wendungspunct geht. Die beiden Durchschnitte jenes Kegelschnittes und dieser 
geraden Linie liegen anf der tn eonatmirendea Curre, und wenn einer dieser betden' 
Durchschnitte gegeben ist, ergibt sich der' andere auf linearem Wege, auch ohne dafs es 
nötbig wäre, den I^egelschnitt selb^ zu zeichnen. Wenn also die drei Wendongspuncte 
und die drd 'Weüdaogstaogenten md anlaerdem nocb irgend ein Pionct einer Cnnre 



290 Dritter Abschn, Die Carven driller Ordnung. 



dritter. Ordaang gegeben sind, so klonen wir sogleich dcD)euigeD neuca Punct der Gurre 
besUaimeii, wddier mf derjenigen geraden Linie lieg^, die ^en lelilgenannico Pimct Mit 
jedem der drei Wendungspuncte Tcrbindet. Auf Detern WcfB CtkalleB wir amüdnt drei 
und dann beliebig viele neue Pnncte der Corve. ' 

998. "Wir können, durcji EiniBhrang einer neuen nnbettfonntCB Conitanten, der dl> 
gcndnen Glddniog aucb die folgende Form geben: 

pCqr+x|is) -4- »((<«* — xp*) = 0, 
nod also dieselbe befriedigen, iiulem wir zugleich 

qr+xpg = 0, fu' — xp'* = 0, 

sotTPii. Bio erste dieser beiden Gleirlitineen picllt irgend einen Kegelsclinitt dar, welrher 
durch die beiden \\ euduugEpuncle auf den geradea Linien Q und H und. durch die bei- 
dcD DnrciucbniU« derselben nil der drillen Wendnngslangente gellt Die xweile GUt- 

chung stellt ein System von zwei gernden Linien dar, welche mit den Linien 1' und 
S vier llannonicalen bilden. Die vier DurcbscIiniUc dieses Sjrstems mit jcocm Kegel- 
sdinitle liefen aaf der zji conslralrendcn Correk Ist chicr dieser vier Dnchschnitte gege- 
ben, so nlialti n wir, nach dein P.i s r a Isrtien Snize, durch eine lineare Constnir tion so- 
gleich einen zweiten. Uie Coustruction der beiden übrigen ist vom zweiten Grade. Uicr- 
ana fliefst eine iwcite allgemeine ConaUnclion einer Corra dritter Ordnung, wcBn 'iluw 
drei Wendung»puncte nnd Wandnngirtanganton and aniterdeni noch ii^^id do Punct der* . 
selben gegeben ist. 

Wenn statt des Punctes der Cnrre «ne Tangente derselben gegeben ist, so können 
wir nach der 326, Nummer den BertihruDgspnnct auf derselben bestimmen. Da diese Bo> 
afimmnni: im Mleemeincn, cina nwiefacbe ist, so erhalten wir auch zwei Tersdiiedene Cm^ 

ven dritter ürduuui;. 




899. Ndicn den Curren dritter Ordnung ateben dl« Cur«« drifter Ciaaaa^ An 

diese riirvrn l.i^rn sieb, von einem peuebrnen Pnnrtc aus, drei Tangenten legen; sie 
W^den durch die aiigcmcine Gleichung des dritten Grades zwischen zwei vcründerlichen 
Groben, wenn wir diesen die Bedentnng linearer Lfalcn • Coordinaten beilegen, darge- 
stellt. Die Discussion derselben Formen, unter welchen wir diese Gleichung im dritten 
Abschnitte bebv>dalt haben, liefert uns aach die üligenscballen der qeoen Curvcn.. Nament- 
Uefa tritt ans Ae Fonn: 

pqr-f-/x8' = 0, 

mit der wir uns zuletzt beschäftigt haben, hier bedcutungsroll entgegen. Es hat eine Cnrve 
dritter Classe im .MI gemeinen drei reelle und sechs imaginSrc Rückkchrpuncte (den 
Wendungstangenten der Gurren dritter Ordnung entsprechend). Die Tangenten in den * 
drei reellen Rflckkelirpunclen schneiden sieh in einem und demselben Puncfe. Stellen wir 
diesen durch die Gleichung s = 0 und jene durch die Gleichungen p a= 0, q = 0 und 
r s 0 dar, ao iit Aa Icitte GMekong bei gdiOriger Bastinuinng tub ft die fflaldiaBg 
der Curvc. Nach den Entwicklune;en des zweiten Paragraphen des ersten Abschnittes 
können wir durch Particularisation der vier linearen Functionen ausdrücken, dab dic 'Iie- 
züglichen Punde onendlidi weit tilgen, und eriiälten alsdann eben ao viele beaon dem 
Arten von Curven dritter Classc. Hier aber, wo dls LTnendliche besonders berrortrit^ 
•hört die Analogie mit den Gurren dritter Ordnung »ui, weil daa UnandUchweilrackcn einen 
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Puncles dem Unendlicli weif rücken einer geraden Linie keincsweges vollslündig analog ist. 
•Weitere Untencheidangco der Curven dritter Clauc liefert die Betrachtung der Myta- 
ptotcft. Eine iddie Curve km seeKs/vier and swei gendlinige Asjmptoten 
ben, und diese kfinnen in Ueber^ogsrsllen auch durdi krunnnlinige ersetzt werden: 
die Cunrc kann auch ganz im endlichen Räume eingeschlossen sein. Hiemuh 
komonen verschiedene Formen zum Vorschein, die mannigfaltiger sind, als di« Fomen dv 
Gurren dritter Ordnung; doch eine bildliche Anschntiuug derselben zu gebciV ist hier nickt 
möglich. Die Cunsiruction der flimcn dritter Classc d'urch ihre Tangenten ist eben so 
leicht als die Coustruclion der Curveu dritter Ordnung durctuihrc Puucte; und, wie ^rir 
bier io feiern Pnnct» A« Tangente (326)» können mrir dort, anl jeder Tangente den 

rOhrirtifrppunrt, 50i;lcirh rotislniircn. 

Im AUgemcincn bat finc Curre dritter Classe keine Dopgeltangente, iu besondem 
raien kann eine miche Torbanden nnd auf deneilN» alsdann dfe beiden BerOkrangipanetn 
entweder reell oder imaginär siin. In thvn letztern Falle ist die Diipiultruiirriite eine 
gjsna von der dure isoiirte gerade Vnic. Die beiden Berühruugspuuclc künucu eod- 
Scli aocb znsanimenbllen, alsdäna ist die Doppellangente eine Wendangstangenta» 
Wenn eine Curvc dritter CInssc eine Dopi>el[ani;onlc hat, so vertritt diese sechs Rückt» 
kehrpuncte, die entweder alle sech; oder Ton denen vier imaginär sind, ^e nacbdem die 
Doppellangente zwei hna^nSre oder zwei reelle Zweige betflkrt In dem. ersten Falle 
behält die Curvc also ihre drei reellen RUckkchrpunctc, und die isoiirte lioppcltangentc 
ist alisdann die Polare des gemeinsamen Durchschnittspunctes der Tangenten in den drei 
BQckkehrpuncten, in Beziehung auf da« von diesen Puncten gebildete Dreieck. Wenn 
die Curvc eine Wendungstangcnfe hat, ao ist an&eidem nur noch am aüiiigw nd zwar 

leellcr Rückkehrpunct vuiLanticn. 

330. Ich halte es für überilüssig, nach dem Priucip der Rec^rocitSt, auch nur eine 
eimige Bgenschait der Gurren dritter Ordnung auf die Corren dritter Claas« nldMp>' 
tragen. 'Diese Ucberlragungswcisen sind bekannt genug. Dagegen, will ich srlilit-fsUA 
AnfklSning Qber einen Gegenstand geben, an dem bisher alle Anstrengungen der (xcome- 
ter gieacbeitert sind. Vfh können die Firage, di« eine Letiensfrage fOr die allgemeine 
Theorie der Curven ist, auf folf;(MKlf Weise strlirii: ..l'iiu' crpebrne Curvc n. Ordnung 
liat zn ihrer Polar-Curve eine Curvc der n(n — 1). Ordnung, und diese gegenseitig zu der 
fhiigen-die gegebene der n. Ordnung. Wie.komnt es, dafo die Ordnung der Polar-Cnrr«^ 
die fbr die n(n — 1). Ordnung im Allgemeinen bis zur n(n — l^fiifn— 1) — 1^. ansteigt, 
(■eh bier insbesiondere auf n.,'also um n*(n— 2} l^nhciten rcdacirtT" 

Da lllr n SS ^ keine Redoetlaa and kdne Sd^rierigkeit Statt findet wollen ivir die 
«oMdiende Frage zavOrdcrst flbr den Fall, dab n s 8, nnd dann Dir jeden beBebigea' 
'Werth Ton n beantworten.' 

Eine Curvc driller Ordnung hat 9 Wendungslangentcn ; ihre Polar- Curvc ist von der 
6. Ordnung und hat 9 RQckkebrpuncte, die jenen Wcndungstnngeuten entsprechen. Im 
Allpenieincn Iiat eine Curvc der 6. Ordnung eine Polar- Curvc von der 30. Ordnung^ für 
jeden l\ückkclirpuuct der Curie rcducirt sich diese Ordnung um 3 Linhcilcn; in dem T4»r- 
liagcnden Falle also hn Ganten nm 97 Einheiten, so dals wir wirküdi znr Ordrang der 
ntsprOnglichen Ciirve zurfickkoinmen. 

Wenn die Curve dritter Ordnung insbesondere einen Doppclpunct hat, so bat sie 
anficrdem im AllgemetaMii nur noA dräi (redle oder fanaginire) Wendungsiangentcn. Dure 
Pohr-Cnrre redocirt aid!» d«% Doppeljwnclet wegai, un 2 Ordnungen; sie ist tm der 

37* 
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4.0iAiiiBf; and kat «ine Dopiicllaiifeiite on^ drd Bfldttd u fwi a g l e. Eine Cur«» der 4.0inl- 

nung hat im Alkrtnriiien rinc Polar-Cnrvc \o\\ der 12. Ordnung. Diese Ordnung reduditi 
Bich aber in dem vorliegcndea Falle, der drei RückkehrpoDcte wegen, um dreiBMil 3 Ein- 
lidfeD, M 4t& de iritder anf <D« 3. bemntemiiikt. 

Wenn die Curve einen IVückkchrpunct hat, so hat sie nur noch eine ciniigp 
Weoduogstangcntc. Ihre Polar- Corre rcdudrt sich, des Rfickkehiponctes wcgeo, auf Äa 
dritte OHnnng. Bdde Corven nnd znglcich tob der dritten Ordnung and der dritten 
Glasse. Jede bat eine WendungsIaQgente, die dem ROckkdirponcte der andern entspricht 

Nach dem 6. Paragraphen, auf den ich mich Uar stiUachweigend öfter bezogen babc^ 
hat eine Curre D.Ordauog 

, - 3n(n— 2) 

Wcndungslangcnten, und eben so viele R(ickk*hrpnnctc hat ihre Polar-C.urvc der n(n — 1). 
Ordnung. Wenn wir gegenseitig die Polar- Curve bestimmen, so reducirt sich, der ilück- 



kebrpnnet« weg«n» die Ordnung den^Mn am 9D(n— ^ Eibbetten. Die ]U> 

düction, die hiernach, wenn n>3, unerklärt b^mt, bclräct noch n*(n — 2) — 9n(n — 2) 
SB n(n — 2)(n* — 9) Einheilen, ^ie wird durch die Doppcltangenten der ursprünglicbca 
Gurre, denen dtcn ao vid« Doppefponde ihrer Polar- ömre cntsprecben, befingt. Da 

jeder dieser Doppelponcle eine Keductinn roQ % Einheiten mit sich bringt, so ^vürdr hicr- 
nadi die Anzahl dieser Dpppcl^uncle^ und also auch die Anzahl jener Doppeltaogeutea 

|n(n-.2)(n'-9) 

betragen. 

Es ist hiernach, zam Beispiel, die Polar-Curvc einer Curve 10. Classe dcfshalb auch 
blofs nur von der 10. Ordnung, weil diese Curve 240 RQckkehrpuncto und 3640 Dop- 
pelpunctc hat. Die Ordnun;:; der Polar-Cunre erleidet dadurch 'eine Reduction von 
3 . 240 -t- 2 . 3640 = 8000 1 inhriten. Aehnlicfa ist die Polar-Curvc einer Curve 10. Ord- 
noag auch nur von der 10. Classe, weil diese Curve 240 Weudungslangenten und 3640 
Doppdtaog^nCcn bab - 
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GadfMkt M A. W. 8eh«4«. 
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Bericht] gangen. 



S«tt« 46 Zeile 24 t. 
• - • a? r. 



n 
m 

196 
208 
216 
S&l 



255 
256 

987 



11 r. 

2 T. 
Ii V. 

23 V. 

1 T. 

7 T. 

18 t. 

19 r. 

10 t. 

3 V. 

l V. 

15 V. 
3 t. 
1 

8 t. 



o. statt )>wir au* gleichem Grunde als frfiher das ober« Zeichen tietimi-n müssen" 
lic* |,eiitwader das untere oder «ber« Zeichen gilt" 

o. nach tat toimdwltens „litfta «ntweiar die dx«i Berfibruiit*'' 
l^viiete In f «ridcr littU, oder 

n. st. I.inin I. Linie. 

u. »t. Beziehung 1. Bezrirhnnng. 

o. St. i 1. 4. ' . 

o. st. Ort, awci 1. Ort für awei. 
u. St. (p-f-«) 1. (r-|>«)a. 
u. lt. L f • • 

tt. 

u. \ St. « 1. 
u. 
u. 

o. St. (eotgn-^cing x—inigo) L {etlg»—eHgmy. 
u. tt. uaUilt L unhUilt. 
«. tt kSnatm 1. kenntea. 

nach „und« raurg der Satz auf folgende Wttat MkB«fiMn: nihr« Tier iaafi- 

nSreo Weadunf spunclo veriiert.'* 
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